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Heber  die  nautische  Aufffabe: 
Aus  den  f^einessenen  H5hen  zweier 
Sterne«  deren  Reetasceneionen  nnd 
Beclinatlonen  bekannt  sind,  nnd  der 
Zwischenzeit  der  lieiden  Be«bac|itnn- 
gen.  die  P^lhShe  und  die  Zeit  zu 
bestimmen. 

dem  Herausgeber. 


5». 

Eine  der  wichtigsten  Metbodeif^  aar  See  die  PolhOhe,^  odei^ 
die  Breite^  und  die  Zeit  au  besthninen^   bietet  wegen  der  Alige«« 
meinb^ft  Ihrer  Annendonff  uim(  dct  I^iehtitfkeit  der  auxustellen 
den  BeobäebtutigeA  jedenfail«  die  Aufgabe  dar:' 

Aas  den  gemessenen  Hohen  zweier  Sterne,' d&reui 
Rectaseensionen  undDecliaationan  bekannt  sind,  und 
der  Zwischenzeit  der  beiden  Beobachtungen  die  Pol* 
h^he  und  die  Zeit  sn. bestimmen; 

weshalb  auch  für  diese  Aefg^be  theils  directe  und  völlig  genaue,, 
theik .  incKrecte  «nd  bloss  ^uyiäbemde  Auflösungen  In  ziemlich, 
grosser  Anzahl  schon  gegeben  worden  sind. 

Ursprünglich  wurde  jedoch  diese  Aufgabe  nicht  in  der  obigeü 
erweiterten  Gestalt«  sondern  in  der  folgenden  viel  eingeschrfink- 
teren  Gestalt  i^ur  Breiten-  und  Zeitbestimmung  auf  dcir  See  In 
Vorschlag  gebracht:    \ 


Theil  \IV 
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Aus  zwei  eemessenen  Hohen  eines  Sterns,  dessen 
Position  auf  aer  Sphäre  bekannt  ist,  insbesondere  aus 
zwei  gemessenen  Sonnenhöhen,  und  der  Zwischenzeit 
der  beiden  Beobachtungen  die  Polhöhe  und  die  Zeit 
zu  bestimmen. 

Wer  diese  wichtige  Methode,  die  Breite  und  die  Zeit  zur 
See  zu  bestimmen,  zuerst  in  Vorschlag  gebracht  hat,  habe  ich 
mit  völliger  Bestimmtheit  nicht  ermitteln  können,  und  muss  mich 
daher  begnügen,  was  zwei  geachtete  astronomische  und  nautische 
Schriftsteller  hierüber  sagen,  im  Nachstehenden  anzuführen: 

In  der  Sammlung^  astronomischer  Abhandlungen, 
Beobachtungen  und  r^achriohten,  herausgegeben  von 
J.  E.  Bode.  Erster  Supplement-Band  zu  dessen  astro- 
nomischen Jahrbüchern.  Berlin.  1793.  S.  42.  sagt  v.  Zach 
in  einar  Note  zu  einer  von  Peter  Nieuwland  imtttr  d^i  Titel: 
Ueber  die  Methode  des  Herrn  Donwe^,  aus  zweiea 
ausser  dem  Mittagskrei^  beobacfateteff  SttnnenUohen 
die  B^eitf  #iiies  Ortes  zu  finden,  vfir«ffiii|R«htep ael^rnt^l^ 
Ajbhandluns  über  unser  Problem  über  dasselbe  Polsendes:  ,,  Fe  tec 
Nol^iüs-eSer  Nunnez  und  Robert  Hües,-ein  MÄgus<te»^Erarl 
of  J^etÜfQBiberUnd  und  Thomas  Hat  riet'»  viirtr^^fj^ 
I'^reun'3'i  naj^jen  meines  Wissens  diese  Aufgabe  .zuerst  vorgetragen  : 
erstetsr  In  seinem  Werke  De  CrepusculVs*),  letJterar  In  sei- 
nem Tractat  De  Globis  et  eorum  usu.  Lugduni.  8vo.  Von 
einem  gewissen  J  o  h  n  Chilmead  Mr.  of'X.of.  Christ-Churcb 
in  Ozon,  wurde  1659  eine  von  Job.  Jsac.  Prmtanus  mit  An- 
merkungen versehene,  aber  verstümmelte  Ausgabe  in's  Englische 
übersetzt,  unter  dem  Titel:  A  iearned  ^reiatise  of  Globes: 
both  coeiestiall  and  terrestriall :  with  their  severai 
uses,  written  first  in  iatine  by  Mr.  Robert  Hues:  and 
by  him  so  publisbed  etc.  Lond.  8vo.  Daselbst  stehet  die 
Aufgabe  auf  der  188sten  Seite  Cap.  VI.  und  wird  vermitteist  des 
Globus  aufgelöst.'' 

Dagegen  spricht  sich  Don  Josef  de  Mendoza  y  Rios  in 
det  Abhandlung:  Recherche«  sur  les  Prin;6ipaux.Pf^bl^- 
mes  de  TAstronomie  Nautique  (Pbllosdphi«.al  Trans* 
ac^tions.  1797.  Part.  L  p.  45.)  auf  folgende  Art  über  den  ersten 
Erfinder  unserer  Aufgabe  in  ihrer  obigen  eingeschränkteren  Ge* 
stalt  aus :  „Le  celebre  Pierre  Nu nnez  (ouP^onius)  s'occupa 
beaaconp  des  moyens  de  dätorminer  ia  iatitttde^  et  a^res  avoir 
dementr^  la  lausset^  des  r^l«s  pablE^s  -pac  Pierre.  Ap*-' 
pian.(C6&mographia)  et  Jacob  Zie^fer  (Cominental'infii. 
in  secundum  librum  Naturalis  Uidtoriae  Plin^i)  il  doitM»! 
difförens  problemes  de  son  invention,  et  entre  euz  celui  qu'on  r^- 
sout  par  deux  hauteurs  et  Tarc  d^liotiabn'«iniiprlB  ^  les 'verii^ 
caiixde  lastre  (De  Art«  atq'tfe  Rati'MW  Na^rigan^i.  :1&73. 


*)  Nadi  an«leren  Angaben  soll  sicfi  eine  Auflösung  mit  Huifb  d<J« 
Globu«  von  Peter  Noiiia«  in  dessen  Boche:  De  Obscrv.  ReguLef 
Jn«trara.  Geometr.  Lib«  II.  Cnp.  XIV.  befinden. 
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pa*:{iu  ^lajtroirieeitiiqiji  le  fur^mler  subatitua  auf  lieii:da  dl»r»ieB 
«ilment  l*aro  de  l-^^UgK  eompri»  «odre  le»  hofair#a»  ou.bjm 
FinteryaU«  de>taida  eotee  le$  abaarvatioBa;  .laaia  on  Inouva  cetto 
•ohtion  4^11000^  icomme  11119  nh^m  connae  quoique  peu  otUe-  dana 
\^U9ii6  De  Glebis  et  «oroia  Dam  par  Robert  Hues.  (Jie 
n'ai  jamais  vu  la  premiere  Edition  de  ce  livre;  Celles  que  je  con- 
nois,  outre  lea  traductions  en  Anglois  et  en  Fraiifois,  aont  uoe 
cum  ADDott.  J.  Jsaaei  PontaRi.  Amst  1617.  et  une  autre 
Oxon.  1663.).  Le  proc^de  mentionnä  par  Hu  es  6xige  Tusage 
des  globes.'* 

Näcli  di€»sen  Zetignissen  scheint  also  in  der  Thal  der  yoVhlsr 
erwSbinte  Robert  Hues  der  erste  Erfinder  unserer  Aufgabe  in 
ihrer  eingeschränkteren  Gestalt  zu  sein^  obdeich  äsu  wünschen 
wär^,  dass  in  den  Sbhriften  des  Noniiiis  selbst,  deren  Einsietrf 
mir  leider  nicht  ra  Gebote  dteht,  genane  Nacfarorschnngen  ange» 
steAf  würden,  mit  wetcber  Aufgabe  derselbe  sich  eigentlich  her 
schäfßgt  bat,  woBtt  icb  daher  Leser^  denen  reichere  literarische 
Hülfe^ueflen  als  mir,  namentlich  in  der  filteren  astronbrnischea 
und  naatischen  Literatoir,  zugänglich  sind,  anfznford^m  mirei^^ 
ben  mochte,  zugleich  nnt  der  Öltte,  dieselben  im  Arcihir  der  Ma- 
thematik und  Pfysik  mitfemh'eilen. 

In  der  oben  gieifcb  im  Eingänge  angegebenen  sehr  erweiter- 
ten Form  ist  aber  das  Problem  zuerst  oehandelt  worden  von 
Gauss  In  dem  Programm:  Methodum  peculiarem  ^levatio« 
nem  poli  determinandi  explicat  simulque  praelectio« 
nes  suas  proximo  semestri  habendas  indicat  D.  Caro- 
Ins  Fridericus  Gauss,  Astronomiae  P.  P.  O.  Gottingae. 
1808.,  von  welchem  ein  ziemlich  ausführlicher  Auszug  sich  auch 
in  der  Monatlichen  Corriespond'^ffz.  18(ra.  'Februar. 
8.  134.   befindet. 

Es  ist  nun  keineswegs  meine  Absicht,  alle  bekannteii  theil^ 
völlig  genauen,  theils  nur  annähernden  Auflösungen  unserer  Auf«- 

fabe  in  ihrer  eingeschränkteren  oder  erweiterten  Gestalt  von 
^ouwes,  Gauss,  Moliweide,.  L1ttrovif>  Hazewinkel, 
Lobatto,  Caillet  (Täter),  Paget  und  Andern  in  diesem  Auf- 
satze zusammenzustellen,  indem  man  darüber  in  den  meistep 
Lehrbüchern  der  SchMFfafartsknnde,  namentlich' in  demllahd^ 
buche  der  Schifffahrtsknnde  von  C.  Rümcke^.  ^Vierte 
A«fla|;e.  Bamberg.  1844  S.  141.  jK  9.  193.  ff;v  \ä  4m'fM 
erst  ganz  neuerlich  erschienenen',  wegen  s^e^ner  streqg  wt^en^ 
schaftlichen  Abfassung  und  Darstellung  ^ehr  zu  empfehlenden 
Traitö  äi^mentaire  de  Navigation.  Par  V.  Caillet,  Exa< 
minateur  de  la  Marine.  Cfours  de  T^cole  navale.  — 
Ir«  annöe  d'<^tudes.  T.I.  Texte.  Brest.  1848.  p.  191.  T.  IL 
Tables.  Brest.  1846.,  auch  in  dem  Handbuche  der  prak 
tischen  «Seefahrtskunde  von.  Dr.  Eduard  Bobrik. 
Band  li.  Zürich  und  Ramburg.  1846.  S.  1477.  sehr  genü- 
gende Auskunft  findet.  Vielmehr  ist  es  meine  x\bsicht,  in  die- 
sem Aufsatze  ein  Paar  neue  analytische  Auflösungen  zu  geben, 
vorzüglich  aber  auch  ^iae»  wie  ich  glaube,  sehr  einfache  und  elegante 
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Cotistructioir  unserer  Aufgab«  auf  analytischem  W^e  zu  Ent- 
wickeln ,  die  ich  wenigstens  in  theoretischer  Rdcksidity  nament- 
Kch  auch  weil  sie  ganz  aflgemein  ffir  die  Aufgabe  in  ihrer  erwei- 
teVten  Gestalt  gilt,  ffir  sehr  bemerkenswerth  und  interessaxrt  halt». 
Das  Weitere  über  diese  Construetion ,  namentlich  auch  was  da» 
Historische  und  Literarische  betrifft«    wird  späterhin  Yorkntomen. 


8.2. 

Die  bekannten  Rectascensionen  und  Dedinationen  der  beiden 
beobachteten  Sterne  wollen  wir  durch  a,  a!  und  d,  d',  die  beiden 
gemessenen  y  wegen  der  Strahlenbrechung  uod,  wo  es  nuihig  ist, 
auch  wegen  der  Parallaxe  auf  bekannte  Weise  gehörig. verbesser- 
ten Hoben  derselben  durch  hy  h!  bezeichnen;  ferner  seien  t%  t' 
die  gleichzeitig  beobachteten  in  Stunden  ausgedrückten  Zeiten 
der  Uhr,  und  o»,  m*  seien  die  entsprechenden  Stuodenwinkel. 
Nehmen  wir  nun  zuerst  an,  dass  die  Ohr  ^enau  nach  Stemzeit 
gebe,  bei  der  Sonne  nach  mittlerer  Sonnenzeit»  so  ist^  wie  durch 
eine  einfache  Betrachtung,  wenn  man  nur  gehörig  erwä^tj  wie 
b  der  Astronomie  die  Stunden  winke!  und  geraden  Aufsteigungen 
genommen  zu  werden  pflegen,  sogleich  erhellen  wird: 

tt=:15f— a  oder  io=I5<-«-f  360<»,         .    i 

1, » 
jenachdem  .  i 

15<-a  =  0  oder  ISf— <^<0, 

d.h.  jenachdem  15^— o  positiv  oder  negativ  ist;  und  ganz  ebenso 

«'  =  15('— «'  oder  ö>'=15f- a'+3«)o, 
jenachdem 

15f — a' JO  oder  15<'-i/ <0, 

d.  b.  jenachdem  \^t^af  positiv  oder  negativ  ist.  Die  Rectasceo«- 
sioneu  a,  ^  müssen  hierbei,  da  t^  V  in  Stunden  ausgedrOckt  anr 
g^enommen  worden  sind,  in  Graden  ausgedruckt  sein,  und  die 
Mnndenwinkel  o>,  o'  sind  dann  natürlich  auch  in  Graden  ausge* 
drückt    Folglich  ist  entweder 

w  — 0)'=  15  (f— /O  — (a— «0, 
oder 

ö- co'=  15(/-.f)  -  («— «0  -  3600 , 
oder 

Q)-fi)'=15(<-O-C«-ö0  +  360"; 
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mid  eetieo  wir  ab*  allgemeiii 

1)   d=l5(*-f)-.(«— «'), 

fro  die  Grosse  6  auB  den  beobachteten  Zeiten  der  Uhr  und  den 
bekannte  Rectaecensionen  der  beiden  beobachtetet  Sterne  immer 
Jeicht  berechnet  werden  kann,  und  daher  eine  bekannte  6r5s«e 
"vft;  ao  iat 

2)    «— ©'=t:a  +  it.360o, 

wo 

A=0,  oder  A=— 1,  oder  A=+l 

ist    Also  ist,    wie  leicht  mittelst  der  bekannten  goniometrischen 
Formeln  erhellet,  in  völliger  Allgemeinheit: 

5)    co8(o)— o»0  =  cosd,  sin  (w— i»')=8ind. 

Bisher  ist  der  Einfachheit  wegen  ansenoninien  norden,  dass 
die  bei  den  Beobachtungen  gebrauchte  Unr  genau  nach  Sternzeit 
gdie,  wofür  bei  der  Sonne  immer  mittlere  Sonnenzeit  za  setzen 
ist.  Weil  aber  vermoee  der  Gleichung  1)  die  Grösse  0,  um  deren 
Bestimmung  es  sich  nier  zunächst  handelt,  bloss  von  der  Diffe- 
renz t — f  der  beiden  beobachteten  Zeiten  abhängt,  so  ist  käu;, 
dass  es  hier  gar  nicht  auf  den  sogenannten  Stand,  sondern  nur 
auf  den  sogenannten  täglichen  Gang  der  Uhr  ankommt;  und 
geht  also  die  Uhr  nicht  genau  nach  Sternzett,  so  muss  man  we- 
nigstens ihren  täglichen  Gang  aus  anderweitigen  Beobachtungen 
gemia  kennen,  um  danach  die  erforderlichen  Correctionen  vorneh- 
men sn  können.  Unter  dem  täglichen  Gange  einer  Uhr  versteht 
man  aber  bekanntlich  das  Zeitintervall,  i^elchcs  die^  Uhr  in  einsiB 
Ta^e  mehr  oder  weniger  als  24  Stunden  weist,    liidem  man  zu- 

ßeich  dieses  Zeitintervali  im  ersten  Falle,  wenn  nämlich  die 
hr  In  einem  Tage  mehr  als  24  Stunden  weiset,  d.  b.  voreilet 
oder  accelerirt,  sIs  positiv;  im  zweiten  Falle  dagegen,  wenn  näm- 
lich die  Uhr  in  einem  Tage  weniger  sIs  24  Stunden  weiset,  d.  h. 
nachbleibt  oder  retardirt,  als  negativ  betrachtet.  Bezeichnen  wir 
also  mit  Rficksicht  hierauf  den  aus  anderweitigen  Beobachtungen 
genau  bekannten  täglichen  Gang  der  bei  unseren  jetrigen  Beobach- 
tungen gebrauchten  Uhr  gegen  Stemzeit  oder  bei  der  Sonne  geeen 
mittlere  Sonnenzelt  durch  &,  das  dem  aus  den  beobachteten  Zei- 
ten <,  i'  abgeleiteten  Zeitintervalle  t--f  entsprechende,  in  iVirk- 
lieher^  Sternzeit  oder  bei  der  Sonne  in  wirklicher  mittlerer  Son- 
nenzelt ausgedrfickte  wahre  Zeitintervall  aber  durch  r — r';  so 
haben  wir  offenbar  die  Proportion 

24:t-t'  =  24+G:<-<', 

wobei    immer   alle  Zeiten   in  Stunden   ausgedrückt  angenommen 
werden,  und  es  ist  also  nach  dieser  Proportion: 
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24  '  f— f  "■  '•  '■• 

1+24 

ndef  #  mtec  d«r  Vo»«^u$Mtziu^r  4a«»  die  Üfar  n^  b^ifA^g^i  o«4 
also  ^''^in  ^ehr  klömer  Bruch  ist:  :  u    i  i  :  • 

.,  .-.=,.-|*(|)"^-(l7+...,(.-o. 

also  näbenmgäweise : 

..„,  .  6)     r~V=(l-^)  «-<').         .       ..^       , 

i 

Geht  demnach  die  hei  den  Beobachtungen  gebrauchte  Uhr  nicht 
genau  nach  Sternzeit  oder  mittlerer  Sonnc^nzeit,  ist  M^er^  wie  hier 
▼orausgesetzt  werden  muss,  der  täglich^  ISang  aus  anderweitigen 
Beobacntungen  genau  bekannt,  so  muss  man  mittelst  der  obigen 
Formetn  t—t'  berechnen,  und  dieses  t*— r'  statt  *-^f  ib  den  Aus- 
druck 1)  ^n  ö  einföhren,  wodurch  $icb  .   .  •  j    ?.. 

•"  7)    ^=t=lS<r-'r')  — (tt-^Ä');  '       '  •»'    »-■ 

^HÜer  v5ltlg  entwiok^t  .   .:  > 

1+-2J  .         ....     .. 

•dei,   wenn  -^j  em  sehr  kleioer  Bruch  ist, 

G      /G\^      /ii  \«  '    ^"^  • 

oder  näheningsweise  ...,.,!' 

10)  0=16(1^  g)  (*.-r)M«--^) 

Nachdem  man  die  Grosse  d  n^ch  der  torher'gehendeii'A^tä- 


tung  genau  berechnet  hat,  kann  man  nun  zu  der  Auflösung  utise'- 
rer  Aufgabe  selbst  schreiten ,  Wie  Jetst  hi  den  folgenden  Paragra- 
phen gezeigt  werden  soll. 


.1   . 
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S3. 

Bezeichnen  wir  die  Polh5he  Sles  Beobachtukigsorts ,  deren 
Bestiainiung  der  nächste  and  haupteächlichste  Zweck  unserer 
Ao&abe  ist,  durch  (p,  so  haben  wir  nach  den  LehrM  49r  sph&* 
riseben  Astronomie  bekanntlich  die  beiden  folgenden  ganz  ailge- 
mein  güUijiyn  .Crleiobungei^: 

Y"     ij^Assstnfein^-^cosiDCosdeoiB^, 


=sind'sing)  -f  cos«''  cosd'  cos^ ; 

nehmen  wh>  Also' zuwiesen*  beiden  Gieichanffen  ihn 
k  yorife^gehenden  Paragraphen  bebannte  €^leichang 


wo  l=iOf  —  1)  +1;  oder  statt  derselben  eine  der  beiden  ganz 
allgemein  gültigen  Gleichungen 

13)    cos(o>— cöO=co8d,  8tn(tt— oO=elo^; 

so  haben  wir  olEenbar  zwischen  den  drei  unbekannten  Grossen  q>, 
m,  10',  arel  ausser  diesen  anbekannten  Gritssen  mir  bekannte  Gros- 
sen enthaltende  Gleichungen ,  mittelst  welcher  sich  also  die  drei 
in  Rede  «tehendenf  unbekannte«  Grosse«  beslUimeii  lansen  mda« 
sen ,  weshalb  es  jetzt  bloss  auf  die  AuflSatiDg  dieser  drei  ,1iieh 
chonffen  ankommen  wird ,  was  auf  yerschiedene  Arten  möglich  ist, 
von  denen  wir  einige  in  den  folgenden  Paiagraphen  kennen  ler- 
nen werden« 


Zuerst  wollen  wir  auf  ▼öltig  dBreele  Wcjise  die  PolhOhe  q>  un- 
aittelbar  aus  den  durch  4(e,  BeoluM^btungfn  gegebeneu  Stücken 
ZQ  bestimmen:, eiichen. 


Weil  nach  qer.er^^jP;  df|  beiden  Gleicl^ungen  13) 
co8^^cosiDJeosp/4*JM9tt0ino»' 
Ach  den  C^eichungen  11) 

7         '■ 

SiiiA«— sindsiM  sinA'  — sind'sinop 

COSI0  = J ■^9     cos»  = Tä ^ 

cosocos9>  cosd'cosg) 

ist;    80  erhält  man    zur  Bestimmung  von  q>  unmittelbar  die  bloss 
noch  diese  unbekannte  Grosse  enthaltende  Gleichung 
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__  sinA  —  Bind  sinqp   sinhf — sin J^ amq> 
""       cosJcos^       '       cos6'cos(p 

aT  j       /sinA—sin^sinyYi   )       /sinh' — sinf 'sinyX» |  ^ 

oder  y  wie  man  ieioht' findet:  I       •     •    '         . 

GosJcosd'cosdcosg)^— (sinA— sind8in<p)(6inA''— siuJ'^sing))^     *'* 

..•...'  ,    -       -...^      ^-" 

Wenn  man  nun  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  quadrirt, 
aufhebt,  wa«  sich  aufheben  Kä«Ft>  diAin.  die^elb^'  ^pn  .ßopc^' 
dividirt,  was-  it^enigstens  untier  der  Voraussetzung^  da^^ /i^H^t 
9 =90^  Ist»  jedenfalls  verstattet  ist»  so  erhält  man  nach  einigen 
ganz  leichten  TransfonmAtiQuen  zur  ijiestimpiung  von  9  'die 
trieichungz 

'    14)    0=  cosd»cosd'«sinö«cos7>« 

--r  cQS^^inA'  -r  sinÄ'  sing?)* 
— 7C0sJ'*(8inA — sinÄsiny)* 
-f  ^09'cos£'oosfi(8inA— siQJ9iD97)(sioA''-sin$'sip9)) ; 

oder  nach   gehöriger  Entwiekeluag»    wenn   man   zwgteicb:  pasq»? 
durch  slhg^  «osdrüGlEt: ' 

15)    0=t   cosi^sln*«       •     = 
+co8d'2  8inÄ« 
— '  cosÄ;osÄ'%ind* 
-:-  2co84cos^'sln  AsinA'cos^ 

"    V  /     cosd^gfaiÄ'sinA' ; 


i'i'«' 


)-f  cosA^siodsin/i 

-sindcosJcosd'sinA'cosd  \ 
[^8in6^cos8  bodi' sit^A  cos^ 

cosih'sln*'* 
l  +  cosd'*sin^ 

I  +  COS^COSÄ'*  SMid* 

( — 2  sinjcosd  siad'cQsd'  cof^) 
Das  von  sing)  unabhängige  Glied  dieser  Gleichung  istr 
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. ,  < .    ,  .    ,.  -^  •feii^shiÄ'* 

^      +C983*CO«^'*CO»ö' 

+  (siDAsioÄ'— COSÄCOSÄ'COSÖ)*. 

•  t;     r',    I-    -.  ..  ni        •■ 

DetX««fli€lea(;  vod  -^a^in^  ist:' 

'.  I  •    ■■  •  :    •..■•■ 

CQsi  sin  A'  (cosj  sind' — sind  cosd'  cosd) 
-|-  cosd'  sinA  (sio  j  cosd'  -^  cos  J  sind'  cosd) . 

Der  Coti&ctetti^iMii  |itef>?  kt  eil^idh : 

sind*  sind'* 
+cosd*sind'*.  .  „  •      , 

+sind*cosd'* 
.  .  ,  •;  fi-cosd*€o»d'*  '.-  ■ 

-  sind*8ind'* 
'       .'           ^2sindcosd9inycÖÄ(f'co8» 

—  cosd*  cosd'*  cosö* 
fflFi^  (Äiii«*+ated^(sijl*H«oBlf«) 

—  (sindsind' -l-cosdcosd'cosd)* 

;  ;'*^'  :•  ;    '=±iU(sih&^^  , 

Folglich  ist  unsere  obige  quadratische  Gleichung: 

16)  fii^f^ififi^f^^^mi^ 

4.  (sInA  sin A'  — cosd  cosd' cosÖ)* 

cosdsinA' (Äwdsind' —  sindcosd'cosö)  r 

+  |^.r-<^W«ii*'+4:osdeo}jd/cösö)ffif^  I 

Nimmt  man  mit  dieser  Gleichung  die.  gewöhnliche  Verwand- 
lung der  quadratischen  Gleichungen  vor,  so  wird  dieselbe: 


'Y.v. 
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*'"^         1  -  (sind  sind'4,^ff9d(ipa^'po6<9)a     1 

_(cosd«~sinA»)(cosg^— sinA^^-^ftltoiiiA^-^oadcogycos^)* 
""  1  -  (sindsind'  -f  cos  JcÄtf^ds^ 

Icosd  sinÄ'  (coisdsind^  —  sido  cöstf'cosd)]  • 
+  cosd'sinA  (sbdcosy  -;-  cos^siiid'^  cobö)  [ 
1— i[sl ndslnd*^  ceödfcösd'cosö)'^''" )  * 

Der  Zähler  des  Bruchs,  in  welchen  sich  die  beiden  Glieder 
auf  der  rechten  Seite  des  GleLcbh^ksseiehcDU/  iü  dieM9  GfeMung 
zusammenziehen  lassen,  ist: 

(cosd«— siK/i^«j)(coj8d'*'^sj^nÄ'*>     ....... 

—  (sinÄ  sinÄ'  —  cosd  cosd'  cosö)* 

—  (cosd^— sii]A«)(cosd^-^siriB^(sliidiipir'fcMddos<^d»a)^    -M 
-i-  (sinAsinA'—  cosdcosd'cosd)'(6iridsind^-|-cosdcosd'cosd)' 

+  cosd*sinÄ'*(co8dsind'— sindcosd'cqsö)* 

+  cosd'^sinA*  (sindcosd' — cosdsind'cbsö)* 

-|-  Scosdcosd'sinAsinA'  (cosdsind'  —  sindcosd'cos^) 

X  (sind  cosd^  ^tim9  sln0'  cos^) . 


Entwickelt    mi^n    i^  .in  .dieseiR  .^äUer  das  Glieds    welches 
sinA  und  sinA'  gar  nicht  enthalt,  ferner  jedes  der  Glieder,  welche 

sitiA^'  «f  nAt^'  4ipAsiiiAr,-iiDA9siBA'* 


»nio- 


enthalten,  für  aichM,.f9  finiet  man  mUteNt  ejiüger  leichten  ffoni 
metrischen  Transformationen,  deren  Aü^foBrung  f&glich  dem  Leser 
fiberlässen  bleiben  kann,,  dass  sich  dieser  Zähler  auf  die  F9nn 

—       »A.  .  ^  (l-^(8indsind'+cosdcosd'cosö)* — sinA^-^slnA'^i 
cosd'cosd'^smö'j       +i^AÄlnJS'(^dslft«'*co6«ööäl'cosö/'     (»1 

bringen  lä«st. 


Abo  lat  mcih-,40m -Phlgiiii  ..,.,j;..,  ,,j;./..,,..^ 


17)    il^Bhaa^-f^^imdM^ifiÄ^IS^kmip    ' 
=:    cosd6inA'(co6dsind' — sindcosd'cos^) 
!'+co«^8inAi!s1ndc6f8f  i^'^^^^  '''  ''*'V'^ 

i      *.   •  ^4/ 1— (sindsind'+co8dcosd'co8d)*~sinA«— sinA'* 
±cosdcosd'smflV       +2sinAsinA'(sindsind'  +  c' 


J 
cosdcosd^cosd) 
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irodorch  sioqp  Tollstindiff  eofufidkalli  dorek  die  unmittelbar  darch 
die  BeobachtoDgen  ^gebeven  Grussea  aoBgedrückt  ist. 

.  ?^S?^J**l  W«l  btawM,  dMa:^in9i,,wd  folglich  auch  «, 
welches  übngens  Immer  positiv  und  nicht  grosser  als  90^  ist,  im 
AU^mfetinen  zwei  Wertbe  hat,,  und.dass  also  bei  der  Anwen- 
dung'' dMMftteAöde  zurBcistlmAiim^^d^  P\6Ih5he  hn  Allgemeinen 
eine  TorUhifige  genäherte  Kenntniss  derselben  erforderlich  >  ist 

Dm  den  nevher  für '§hi^  gefundenen  Ausdruck  zur  iogarith- 
ehen  Reclitnng  bequem<|r  einzurichteq>   wollen  wirj  was  be- 
bnntBcirbimev'veffstatletiat:  .       (         * 

sin£^  cosd  sind'  —  sind  cosd'  cos9 
; .;  .c;;99ind'(c9^-rsind5P^'<^<!^)9 

^"«•M<15^^tr#W«otda>iie>,  ,^■ 

aint=sindsin^'  •f»fosdfosA'm»0 
= sind  (sind'  -|-  cosd'cotdcosd/ 
=sind'(si9d+e#sdc|»t^'aoe0)   . 

setzen;  und  setzen  wir  dann  femcir,  ^       ,.     ! 


\  ^' 


so  ist 


18)    eot^scotdcos^^  cotx'^cotd'c^sd; 


I""«-        .iox'         '    ""«'t         «tax         ' 

'  sinj  sinx'  ' 

oder  aoeb 


jsin5=5 
(sins=fl 


sind^sinOMi)      > .  v;iJ:«io*rfi>(t-^  . 
:singcot(x'— 3) = sin J'cot(x— dO ;      .    . 


mittelst  welcher  Formel^  flit  lQKl^i>H1K!^l/j:»  tif  I'  £'»  ^  ^^''d®  ^1® 
Schwierigkeit  berechnet  werden  kSniien.'    Zu  bemerken  hat  man 


jedoch,  dass  man,  was  aus  dem  Vorhergehenden  und  dem  Nacb^ 
folgenden  soeleich  erheilet,  gar  nicht  nOtbig  hat,  die  Winkel  g, 
^  selbst  zu  kennen,  indenL  »aki !  hle|M^  ^|| :  siog'  zu  berechnen 
und  die  Winkel  |,  ^|'  efelbst  m^  nidit  aüVEUSHchen  biaucht,  was 
natürlich  die  Rechnung  erleichtert. 


Führt  man  aber  die  HOlfswinkel  Jp  |',  i  \n  die  Gleichung  17) 
,  so  wird  dieselbe: 
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"   r=  cosdsniA'sinl  4- cosdVinAsin^' 
±  cos*  C08*'  sinöV  I  -^  ÄitiA*— sto/?*—  gin?+Örth/iiipX'«1n< . , 

]!{aich  einem  ^bekaontep  gopif^ifbetrbchie^^.  SatzQ' jfi|t  ,1^4?  fiiif.jeqes 

]--<!cq»a^--cos^^q^>sy*-|:2cosffCiOs/}po§y   „,,f.  ,..*] 
=4sin ^'(a+  ß+y) sin ^  (/3 +y-a)8ia j  (c+y— ^) ^ia^ (pi+A^iöpSt 


also 


1 — felri  A«-Bin  A'*-sin<*+&ldAÄfc/i'8in» 
= 1  -  co8( W>^A)*  -t;ds(9Öö^*0*-eös(«0Ä-t)« 

=  48in^(27(K>ii*-A'^ö''' 

Xsin?-(90»-A+Ä'-f)=  "   '"         ♦'" 

Xsin  J(90»-A-A'+») 

••      •  .  -  5''-  ( 


»•; 


iX«int46«+5  (Ä-A'-O  \ 

,'  1 

X«ot45«-i-(A-tf+»-)) 

.1 

\  • 

X«i»  « 490-^1  (A+A'—O». 

-  •  •'     .1 

Setzen 

wir  aber 

21)    2«=90»4A1-A'+f, 

,     .  .  ■:•  !>:       ■     ,••;. 

90  ist 

■•  "•  i;%,-'         ••■:   '   ."  m        .   •'.•:    ; 

■'■   ..•'■  ..  ;'.  .      K 

•  * 

90»+(A+A'+Os=2i»,  "' 

•  9O**4.(A_1:A*_0-2(s-A' 

90»-(Ä— A'+»)=2(»— A- 

90<'-(A+Ä'-i)=2(i-A- 

-0. 

Digitized  by  VjOOQ IC 


IS 

also  .y  \     .',.];-•     .-.l 

^•  irW8iiiA%'>*^siiiM>M8iii<*4-90inA8fiiA'giiit 
=  4siii<sin  (* — h—hf)  sin  (s— i — t)s\n(s — h'^i) , 

und  folglich  nach  21) :  ,    -  i  -  '" 

23)      cost^sin^ 

= cosd  sin  AVio^-f  co^j'fijiiiAßial' 

± 2cos<co8d'8in0  V sinisin (*— A— ä')  sin (*— A-t) sin (*— /i'— i) . 

■  7      ^       {     \  ;   ^^      ' 
Es  werden    'freilich\ifai  Obigdo   fiisf  alle   Winkel  durch  ihre 
Sinus  bestimmty    was  bekanntlich  nicht  immer  mit  der  erforderli- 
chen Genauigkeit  möglich   ist.    Sollte  aber  ^6  Bestimmung  des 
beliebigen  Winkels  ij  mittelst  ^iner  der  beiden  Gleichungen 

s\nifi=zA  öder  cosi7=^ 

nicht   mit  der  ertortlerlioben  Sobliife.kuuglidb.  seto«    so  braachle 
man  bloss  den  Uulfswinkel  {;  mittelst  der  Formel 

tangt  =  i4 

zu  berechnen,    wa{$  ioimer  mit  .der  fe^fordeFlichen, Schärfe  möglich 
ist,  und  hätte  dann 

1— sini?       l'-'Cos{9(fi—ri)_  1  — tangg 
l+sioi?L-"  l+cos(90^,j?)~  l  +  tangt' 

tang  (45«—  jj-iy)«=tang(450— £)»  tang(450— jiy)  =\^tang(450-ö; 

oder 

,    .   •'      '1         ..         .     • 

1  — cosiy 1 — tangS 

1  +  cosiy  "^   l + tangf ' 

tangj3)»t^taBg(4ÖO-.0,  tang  ji?t=  V"tang {460^^0  > 

durch  welche  Methode  immer  eine  Tollig  genaue  Berechnung  des 
Winkels  ff  möglich  gemacht  wird. 


.       5-  8- 

Wenn  man  e;inen  und  den^efben  Stern  zwei  Mal  beobachtet 
bat,  so  ist,  wenn  dieser  Stern  ein  Fixstern  ist' oder  wenigstens 
ohne  merklichen  Fehler  als  ein  Fixstern  betrachtet  werden  kann, 
im  Oibigen  teszi^  izsi'-  zu  setzen,   also  nach  1)  in  diesem  P^alto 


Digitized  by  VjOOQ IC 


14 

24)  e^iHt-f), 

oder,   wenn  der  GantA»  Ufar.  Dicht iffeaatt  berichtigt  ist,   nach 
8).  9).  10):  .      ,  •     ;  ''. 

,_„,    ^        15.24  ,^     ^,      15(<-f') 

^+24 
oder,   wenn  -01  dnsehr  Ueioer  Bfaeh  ist: 

26)    e=15|l-~-|:(^)*-(^)'+....K«-<'). 
oder  oSherangstreise:  .     . 

27)    0=16(1— |-)(t-f), 

60  da88  man  aUo  in  diesem  Falle  die  Reetaseeosion  des  beobach- 
tetes Siem»  gar  niohi*  zn  keiiften  brauobt. 

Femer  hat  man   nach  17)  zur  Bestimmung  von  sin^  die  fol- 
gende  Gleichong: 


28)    U— («In««+o08d«cosif>)*>sin^  ' 

^  2  sin  j  cos^in  5-  ff^  (sin  A  -|-  sinAO 

■        xt  •  ^iri- (8>ö^  +  <iosa«c<isö)^*^sinA*-H9inÄ'* 
±  cosd»sinöY  +2sinAsinA'(sina«+cosd«cofö) 


Setzt  man  nnn  ähnlich  wie  vorher 

sint  =sinä*  +  cosd^os  6 , 
so  ist 


also 


t— siut3s2stnj(4ä<)-^  ^i)^=26aBd««in^^, 


sin(450— ^0*=  cosd«sio  j  ö«. 


und  man  wird  daher  den  Hulfamitfkel  i  immer  aus  der  Gleichung 

29)    Sln(45ö— l/i)— cosÄsing^ö' 
zabestimBen  haben,,  was  nUd  der  geringsten  Schwierigkeit  Mter* 
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li^^    Wird  ferner  eben  ao  wie  im  trorhergehenden  Paragraphen 
aucb  jetzt  wieder 

30)    2i=90o  +  Ä  +  Ä'  +  i 
gesetzt^  80  ist".,.  '    -l    !,.     ,    ,      .•    '-.j.  .   "    .    .      ■ 

31)    cosi^ein^ 

1  t  1 

=4siDdG08J*siD  j  Ö» Miig (Ä+  A')  cos ^ ih-^hf) 

db2cos4>sindV8inMio(f-A— AOsiDC^^-A^-OsinCf-A'-O. 
Weil  aber 

cosi=8m(90o^i)=2sln(45ö— ~  0  cos  (460—2"*)' 


also  nach  29) 


cos?^  4c«ii4*siii  j  ö*co8  (45<'  —  g"  ^* 
ist,  so  bt  auch 

32)    cos(45<*  — 1^0^81119 
i  =  sin  j  sin  j  (A>f  AQcos  j  (A — A') 

±  cot  j^  d  V  sin*  8le(f-*A-^A')8in(*— A-i)  8in(#— A'-t) . 
Set2t  man,  wIb  Intmer  vevslattet  ist^ 

\siott=:8in£8in^  dsin  g*  (A+A')cos  jr  (A— A') , 

ja\nth=  cos  ^6  V  8in*sin(*-^A — ^Ä')sin(*— 'A— i>in(«-^A'— i)  > 


so  ist 


abo 


sin^  ^os(45^  --  5-t)Ving)=sintt4:sinr, 


34)    stn9)= j ¥ ' 

;    sia2^öco8(450- jO* 
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!  ...    *  .   ■       .  •!.  iiM'i-,    i'iiti  .)  ir\rf     .1.'    . 

.  §.  6. 

Wenn  man  die  PolhOhe  tp  gefunden  hat,    so  erhält  man  die 
Stundenwinkel  co,  co'  mittelfit  der  aus  11)  fliessenderiFotraeln: 

/,  sinAf —  sin^  ^^n(p 

35)  \ 

.  )  ^      sin&f — sind'sino?  , 

1  COS€t)  sa — ' — ■ — j; "  ■  ■     "'    • 

r  co6o'coaq> 

Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich  aber: 

«   .    1    '„    ,    .              cosfÄ— g))— siiiÄ 
2 sin c>  »^=1— cosa>= ^^^>  ^^^ —  > 

2  COSOCOS9 

o  •    '     /-t    «  ,     co8(d'— q»)— smA', 

2s.njM';«=l-coW^— ^^^^^^^^-— , 

also  nach  einer  bekannten  Zerlegung: 

;      ,      f.     <w      .  t 

j           sin{450— i-(5+A-9»))cos  {450— j(d-A-^)) 
sin  j  M«  = — ^oÄigT ' 

j            sin  1 45«—  i  (d'+A'-y) }  cos  |45«>  -"|  (*'— A'-  <p) 
sin  ü"  »'*  = -T, : : ' : > 

folglich,  weil  n*»   und    ^m'  itnnker  etvischeni)  und- l6(y  liegen: 
'I    ~"  ▼  cosdcos^ 


sin  145»  -  ^  (*+A-9))^cosjt450-i(Ä_A-9.)| 
Isin-       


36) 

1.. ..-«    1 


sm 


j  /  sint450— 2(^'+A'-9)lcos{46<^-5(d'-A'-9)) 

2^""'^  >  "^    cosd'coäqT  ' 


Auch  ist 


o        1     «       1  .  cos(d-fy)+sinA 

2cos^io>=l+eost>=       ^^^^^^^y       . 

o        ^     /fi  ^  1  •    w  '  V     eoH(^'  +  y)+sinA . 

2cOSö(0'*±=  I  +  CÖSW'  =' nsT-^^ ; 

2  cofto'cos^ 
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1  •itt4«W-4|-1[*-^A?^-F^!lMw»46<»-|<(^+A'+9)| 


rrr.  j     > .  r 
•  r  ...  j»'J» 


C083-a'*= 


9-a>:=XW  -' ^ -^ 

*  '  CO80COS9  '         • 

,  .  W  8m|450-4(*'-A'+9)!co8{4ÖO-.g-(«'+A'+9)| 

2  "*■  ^  GOSO'COSQ) 


'cos9> 

wenn  man  die  obern  oder  untern  Zeichen  nimmt,  jenachdem  en, 
«^^wIsdM  0  bni  180^  erfer^wlschen  IM^  ubd  Wfi  Hecra^  d.  h. 
jenachdem  die  Sterne  auf  der  westlichen  oder  detHdien  Seite  des 
Meridians  beobachtet  worden  sind;  was  also  aus  den  besonderen 
Umständen  der*te«obaeht«fig«ii''{tt  jedem  einzelnen  Falle  entschie- 
den werden  muss,  wozit.jaftaaj  her  wirklichen  Anwendungen  gewiss 
a«cb  immer  hinrjeiichende.Pajta  habei^, wird. 

Dass  man/  wenn  ro^o«  dif  ^t^^denwinkel  kennt,  auch  den 
Stand  der  Uhr  bestimmen  kann,  weiss  Jeder  aus  den  Elementen 
der  AstroBoitiie^.aa  da»^  dies  bier:nkbt  weiter  evlSetert  4u.fvef* 
den  .bni«eht*i .;  •  >'    ...ir.     .•.•..  \'  .  i,  •.  •  ..,  ..,i» . 

/  '       f-Mi/i       •     .  .     :.;.$.  7:.l/  .-/  :./   ••      ■     ■:•^■    tr. 

Bevor  fiira^i^  einer  anderen  Auflösung  unserer  Ajifgabe  über- 
gehen, wollen  li^tr 'zuerst  dte  %Jhistfinde  untersuchen /unter  denen 
äe  BeobachtQBge^.am  ▼ortbe|}]^«iekte9,j.,  d.  hvBii^  der  meisten 
Aussicht  auf  binreichende  Genauigkeit  und  Soh&rfe  der  aus  den- 
selben abziileitettdeB  Resultate,  angestellt  werden«  f»,,,. 

Die  Grandhge  fttr  \^^  j^HQ^iu^  .aof|i|rer  Aufgabe  bilden  die 
drei  Gleichungen: 

^  sinA=7Sin  Jsino-f  cosdcosocos^ , 

shiA'k^=daiBd'sill9>  -t  ees<<oe8(o'cos9> ; 

wobei  alle  Grossen  als  vGlIijg  fehlerfrei  angenommen  werden.  Btdh« 
Theil  UV.  % 
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an,  wuzu  >vir  uei  aer  grossen  uenauigKeii  unecrvt  jcui^vu 
rnverzeicl{niS9e  ^  und«  ^astronoiiMi^cheo  <Ta(^,  wohl  berechtigt 
i,    uüdt  bflfezbi^hiien  cRe  Fehler  Von  h,  h',  6,  Ü»  m'.  ^  respec- 

dorcfa  &h,  bk\  de,  dm,  ^i)^\  89;   so  shid  die  rtcMgei^  Olei- 


••    t 

#'.(!•» 


men  wir  aber  die  RectaaceD»tpiurtvimdiJ>iaiii«ii«Mii'^ah>y<eMetK 
frei  an,    wozu  wir  bei  der  grossen  Genauigkeit  unserer  jetzigen 

Sternverzelr"^  '^      '     ^        "  '    ■       •«''••-    — -»-•    1^ l*i-^ 

sind, 
tive 
chungen : 

811?  (A-f  d/i)  ==  sin^  sin(f»4  ^^)  +cosd  cos((o +3»)  cos(9 +oq>y\ 
sin(A'+aA0==8in*'8in(9)+a9))+co8Ä'cos(ai'+Sa/)co8(9>+a9j);»'^:'*'' 

auß  denea,  iJi  Verbindung  mit  deri  drei  obigen  Gleichungen,  nach 
deta  Regeln  der  Differehtiätrechnuitg  sich  die  iA\  fol^eiklen  plei- 
chungen  ergeben:  *:.'*' 

.  -*• 

8(0— aw'^ad, 

cosA  dA= (sin^CQfl^— cosdcosfosin^}^^!  -—  cocm'^oi  cQS^/ip J 

cosÄ'3A'= (sinÄ'cosg) — co8d'cosfi>'sin9)8g9— cosd'sinao^cos^o^ . 

'.  ■.!<•!'•*')•»•      »'•  •   1«.  '  ..»    '«■!»   ':i;fif   nn'w 

A^B  diesen,  drei  Gleicbuttgen.'erhUtiJten  ;dtfGlit'EiliMnMi4»v^eii 
dai.uod9ia'  4ie  Gleich  ung;  1  vi,         .     >  :.  .:  <!•     -.ü  .: 

•    ..•-    •,.'•■••  :  •     .      '•         .  >  w    ■>:!',        ■  .  :    -:-.,'.  v  :/' 

. .,:  .     .        ^       (&ipifcp^g»rH!o^g^S(i>einy)3yrr^<>^gA'.  -    '  .  «...:  i 
r..;*   ,.;  .         ■  .""T    ...!•:    ^'-^.cos^sincotce«^^'  ''  ,-•  •        <    »m.//  ir-l 

(8indV.rtfe7)-c'osycösa)Vi'hy)g^'^(id6A^A^  '*''  ^  *^''"'* 

Btseiohnbci  trif  niyfiiilie  x^üiinuth«  dev  beideii  Ireobaebtet^ti  tkenk 
oder  des  einen  zwei  Mal  beobachteten  Sterns,  indem •Wift'' dt eMf* 
ben  von  SOden  an  durch  Westen  hindurch  von  0  bis  360^  zählen, 
durch  Q,  Q';  so  haben  wir  nach  bekannten  Formein  der  sphäri- 
schen Astronomie  (Archiv.  TM.  Vlil.  8.  90.)  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

'",     '■       'Äco^y^^^oöJ'doÄw'iihte 


>  ji'^iiiui  Tili;  1jl'»i><^.ny. 

coso'sino»'=cosA'sraCi>' ; 
also  ist  nach  dem  Obigen 

^   _     cosSäy  +  oA  j^  cbs5'8y-f  8A^ 

.VI/    ;     M J 
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•li.iii:}.   j    t  tili  /T'i    Mil.t  .  a.M  ,  j   <i  i  -:-i/»       I   I    .:  »5.»'»ritOiJ 

i      ».  'r.     •»■'    II .;  .nl'>'«l..-»il    li-iii;   'i_''i    m:m'     .'     •   •j_»'h'>//    otui 

^    ^^=«in(ö-ÖO  ^*-8in(ö-ÖO^*  +6in(ö-ö'y?«^^^" '-^^ 
Feiner  lat  nach  dem  OMgcn,   wie  man  leicht  findet: 

oder 

— .  —  _    .   -.  .^'i  *»lj.int<<   Uli 


also 


39)  ^     ^^ 

•    fl     _  CO»"'  fl.   ,     '         C085'  -  cosösIbS'  a^ 

*"**  —  ~8iD(ö  -5')cö89  *"•  "t  5(35:^0016^89,  ?r*  -"  aMS-cSO     ' 

'^"  ~    Mn(5-öOcosy'**t8in(;S-r 5;)cos9»*'*  ~ «in(ö  -  50 °^' 

Aue  den  Formeln  38)  und'  äd^',  namentlich  aber  zunächst  aus 
der  Formel  38)  in  Betrel|..d^i;  PoHioh^,  sieht  man,  dass  man  die 
JBeobachtnngen  jederzeii-HSÖ '  anstellen  immm,  dass  nicht  nahe 
8io(<d-HuO  =  0,  sondern  Ss^'  Vfdinehr  möglichst  nahe  sin(c3— ö') 
=±1  ist,  d.  h.  dass  der  absolute  Werth  der  Differenz  der  Az^-.* 
muthe  der  beiden  beobachteten  Sterne  oder  des  einen  zwei  Mal 


gemessenen  Höhen  .einen,  desto  {f^,n>l|[Slifn  Einfluss  ausüben, 
näher  coso=l,;lf.''ft.'  je^kletber  me  PolKo!^  fut^imter  einer  S4 

Polhohe,   wo  liflb^d  'cg8AM£^0  ist,  kann  der  Einfluss  der 


F*ehler  In   den  gemesseneo  Höhen   auf  die  Stundenwinkel  sehr, 
bedeutend  werden.  '" 

Ueberha^'hit^iMh'U«!  'alSä>' die  Vt^i^<^^^=SAi9lza  mer- 
ken,   welche  als  eine  Happtvegei'MfMdie  erfolgreiche  Anwendung 
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unserer  Antel»^  flur  Beetiaifliuiift  der  PeHMIheodei:  im  Bfeite  «i 
betrachten  ist,  dass  mao  bei  den  Beobacbtongen  die  Umsttode 
mit  aller  oar  möglichen  Sorgfalt  so  wählen  mass»  dass  der  abseü 
lote  Werth  der  Azimnthe  der  beiden  beobachteten  Sterne  oder 
des  einen  zwei  Mai  beobachteten  Sterns  mOgiidistnahe  90^  «der 

•     &  8» 

Wir  wollen  jetzt  unsere  Aufgabe   auf  eine   andere  Art  wie 
vorher  aufzulösen  suchen,  und  setzen  zu  dem  Ende 

indem  wir  zugleich  bemerken»  dass  0  rermOge  der  Gleichungen 
1)  und  2)  eine  belcannte  GrOsse  ist,  und  daher  die  beiden  Stan- 
den winket  ü\  or'  geinftden  sein  Werden,  wenn  man'  i2  nr  finden 
im  Stande  tat. 

Setzen  wir  nun  iemer  ^  ^\  '-  -      •;■ 

ih+d=iiv,  A-*d=2o; 


m  ist 

*=«  +  ».    4=«—»;. 

A'=«'+v,    d'szit'—v'; 

und  folgHcJ», 

weU  hekaontlick 

,^»«'-      co.dcos,,'^ 

"" 

•    '     sinA"— siiiJ'siA^ 
coso'cos9 

/ 

t 


istt 


oder 


8ftl(ft-f  t>)--  sin(fi-^)glpy  ' 
COS(tt~ü)cos;gp 

.cos(tt'--ir')iBOe^    .     /    . 


cQg»  3^^"*^  cosp(;i-rsiny>  +  cosKsinp(l4-sii|y) 

.      GQS(tfrHr)CQS9 
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fiMMi  wb  mito 


•o  bt 


42)     j:=rT — r-^» 

^  1  +  BU^ 


1—« 


'.*'.(..  i.    ,    ^    ,    /l-«\-       *f 


^^=i-(iq5)=(ff^' 


«Im,  weit'ottlibar  «,  l-f-«  und,  da  9  nicht  grOMW  ab  IN)*  iat, 
eoa9  jffuAHr  aind: 

amdi  wt  '      ..' 

-  ''''- ,"        ■   %  «mff         •'.  \ 


Nacb  den  Obigen  kt 


X  +  siny  • 


coicAs: 


v> 


T '     .  -^       ^      COMP' 
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t    .    arsipti^co8t?^4-co8tt^8iiif^ii»  m.'  n»xi**^. 

Folglich  i8t  \^^V^'''     "^^ 

I  1  )ni    OH 

(cosQ+co8(»0  Vo;  =2cos  H^(«  — w')  cos  n-(i»+(»O.V« 


7\' 

iitlU 


LcOS(tl— 1>)  ■*■  C08(t«'-.t>')J^  +  COS(ll  -  tj)  "*"  C08(ll'  — ©') 

(cosa)---co8<»'itra»-28#^^r(v  — «^  (co+aO.  Vx 

_  r  sintt  costT^^^Bi jitt^co^^    ^    C08ii8inp  _  costt^sint?" 

oder,  wenn  wir  ' 

.  ■*•  ^- 

46)     J  ^  '  Ux  iIjuü 


setzen : 

oder  I  ^"''''' — ^ . 

*"'-l  ^     cosfe       cos|e 

—2  sin  y  »,y(ai;^.c::ö^T5nTi?f.  ^^  + j—  5 

d.  i.,  wenn  wir  iW'ifcÄWtefwtfegtffi      ' 

•f.   I   -VN   -AO-n.  '    "    "       ■        '' 


oafft 


!•[)!> 
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J»!  = 1— ,     iBji'  = j — » 

coss-  Ö  «in  Ä-  ö 

;i 


"  il^y^=^i^i*+iVi, 


setseo : 


47)    7      i^:         S       ^ 

aus  welchen  zwei  Gleidb^jE^eD  3ie  tiei^en  unbekannten  Grössen 
X  und  A  besttniBit  werden"  mfifTgen.  f 

Qnadrirt  man,   um  A  xu  elhninir^nT  die  beiden  Gleichungen 
47) ,  und  addirt  sie  dan]£4|^  einander;,,  «l  erhält  man  die  Gleichung 

■  ■^'  ♦',  '"—  '* 

oder  -'  :  \  \ 

48)      (JIP+Äi'«)«»+2(ar»iVi+ilfi'iVir-2)ar  +  iVi«+iVi'«=0, 

und    iSst  man  nun  dies«'  quadratische  Gleichung  auf  gewohnliche 
Weise  auf,  so  ergiebt  steh: 


(('•Ml  nurn  Vvytr  .  >>  ihur.  tuiui  ]v.     A    ^^    ,•}  ^l•' *'^::>   <-    .im,?  )i;H 

:  •;..  .»  •   '•.'.  («  ■    f»rin  (V.l 

1   :n   /--.H 


t 
*^  -     .V 
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u 


^  '  l-      ■'  ^'    :-.    A!. 


1-2        ! 


l 


^        i. 

I  *^ 

^    ?    - 


•|'-  t  -r-  ' 


1  J^ 


+ 

f  -     / 


9 


.^ 


!•.  1 


JÜI     .;il.li.|:p 

+ 


\f 


.\>'>- 


^ 


nfl(?M  *-t;jBrf /♦    \uiitiiy<*»A  i.   Ihm.    t 


-1 


.1.1..:   hi.h.;!'<,^ 

1.'  Ml     .  (  **• 


'..   !  -\f  )       .  \ 


i 

3 


Hat  man  x  gefunden»  so  kennt  man  auch  fps  weil  man  nach 
43)  und  44)  die  Fonneln 


51)    ■iov=jqp^,   cag,)=jq:^.tang9=2^ 


hat 


Bestinunt  man  Vjc  aus  den  beiden  Gleichungen  47),  40  er- 
bllt  man 


5i)    Vmzs 


Mj'Ni—MtNi' 


2(Jlf,'co8j  Ä  +  »,  sin^A) 
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hikI  besännt  nan  x  «a»  deMMÜMii  deiefamigM,  so  ergiebt  sich 

i^isinl^A-l-ifi'cosi^A 

53)    *= \ r \ 

ifisb|ÄjjjJir,'cosiÄ 

Also  hat  nan  zor  Besfinnong  voo^  die  GMehnng: 

(Äiiv.'-iei'ivi)« 

=— 4  (ilfisin  I  a  4- JVi' cos^  A^iV^  »in  I A -f  iV^' cos  I A), 
öder  _ : 

(ilf,iVi'-Jiri'Ai)«  (siD  |a«  +  cosg  Ä^) 
=-4(Jir,stajÄ+Äri'cosjÄ)(;^siii|Ä+Äi'eo8g^Ä), 


~  V,. 


=-(jr,'+jr»tiii^|  %(JVi'+jvi  taug  j  Ä), 

d.  L  nach  gehdriger  EatwiciMlang|  dl^76Ieicbimg: 

54)     0=     t4Jf»JVirKJr»i\if-iri'2«i)*Jtaogj«^ 

+4(J^rl^,•+J^rl'i^5)taIlg|fl 
+  4iifi'iv,'+ (afj4%'-ir»'iv,)«, 

oder  ji^- 

mittelst  welcher  GleicfaiiDg  taug  a  A  bestimmt  werden  moes. 

L<Set  man  aber  diese  Gleichung  aaf  gewöhnliche  Weise  auf, 
so  erhiit  man  nach  einigen  leichten  Transformationen: 
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^•;,y.4T.-.>,y.,v.> 


r'.'diKj'.MtilJjTj 


*}l  <-rM..t  :-.,/.•  ,V.-^ 


•-\,/.>.   i?11 


H- 

^     I  ^ 


tiIh'i 


llr-ll 


rniil'iJii/ii.iM  mniiKif!»;!  d>i;n  .i  .l> 
f.,U.)!  ,V..>M!       --=0       (»f. 


mixt 


U.il  ,.\,\l.l.       • 
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F€r  ^  wirkliche  Auwendoog  ist  dioMvvMKg'iMbedl»  Adfll» 
•ui^  Bidit  geeignet    Jedoch  kann  man  auf  folgende  Art  zn  Fot^ 

gd.aht.ii^'^^4;eFon- 
hrii^D  läsflt.    Setzen  #ir  naiC-         1°'''^ 


SO  wird  die  vorhergehlBdi^e'CiittaiaDg;^. 

a    4.1"» MI"«   I    I         /. 

d.  L  nach  einer  behaniton  geniemetritMJhen-JEermel: 

=-        2Äi'iVi^^  sj^f***^*^'     ,A    2ilf,iVi  «•"'«ne. 

■  j    "         ' '  VI  "    ~ 

nnd  folglich         Sl  ,.  guitn^iis)^  I     ' 

eM(P-\4i-^y=)-^oB{P-'Q)-^^i^^^'j^coBPeoBQ::   h 


oder  (£l|,-*\)3ooV>nU    '^^' 

coe(P+0-Ä)=-»«)J(iM,»«M^'^»;(^/-i^)  cohPcobQ 
=:XSi^1*iXqifa^.MiJsii^~jff  »InPein©. 
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i\  n^  UWi'.Yi  5'K     .(i'H:  i'i.f  •' »If)  (ifxilui'i!  •!»  '-iti::  i    MtM  liirjiiit^'.xl   hnn 


a 


jU'. '  "V.M.  I  ß-^iiU,\r;.i-  -=-- 


.<>  J.  .V,/.  I   <•-  J.iii*,* 


:'2(iiii('ibl»>' 


.i^ 


.'(,-r.\\i. 


llsJl  .*.  Ili-  ,U 


n.       H.' 


Tthii 


(l>'ll. 


rniilnJii'<l.i.'I  lojjhöilüy  AttM  .i  -L 


g  I 
«11  *  lii/.i : ■-, ,7.» ,\(* 3*  f. ,\(.)  I  ,V. ,\r J !      - (>     (i f. 

*j.,\r.)  r,r,-,\;.J.  ; 


i^Imi 


•    =-\,/.'>.     >,?;MI.,-|  .K.M.I. 

id  r 
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FOr  &  wirkliche  Anwendsag  ist  dioMwMig-dlbedt»  i&iofM«' 
auDg  nicht  geeignet    Jedoch  kann  man  auf  folgende  Art  sn  Foi^ 


Wff'.*«)Mi^gffl*»«HÄ>f»llW>j»«WlV> 


-<\)>..-,-. 


bringen  iSast.    Setzen  ^ir  naü-         i'A 

57)     tÜi^i^^Ä^VtaJgezr:^,; 

M  wird  die  Toriiei^eIilertclfe'C|l6iclraDg;/. 

d.  L  oaeb  einer  bebnDnion  gonlometrifajheaJEormel: 

•     '  j  "  '  *  VI  " 

nnd  folglich         iL  ^,  }talin^nDi  \  i     ' 

eo.(P+<Mi)=5-c<w('*-Ö)-^^'^^^*7^co«/\:o«ö.^    i, 

oder  (a|,-q)aoüV>iiM    '"' 

coa(P+Q^Ä)=^-rt*{(iMB^»rf^'^»;(^.  -  ^^^cosPcobQ 
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djtu.'jiaohvJteflftlQfaigta  ■    )>i  vn^U.i  •  .MlJii-.v  ^»J    '••'1 


COSI 


oder  ■'     •  •      i'i  " 

mittelst  weÜcftüi^^t^eiD  A  1ef(^^i««i&ii^  4eäeBlUän. 
Nach  83)  ist         i  ,7.  ,'. 


I     M' 


*  >lf!^ 


3?  ,.A'    1 


also   ,  .  ^'.,^^v-  \v.,v.)       ,,     .       ^:f^;w.^;r;w:) 

^     l-t-cotQcots- A 


— ~^  M ''  1       ' 

89)     x=—  jp 1 

*»    slii«co«(P-jÄ)  .1 
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I 


1     "*»   wy»- 


^ 


lo-^..J 


also 


d.  i. 


2V.  l-tangPcotQ 

Nt'          cotPtangö— 1 
= 1 1 . 

^aln^a     cotPcotjÄ  +  1 
^  *      J!fi       »in(P-g)      '*' 

00)   v*=— sssg-  1 


Ancb  ist 


I  1 


•  Mi.   ^V  li  1: 


I  »a.    -V  iJ  ~  _ 

61)        8109=^ — — ■ T~* '■ ' * 1         • 

opd  letit  man  alM 
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80  ist 
also 

d.  i. 

und  folglich 


taDgfc=.\L  ^ 2       ^ 

:    ,.■■■•■■  '      1 1    P. .. -c 


6a)    si(>9)=i»tMig(45<»— jR), 


...  ' 


1  +sIdv  —  1  +  tang(45«-«)  ' 


64)    tang(45<>— ^9)=V^tangÄ, 
oder  nach  dem  Obig^^  .^\'i.i^ 


66)    tang(45«-,i2Xrl\/   -^. 1— • 

„  1   ^.  yf-  V. .  ,Äi8itteco8(p-^Ä) 

auch 

:.■    ■'■■■;  /. 

u ;. ,,.  -,1. ,  Y:  ^,i.•»?■'°^.»»•<'^«) 

Wenp  man  Sl  mittelst  einer  4»r  beiden  Formeln  58)     nim- 

,        =-co«(P-Q)-.r,^,S^         ■•  ' 

berechnet,  ^  hat -faküli^^^MA ip6\geü^z\'h€iAitihi^^ 

Bezeicb^db^  ivjr  deu  klelosten  podltiv^  Bo^^n.  dessen  Cosinus^' 
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I 


oder  «Hi     ^^  I  V>  »  *\; 

ist,  darch   U,  so  ist,    wenn  k  eine  belie))%^  posttlve  (iäbi^'U^gf^^-^ 
ÜYe  ganze  Zahl  bezeichnet,  bekanntlich 

Weil  nan  aber 

ist,  so  ist  .T-H  .    i     .     O    *.      ' 

0<.S2<4;r, 
also  nach  dem  Vorbeigehenden 

folglich  -A\  ^.|  ^  p\-.s\\^^^ 

und  hieraus  . 


Aus 


^+e-f^  o^.:^'*+e-i^ 


2--j-2<*<^       ,j^ 

■  Mi  .."■..  .!   -,* 

ergeoen  sicn  zwei  am, die  Einheit  jrentlti^enei )vv«nne  von  «, 
welche  wir  «h:rfl^\2./V^-|-|u^cneip}ine!i|  wollen;   und  eben  so  ei^e- 


ergeben   sich  zwei  um, die  Einheit  j^ets6ltie^den6V)Werthe  von  A, 
weiche  wir  i 
ben  sich  aus 


zwei  am  die  hinheit  Ter^hiedeae  IVer^ 'toi^,  A,  welche  wir 
darch  u,,  u-t-X  bezeichndn  wojIeD.,  Aho  haSm  wii  nach  dem  Obi- 
gen för  A  did  fö^enfl^t  "fftr  WiifthW: 

{P+Q-ü-2Xn  ,.„„.„ 


^       /P+e-ü-2(i  +  l)« 


and 
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iP+Q+ü-ifut  T-(  • 

1       ^^i»-e+ü)+,M 


''-j^^n 


(P-e+ü)  +  (Hl)« 


und 


lg-(P-Q-ü)+(»»+i)»; 


i.-.  -^  ,1^ 


ferner 


i:  •->.;  )i!'»,'  •••  ■.•)•>  '       .'^li    ':ii  ■ 


1      .r!   k(«^-J 


nnd 


folglich 


(,j(e-/»+to+(A+i)« 

'  U-«?-p-ü)+0*+i)«; 


,       j(_i>.co8j(A-e+£o 


und  •   ^  \  '  \ 

ferner  '  ••  •      '       '  '    • 
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j  ((-I)^.cmJ(Q-P+ü) 


j  (-1)^.008  5-(0-P- 17) 

co8(Q-jÄ)=  -* 


Folglicb  bt  nach 


f  -""^       sini(P-C?+l7) 


und 


.r-lv      ^'  «in(P-Q) 

C08.j(P-0— ü) 

]     ^_iv»+i       -^1  8ill(P-Q) 

'  ""^     co8^(P-Q^U) 

Sowohl  die  beiden  ersten,  als  auch  die  beiden  letzten  Werthe 
von  V«  haben  entgegengesetzte  Vorzeichen.  Nun  ist  aber  im 
yl{"g«n  Vf  immer  als  positiv  betrachtet  worden,  und  man  hat 
daher  hierin  offenbar  ein  sicheres  Kriterium,  ob  man  A=A  Ojder 
^=^+1,  und  ob  man  kz=z(i  oder  Ar=fi  +  1,  d.  h.  ob  man 

oder 

und  ob  man 

oder 


Theil  \IV. 
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setzen  soll ,  so  dass  man  also  für  Sl  immer  nur  zwei  Werthe  er- 
hält^ wie  es  die  ^atur  der  Aufgabe  erfordert.  Als  einfache  Resel 
hat  man  sich  zu  merken ,  dass  man  voo  den  vier  Werthen>  welche 
Sl  nach  dem.  Qbigea  habi^n  kann>  je4erzeit  die  beiden  zu  nehmen 
hat^  welche  fär  * 

cos(P —  2  '^) 

cos(P— 2*^) 
positive  Werthe  liefern. 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist,   wie  nan  leicht  findet,  Fmmer 

'     i  *  ■  ■*      ' 

.     C08CP-|-Ä)         C08^(P-Q+V) 


oder 


also 


cos  (P- 2 'S)      coB^(P-Q—V) 


cos  (Q  -  |ä)      cos  j  (Q-P  ±  ü) 
cosiP-^-^)  ~  CQB^iP-Qi:  P)' 


und  folglich  nach  66) 

67)  tang(450-~9)  = 
oder  nach  65): 

68)  tang(45< 


'CiM.Pc08j(0-P±C7) 
'C08ÖC08j(P-e±ü) 


„     1     X      4    /         ^isiD/»C08i(Q-P±t7) 
Y  -»i8mÖcosJ(P-Q±l7) 
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<»^  ^i#  wir  ifhafen»!   C7  den  kleiaslen   poaitiven  Böge»  besi«icliH 

genügt.    Bei  der  BeatimuittPg  vo»  ^  mittelst  der   Gleicbung  67) 
oder  68)  kaniK  keine  Zweideutigkeit  bleiben,  da  offenbar 

••     •!       > 


d.  h.  45<>-^5>97  immer-  im  ersten  Quadranten  va  tiebiUefilat. 


Ann&hertide  oder '  in^iif^te  Aunr>stiiij»eii  unserer  Aufgafbe  fas- 
sen sich  mehrere  finden;  auf  der  See  i^ird  jedoch  meistens  die 
Methode  von  Douwes  gebraucht,  weshalb  es  sich  der  IMfihe  ver- 
lohnen wird,  diese  Methode  hier^  jedx>ch  (n  terallgemeinerter  Ge- 
statt,  weil  das  Verfahren  von  Do  Uwes  nur  für  das  Problem  in 
seiner  einfacheren  G estalt, gilt,^  ausfiibJi^Mch  zu  entwickeln,  was 
um  80  notfalger  sein  dürfte,    weil  die  gewöhnlichen  Entwickelun- 

fen   dieser  Methode,   wie  eä   mir  scheint,    keine  ganz  deutliche 
linsicht  in  das  eigentliche  Wesen  derselben  gewähren. 

Wir  wollen  daher  {etzt  annehaen ,  dass  a>,  co,'  o'  nur  Nähe- 
ningswerthe  der  Polhöhe-  und  der  beiden  Stundenwinkel  seien, 
ana  wollen  die  ffenaueo  Wertbe  dieser  Elemente  durch  g>+ J^^ 
co4-z/a>,  i»'-|-^a>  bezeichnen.  Dann  haben  wir  nach  11)  die  bei- 
den Gleichunseu: 

i^    .    ^  ^     sinA^sin^sin(Q^4-^9) 
^     '        '         cos^  cos(9+ii9>) 
oder,  wenn  wir  der  Kurze  wegen  ' 

71)    (q>)=^(p+J(py  (w)  =  o)+ii/w,  (a)')  =  w'  +  ^»' 
setzen,   diel  beiden 'CHefeliungefi:  «^ 

iisinA^^sindsitK^))    •    \>   - 


-<")  =  . -..e.a*^.(v) 


3* 
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Eatwickelii  wir  nun  die  Gr5s«en '  auf  den  rechten  SeHen  clteeer 
Gleichungen  nach  den  Potenzen  von  Afp  und  bleiben  bei  den 
ersten  Potenzen  von  dfp  stehen ,  so  erhalten  wir  zuerst: 

sinA  — sinfeiny — sinfcosy^y 

^  '' ""       cosdcos^ — cosdsin^^^ 


,   ,.      sinA' — sind'sinq)— sind'cosao^o) 

cos(«)')= :ü ^ — JT-' — J      5 

'  cos^coeqi  —  eo9o'Bm<pJip 


also  femer 


COS(09)  = 

(sin/i  ~  sinfeiny  —  sin^cosy^y)  (cosfcosy  +  cos^siny^y) 
(cosdG08y*-^cosAsiny^/y)  (cos^kosy-f-oosjbiny^y) 

cos(a)')=: 

(sinA^— sind'siny — sind'cosy /iy)  (cosd^coity -j-  co»S's\nqiJq>)  , 

(cosd'eosy  —  cosd'siny^y)  (cosd'cosy  +  coMd'siny  ^y) 

d»  L,   wenn  wir  immer  bei  den  ersten  Potenzen  von  Jq>  stehen 
bi^iben: 

.  .  sinA — sindsiriy 

^  ^  cosocodiy 

sinJcosy^  —  enny(8inA— sin^siny) 
^  cosdcosy^  ^* 

,   ^  sinÄ'  —  sind'siny 

cos(wO  =     s — ' 

^    '  cosd'cosy 

^^  sinJ'cosy^— 8iny(sinA^—sin6'8iny) 

cosd'cosy'^  ^^'      . 

also^  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt: 

!,   .       sinA— sinfeiny      sintf — sinAjisiny' 
C0S(«)  = ^ ^ ^  Jm  , 
'           cosocosy                cosoco8y^        ^' 
,  ,.      sinA' — sioj'siny       srnÄ'— sinA'siny  ^ 
cos(«)')  = Yf Ts —    o  -  ^<P' 

^    '  coso'cosy  coso'cosy^         ^ 

Hieraus  erhält  man  ferner  leicht: 

cos(cö)— co8(wO  = — 2sin  g^  ( (w)— (0') )  sin  5^  { {»)+(«»') ) . 

_^  sinAcostf^ — sinA^cosd  **-  stn(^— d^)  siny 
cosdcosd'cos9 

_  sin(d— 30->-(sii>Acosy— isinA^cosJ)8iny 

cosdcosd'cos^^      ^^  ^' 
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cos(»)  +  C(tBlio')  :=2c«if  j ( (a)-(i»0)coa  j{ f ©)+  (wO  I 

BinkQoai*  +  slnh'coai — stD(<+^OaiDy 

"~  coadcosi'cosip 

Mach  40)   ist  aber 

(«>)-(«,0=e, 

wo  8  nach  den  Gleichungeii  1)  und  2)  eine  bekannte  Grösi^fi  Ut; 
aUo  werden  die  beiden  verhergehenden  Gleichungen: 

.   1  «r  V  .  r  #vi         sinAcos*— sinA'co«*— «in(d— ÄOsin® 
«in2l(»)+(»)l= 1 ' — ^ 

Bin(d — ^0 — (sin  Acostf  ^ — si  n  A^cos<)siny 

+ J ^9» 

2co8^cosd'sin  o- ^€089^ 


sin 


1  . ,  X  .  y  «Vi        sinAco8Ä'+sinÄ'cosÄ--sin0+i')swiep 
^  {(»)+(©')  1=    j ^ 

\  ,  2cOsfcosd'C0S  5-  6COS9 

sin(tf4-tf^— (sinAcesJ^+sinA^cos^siny  ^ 
; j ^9 ; 

Scosdcosd'cos  3-  9cos  9* 

,.  ■  ♦  ^ 

oder,  wenn  mau  die  Grossen  auf  den  linken  Seiten  der  Gleich- 
heitsziädien  nach  Potenzen  Tbn^o+^«^  entwickelt,  und  bei  den 
ersten  Potenzen  dieser  Grosse  stehen  bleibt: 

sbg-  (ai-|-(»0  +  2  ^®®  2  («+«>')  .(^«+-^»0 

sinAcosJ'  -^  tAnhfeosd —  siD(tf — tfQsiny 

2cos'  costf'  sin  -3  S  C0S9 


sin(J — 8')  —  (sinAcosy  —  sinA^co!S<)siny 
2cos<cosA'sih  7  Ocos^^ 
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2cosdcosd'cos  ^  Qcoaa 
^ j ^y. 

Lest  man  nun  der  Rechnung  einen  bekannten  Näherangswerth 
der  Potnuhe  zum  Grunde,  den  wir  wie  bisher  durch  <p  bezeichnen 
#«llen,  itfnd''be8rtimmr  die~]!9äherhn««w»t4he>a>,>  in'  «kr'  beidm 
Stundenwinkdmltf^ist'der  h^M^»  Gl^Mmtij^etti  '>i<'   *  '    '^'  <*^t 

,    1,.  '    .  ,^     .» .  wnfeosö'— sinA'cosd— 8in(d-^5')8iny, 

sin2  (a>4  w')=-^- j • 

^     .     .      ....    ?9|[)f^co85'8inn-8co89 

seist,  weil  dfef  Hohtige  Glelchfitng 

181,  ,  .   iJ  ,    j    vi«,  »  .    ^    Mi-- 

also  »Aislf  dem  yorb«];g^(^de^;,  |  .,»,.,. 

-gv        .    j^  ^.  ^ bip(g'^.d;).TTT(finAco8^^-— 8inA^co8d)8lny 

Scosjcosd'sin  z^  ©  cos  o  (»  +  wOcosy* 

•Mail  >kunnte  mit  demselben  Grade  der  fienauigkeitcMKA.\tt)>>(»' 
mittelst  der  Gleichun^fcii  .  .•..•'•.!-.•>•.  . -."iii.  ;-.•.;  .„.i  {.•..<!.., 

r  CO  —  w'  =  6, 

76\     )       1  >         '  .X    *  Wh4<5öÄ6'+«inA'cJo»d-lsln(5+a0s>ny 
^     icos2-(iD  +  co')  = ^ j '- — ^ 

\  ^■'  '"      2c<>ti0eMd'cos^4^oos9>^ 

bestimmen,  und  hfitte  dann  nach'  dem  Vorhergehenden: 

^^       ^  .   .      sin(Ä+^'>— (sinXcösÄ'+slnA'cos^sing)!  ^ 

77)     -^0)=^/©'= —        M         1.-  •   ..-»t — ^ ^ — ^'-^9. 

2cosdcosi'co8  o  Ö  sin  s-  ((»+(»')co89* 

Die  erste  Methode  ist  jedoch  in  dem  Falle,  wenn  d=^'  ist, 
ihrer  erosseren  Einfachheit  wesen  vorzuziehen,  weil  in  diesem 
Falle  das  Glied  sin(i — ^0  verschwindet,    und  wird  daher  im  Fol- 

g enden  vorzugsweise  in  e  Auge  gefasst  werden.    Bei  der  zweiten 
lethode  verschwindet  nämlich  m  dem  in  Rede  stehenden  Falle 
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m 

das  Glied  8in(d-|-A0  ntckt,  weshalb  dieseltie  io  diesem  Falle  nicht 
so  einfache  und  zur  Rechnung  bequeme  "Ausdrficke  wie  die  erste 
Methode  liefert «  was  sich  weiter  unten  deutlich  zeisen  wird.  In 
dem  allgemeinen  Falle,  weVin  nicht  d=A'  ist^  würde  keiner  der 
beiden  Methoden  ein  besonderer  Vorzug  vor  der  anderen  zu- 
kommen. 

Ferner  ist  nacb  72) 

4          ,  V     o  •   1 ,  ^>  _cos{^~(y))  —  sinA 
l-cos(«)^2sm2.(a))^ — ___^, 


und 


also 


y  /v     ^.   1.  ^«     cosld'— (op)}— sinÄ' 


COS  [S  —  (f )  )£=sinA  -i^-$cos^  cos(9)  sin  o  (^* ' 
cosM'-(9>)}^8inA'  +&o8d'cos(9>)siir^  («'i*" 


und 


cos t o^ (f)\^  —  sin A 4 2co8dcos(9) cos o  («^)*f 

eos  I  Jf  +  (f^)  }ä— sinA'  f  2cos«'cos(y)c»s  2  («0^; 

von  welchen  vier  Cvleichuneen  wir  aber  jetzt  der  K^rze  wegen 
nur  die  erste  etwas  weiter  oetraebten  wolteo.  ^ 

Entwickeln  wii*  nSmIich  die  rechte  Seite  der  :^ten  dieser 
vier  Gleichungen  nacbJPotenzen  von  Jon  ond  Jipfi^tiid  bleiben 
bei  den  die  ersten  Potenzen  von  Jm  und  Jip  enthAM^nden  Glie- 
dern stehen,  so  erhalten  wir 

cos  i  d— (9) )  =    sInA  -f  2cosdcos9  sin  ^  o>* 

-f  cosdcos^sino^io — 2cosdsin9»  sin  a  0V9 , 

und  wenn  wir  nun  ffir  Jm  seinen  Werth  aus  75)  einführen,    so 
ergiebt  sich: 
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oder  anch,  wie  mao  mittelst  einiger  Tranefonnationen  leicht  findet: 
80)     cos{d — (<p)}^Bmh+2€09dcoBfpa\n  q  a>* 


BinAcoed^ — sinA'coed — sm{6~*i')s\Bg> 
^      i    siD(J-tfO~  (siD*cosd^-BiDA^ca8a)siny      ^'°  2 "      ' 

Weil  aber 

iet,  8o  iet  auch 

81)    cos(d— 9)---8inA— 2cosdco898iD  s-  »• 
sin(<— y) 


Scostf  sin  A  o 


=-.2coed8in ja>  j+  3i„;^^s^/^^^QA'co8d-8in(d-^0«in9  ^  ^'^  • 

sin(a— dO-(siD*co8J^-siiiA^CDgg)8iny     **"""*' 


■  sinÄcoe*'  —  einA'coad— sin(d— d')  ein^)       l. 


C08rt(l»+flflO 

0«  wie  man  mittelst  einiger  eii 
formatiooen  leicht  fin< 


Aach  Ist  nach  79)»  wie  man  mittelst  einiger  einfachen  Trans- 
*  "  "     '  det: 
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Ffir  tf^^^  d.  h.  wenn  man  eioen  und  denselben  Stern  zwei 
Mal  beobachtet  hat»  werden  alle  obigen  Formdn  ungemein  Tiel 
einfacher. 

Die  Formeln  74^»  aua  denen  od,  a'  bestimmt  werden  müssen» 
werden  in  diesem  Falle: 

im  —  m'  =  S, 
.   1  ,     .     „  sinA'  — sin* 

smj  («  +  »')  = 


Scosd  sin  2  ®  cos^ 


oder 
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ID-^0>'=0, 


^v     I        j                       ein^(A'— Ä)cos5-(A'  + A) 
I  smjC»  +  tt'Jaz:. j ; 

Die  Formel  80)  frird: 


.  .  .1.1, 


filn(*— ^) — 2coB96in<p j — -w-t-^L^»; 

ttw^  (w+t»'); 

r 

oder,  wie  man  hlemüll  leltilit  fidSef:  '  ' 

87)  — coÄ(Ä-r-^)  ~-siiiA,-p2ft9c^£o«928ins';f0* 
sinfd-f  cp)siD  5-asin  5-«)' '— sin(d — 9)000  5-  docoSo  <»' 

_ f f_ •^••'    .■^-'    ^-^    >:^^.'^<y$; 

oder  auch  »   i*  I  •*/'-•'  .. 

88)  cM(i^)^^nk^%M89tb99ani(Kfl 

^.  1  "   i  '    .     1 

_ j rT:^^f,?n  .  . 

C08^(0>-|-«90 

oder 

I  '     .    »  /.•"''  .     '      "»r!      li      1  .  .r  •»  f.  -fi:        fi  • 

U  '•  .1!'  ')    I>'  5'  •  '  ■  '»'►    '  •'     '»iii    j    Ml'' 
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= —  ^  Bind  cosy  —  co8J  smtp j ^  //y . 

cos  g- (<»+«') 

Also  ist: 

cos(i—^) — sinA— *2co8^co69  sin  s* »' 

90)  -^y= — — ! • — j  j 

-  •  /*      \     a      i  •      siUcTflosiiirt  cd' 


cos 2*  (»+»>') 


I  co8(Ä — 9)  —  sin*  — -Scos*  cosy  sivijtß^ 

=  cos^(a+«)0 1 i 1 j- 

'       sin(j+9)sio5-iDsiD5-a}'^siD(9--^)cos2'OC08ä<o' 

li  ^  :0os(tf— ip) — sinA — ^^cos^sos^  sin  a  cd* 

=  COS5(ö>+«0 J : : j 

coj[»isiD9Cos 2  (a>— cö*) — sindcAs^cos «-(co+wO 
co8(d— 9)^sinA — ^2cos Joos9isiD ^ co'    ,     ,. 


1 

cos  3-  (O —  «9 

si«^  cosy  —  cos^sin^) p 


cos  j(» +  090 

Endlich  ist  nach  75): 


91)    Jan=.Ja>':=. (smA--«in*)siog_ 


2  cosd  sin  o  öcos  j  (  »  +  «0  cosy* 

ain^(A'— A)c<te^(Ar-fA)siD9 

= 1 1 r~^^' 

.  cos^sins-Acoso  (o-f  ttO^ooSP*    . 

oder  nach  84): 

92)    z/tt)=z/a»'=rtangs-(<ii>+  aOtang^zf^. 

Wie  man  sich  nan  der  vorhergehenden  Formeln  zur  Auflö- 
sung unserer  Aufgabe  zu  bedienen  hat ,  wollen  wir  jetzt  blote  in 
dem  Falle  zeigen,    wenn  d=d'  ist,    weil  daraus  dann  von  selbst 
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henroreelien  wird,  wie  man  rieb  w  itai  allgemeineran  Falle,  wenn 
nicht  0=6'  tat,  m  verhalten  hat. 

Mit  einem  genäherten  Werthe  9  der  Polhohe  berechnet  man 
mittelst  der  Formeln  83)  oder  84)  die  ^enftherten  Werthe  co,  m* 
der  Stondenwinkel;  dann  sucht  iftan  die  Verbesserung  Jip  der 
Poihrihe  mittelst  der  Formeln  90),  und  hierauf  die  Verbesserun- 
gen ^«»=  Jm'  der  Stundienwinkel  mittelst  der  Formel  92) ,  und 
n»det  auf  dies»  Weise  4ie  zweiten .  M&herungswerthe  9+^^t 
m+Jio,  af  i- Jm'  der  Polhohe  und  der  Stunden winkoL  .Das^ 
man  dann  ganz  auf  dieselbe  Weise  von  diesen  zweiten  Näberungs- 
wertben  zu  dritten  Niherungswertben  n.  a.  w.  übergehen  bann, 
▼erstebt  aidb  von  aelbst  und  bedarf  hier-  keine»  weiteren  Er-* 
läntemng.    .  »    : 

So  wie  so  eben  gezeigt  worden  ist,  welches  nach  meiner 
Meinung  das  allein  wirklich  gichtige  Verfahren  sein  dflrlte,  ver- 
fahrt man  aber  bei  der  Methode  von  Doiiwes  nicht,  sondern  auf 
folgende  Art. 

Dabei  hat  man  .zuerst  und  vor  allen  Dingen  als  eine  Haupt- 
bedingung  bei  dieser  Methode,  durch  deren  Erfiillung  derselben 
allein  ein  eini^ermassen  glücklicher  Erfolg  gesichert  werden  kann, 
zu  merken,  class  die  eine  Hube  des  beobachteten  Sterns,  etwa 
die  oben  durch  k  bezeichnete  Huh^  desselben,  so  nahe  ^vie  irgend 
möglich  bei  dem  Durchgange  dieses  Sterns  durch  den  Meridian 
genommen  werden  muss,'  wobei  es  sich  dann  nach  §.  7.  ferner 
ganz  von  selbst  versteht,  dass  die  andere  oben  durch  h'  bezelch-. 
nete  Hohe  so  nahe  wie  möglich  bei  einem  Azimuth  des  Sterns' 
Von  9(P  oder  '270^  genmnmen  iverden  muss,  welcke  Regela  man. 
bei  der  Anwendung  der  Methode  von  Douwes  hauptsftchlicb 
beobachten  und  in  keinem  Falle  aus  den  Augen  verlieren  darf. 

Dies  vorausgesetzt,  berechnet  man  nun  aus  der  genäherten 
PolhChe  ^  zuerst  die  genäherten  Stundenwinkel  cd,  00'  mittelst  der 
Formeln 

.    l  ,    .    ,.  sinA'  — sinÄ 

in cj  («  +  «)=  1 

2cosdsin^  6  cos  9 

'.  '  "  .        * 

oder 

ii.i  .  *  .        • 

^  '      sJn|^(Ä'^A)c«sj(A'  +  Ä) 

sin^  {»+^!)s=  •: -TT- j— ^ ; 

ebsdsin  ^  Scos^ 

oder  auch,  was  ganz  dasselbe  ist',   mittelst  der  Formeln 
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I                  .8in|(/M'>«»|(*  +  *') 
0.  ..      •..  «»5K+f«>)=  -nr TT ^-^^^    .:.  ^."  . 

wo  Ottf  S  J«t2t  fn  efaier-  ettras  -nnAktk  Bed^tung  wie  vorher  mm 
oommeto  worden  i«t,  was  aber  ganat  'Veretatt^t  M,  wie  eogleMi 
erhellen  wird.  •'.»,: 

Weil' man  nun,  waa  irient  rerffessm.iat,  annialmt,  daaa  diO' 


^^etl'inan  nun,  waa  mens  rerffesam.iat,  annunmt,  daaa  me» 
einb  Hfthe  A  des- Stema   sehr   nane   bei  dem  Durchgänge  des 

Sterns  darch   den  Meridian  genomn^^-   -"--  '-*     --  i^  '—  j— 

Formel  85),  nänilicb  in  der  Formel 


••;  cos  («-(ip)V', "'.,/: 

.1         .     1      , 

T^siliArf 3costfcos9%flio n* A>*+3oo^ain9-T-T<^-| — ri !  ^/y , 


••'••':  •"      ■  '-ctos^Oiöif «') 


da  sin  Xi  to  der  Noil  seht'  nalie  'hemmt,  nnd;  w«d«i  aiad  die  «weite 
Hohe  h*  seht  nahe  bei  einem  Azioiutb  VQ^  90^  oder  '^70^  genom- 
men hat,  co&;v-(a)-f  G>>0  immer,  \\'\e  teicht  erhellet,  eine  von  Null 

mevkiicb  retseUedeue  <jifaase  sein  wir^l^  der  abflolttte  Werlh  des. 
Clliedes  li    -       .        .    i-. 


.      .  ^  sin^fiosiu^tt^  ,    ..,/   ,  . 

]..:.  2cosdsiD7 ji — ^/9>;  . 

eosj(w+(oO 

jederzeit  sehr  klein,  so  dass  man  dieses  Glied  in  der  obigen 
Formel  vernachlässigen,  nuä  ebne  merklichen  -  Fehler 

Gos|  2— (r)  )=^sinA-f  2€Os4cos9sln  5-  a^ 

setzen,  mittelst  dieser  Formel  also  unmittelbar  den  zweiten  Nä- 
herungswerth  (9)=9-f  ^9>  der  Pelhöhe  berechnen  kann.  Hat  man 
aber  auf  diese  Weise  dfp  gefunden,  so  kann  mann  femer  auch, 
wozu  übrigens  Douwes,  d^t  sbin  Hauptaugenmerk  auf  die  Be- 
stimmung de^'  Polfauhe  od^r  ffec'fireite  richtet,  eine  besondere 
Anleitung  nicht  ertheilt,  <lie  Correctioiien  JA'issJfx/  der  Stunden« 
Winkel  sehr  leicht  mittelst  idev  Kormel 

■'    'iitf)=:^^(ö'=±*tang5'(to-f  (oOtangipzf^ 
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berecbnen.  Wie  nothig  es,  weoit  die  Methode  TonDouwes  einen 
eloigermassen  glficUicheU  fiHUiff.  ^erspl^tKihen  boII,  ist,  dass  die 
beiaen  Hohen  a,  h'  nach  der  oben  gegebenen  Anweisung  genom- 
men werd<{n^  'vcif^  auf  id^.,K)bigjfn,DarateUMJ^g  niit  hinreichender 
Dentlichkeit  berTorgenen. 

Dou  wes  hat  seide  Methode  zuerst  in  dem  ersten  Bande  der  Ab  • 
bandL  der  Gesellsch.d  Wissenschaften  zu  Hartem*)  belcannt  gemacht, 
und  sie  ist  auf  der., See.  ^U^eiiem  in  Gebrauch  «>ttnd  findet  sich  in 
allen  Lehrbfichern  cler  i^cbifffahrtskunde,  weshalb  wohl  auch  zu- 
weilen das  ganze  Problem  die  Aufgabe  von  Douw es  genannt 
wird,  obgteleh,  wiegln  §. >It <gei^id(t  worden  ist,  ki^ineswe^s  D^it^ 
wes  f|er  efs.te  jE|c^dei|4^  Aufgäbe  ist^,  fondem  ni^r  ziierst.ein^ 
für  den'  praktischen  Gebrauch  zweckmässige  Auflösung  "derselben 
gegeben  hat.  Hauptsächlich  bekannt,  scheint  aber .  die '.  Methode 
von  DortfV^'es  iit^kki  durch' flbn  Bisweis  i^eWoMeA  zu  seihf;  weH 
eben  für  dieselbe  Pemberton  in  einer  in  den  Philos.ophical 
Traii«Mtioti#.  "Völ.  bl.'Part  IL  IT^dl  p.  ^iCh  unt«r'-denl 


tu4e  (fit.  $ea,'  by  Twq  Öb^ervätions '  öf  .fhe  S.i|."j  hji 
Bi  PiMerion,  M.  t)..R.S-  Lond,  et  R.  A.^JBerol  STersphie» 
neuen '  Abhandlung  gegeben  bat. 

Douwes  hat  die  Aniyendung  seiner  Mettiode  durch  Tafeln 
erleichtert,  •  d!^  Aiam  z.*  B»''in  deti  Table«  r^tl^islte  tobe 
used  wi'th'the  nauticäl 'ephemeris  for  findihg' the  (afi'^ 
tu  de  all  d  lodgitude  at  sea^' H  edltioh.  p.  68*  — p.  {W.,  wor- 
auf ich  mich  hier  beliehen  wHI,  findet**)  Um  die  Effiricbtung 
und  den  Geliräiich  dieser  Tafeln  einigermdssen  ^u  erlädt^rn',  stelle 
man  d?e  obigfeo'  P^rmehi,  indem  man.sidi  nur  erinnert,  dass  im 
Folgenden  a> — mt'  immer  den  Werth  B  hat;'  unter  der  Form 

2sin  5-  («'+  cd)  =  secdsec9>(sinA^sinA')cosec  y  (c»'— co) ,  ' 


Ssin^fi)^ 


oder  unter  diert^orm 


*  f)    Mit«.  ^i«itJebeMetKiMg  ym  Kftstner.    Thelll.  •Alte^sbu»'^. 

irssi  'S.  6*7.     ;  ■..-..;  ". 

.'  ***)  lilan  findet  diese  oder  Shiiliche  Tafeln  aber  auch  in  di^ti  mel- 
•tea-$<cni^fahr^alehrbiiGjiern,  z»  B.  in  dem  icbon'  in  $.  1.  angeführten 
Backe  Ton  Bobrik.  Th^  III.  Taf.  LXL  und  in  andern  bek»an(ea 
Werken  dieser  Art. 
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-=:  (logsecd-f-Iogsec^) + logCsioA^-sioAO-f-iogcodec' j  («/—(»), 


co»{«— (y)|  =  «inA+-^j^ 


sec^ 


dar.  Die  Suniine  log«ec^-|-log8ec^  hebet  Log.  ratio» 
logcosec^  (cd' ~  (o)    heisst    Log.     half    elapsed    time, 

log .2810 2  (o' -t-^)    vFird    Log.    middle    time    geoanot,    und 

log'.28iny  flo^  heisst  Log.  rising.  Ffir  die  in  Zeit  ausgedruck- 
ten Stundenwinkel  enthalten  die  Tafeln  Ton  Doitwes  eine  Tafel 
fQr  Log.  half  elapsed  time  Ton  0»  bis  50.50"*,  eine  Tafel  f&r 
Log.  middle  time  ebenfalls  von  0*  bis  5«.50*",  und  eine  Tafel 
fflr  Log.  n^iiigffl^  S  Stunden  ron  10  zu  10  Secundeo.  Der 
Halbmesser  Ist  lOOOOO.  Die  Argumente  der  Tafeln  sind  respecüve 

g(o/ — cd),  jj(m'-{'€ai),  oin  Zeit    Man  berechne  nun  mittelst  der 

gewöhnlichen  trigonometrischen  Tafeln  Lojb;.  ratio,  aiehe  den 
natärlichen  sinA'  von  dem  natürlichen  siiiA  ab  und  schlage 
log(sinA— 'siiiAO  in  der  Loffarithmeotafel  auf^  nehme  Los.  half 
elapsed  time  aus  den  Tafeln  v6n  Douwes,  und  adcure  die 
auf  diese  Weise  erhaltenen  Zahlen  zusammen,  so  ist  nach  dem 
Obigen  die  Summe  Log.  middle  time.  Mit  diesem  Log. 
middle  time   gehe   man  io  die . betreffende  Tafel  von  Douwes 

ein,  und  nehme  aus  derselben  j(io'-f-®)*    worauf  es,    da    man 

auch  qifo'  —  G))  keniit,  leicht  ist,  od  zu  berechnen.    Hierauf  nehme 

man  aus  der  betreffenden  Tafel  von  Douwes  den  entsprechen* 
den  Log.  rising,  ziehe  davon  Lo^.  ratio  ab,  und  schlage  zu 
dem  durch  diese  Differenz    dargestellten  Logarithmus   in  der  Lo- 

farithmentafel  di^  zugehörige  Zahl  auf,  welche  man  hierauf  zu 
em  natürlichen  sinA  addirt,  welches  den  natürlichen  cos  (3 — ((p)\ 
giebt,  woraus  man  dann  leicht  i  —  i^p),  und  hieraus  den  gesuch- 
ten zweiten  Nftherungswerth  (9)  der  Polhohe  berechnen  kann. 
Es  war  hier  nur  meine  Absicht,  die Einrichtunu^  und  den  Gebrauch 
der  Tafeln  von  Douwes,  die  man  in  den  meisten  nautischen  Ta- 
feln in  grosserer  oder  geringerer  Ausifihrlichkeit  findet,  im  All- 
§enieinen  kennen  zu  lehren,  indem  ich  wegen  des  Näheren  auf 
ie  Tafeln  selbst  zu  verweisen  mich  begnügen  muss,  da  ausführ- 
lichere Auseinandersetzungen  an  diesem  Orte  zu  weit  führen 
würden. 
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5.  10. 

Aucb  auf  folgende  Art  kann  man  unsere  Aufgabe  iiMienmgs- 
weise  auflosen. 

Bekanntlich  haben  wir  die  drd  folgenden  Gleichungen: 

M     .    ^   V       sinÄ — 8ind8in(a>-f  ii<p) 

^     ^        '  cosd'cos(9+^9) 

also,  wie  man  leicht  mittebt  des  Taylor'seben  Lehrsatzes  findet, 
indem  man  bei  Giiedero,  die  ^9,  ^00,  Afü*  nur  in  der  ersten  Po« 
tenz  enthalten,  stehen  bleibt: 

sinA^-^in^sino)    .  sind — sinAsincp    ^ 

COSOO— 8100)^10=: X ^ 1 « — ^9, 

CO8OCOS9  cosdcos^'        ^ 

.     ,  .  /    sinA' — sind'sino      sind^— sinA'sino)  ^ 

COSO'COS^  C080'COS9^  ^ 

Bestimmt  man  nun  eo,  co'  mittelst  der  Formeln: 

^^  sin  A— sind  siny  ,     sinA'  —  sind^sincp , 

93)    cosn= jj 9  coso'ss ^^«Jt/'^» — ^  * 

'  COSOCOS9  cosoxosg» 

oder  mittelst  der  Formeln: 

^       W  sin{460-.|(d+A-^)}  cos{450-i(d-A-9)l 
**"2'^^  cosdcosy ' 

I         4/  sin{4B0— i(d'+A'-9)}cos{45<>-  o  (d'-A'-y)} 


isinTT 


3  ^  cosd'cos^ 


so  ist 
Theil  XIT 
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e\n8 — siBAsJPy 

j    "^^  cosSainacoaip^     ^' 
95)     { 

Weil  Dlia  naidi  83) 

sinA  =5  sinJsiD^  -}-  cosAcosfloco«^ , 

ist,  so  ist 

sind  —  siiiAstD9=cos7(sintfco89)— cosfcosiiMiii^)> 
sinj'  — -8iDA'si09)=cps9(8ind'cos9*-cos<('co8o'6iD9) ; 

also  nach  95): 

tii0»=(taiigicosec  aH^ool«taiig^)/f  9>  > 
/f  o'=(tangJ  coseco»'— Hiotai'tang^)//^ . 

Führt  man  aber  diese  Werthe  von  ^o,  iJ«'  in  die  Gleichung 

ein,  so  erhält  man: 

'     ^    (tang JcosecoH— cototang^)  —  (tangd'coseco'—  cota/  taog  9)  ' 

Wenn  man  also  fiir  einen  genäherten  Werth  9  der  PolhOhe  mit- 
telst der  Formeln  9d)  die  genäherten  Werthe  4»,  od'  der  Stunden- 
winkel berechnet  hat 9  so  berechne  man  die  ttül&gtOssen  <?,  G' 
mittelst  der  Formeln: 


98) 
danti  ist 


6  =  tangtf  cosecoD— coto>tang9, 
6'=tangJ'coseca>' — cotio'tangf); 


99) 


16—0)+  «' 
^j»z=z  GA99 


oder 


Digitized-by  CjOOQ  IC 


t.-Mf»    »     ;ih 


31 


/. 


*'iAi?v ' "••  ].#:.•     ■ -s  Ö*^ •  +  0*' 


'^   Wr^'G    ^^g 


T^  * 


Nach  97)  ist,  aiii;!) 


101)      2/9  =t^ 


Ö  — W  4-m' 


oder  .'■..:!. 

102)     ^y-  '  (e^(a4'C»/)»inUto|i»^  .  ..: 

''  taDg^sino'  —  tangd'8Uia>-psiD(o»  —  0)')tang9  * 

.■       ,   ;»    .:...  .:^'-:  •    :i?C. 

Für  Ä=d'  Ut 

.  '  i. 

-^v«.        .  (Ö — 00-1- (oOsiDflosIno)' 

10a)     2l9= — : ^^ ~ 


siii(<9-7  a>0taog9— (sipG}—  sini»')tangd 
oder 

104)  ^»=^     ^     •  •    J^-o-f^O'i'"»»»'»«»'^ 

ÄsId 5- (oo— lo')  { cos «(«^»Otangy  —  cosg- (oo-f-o/) taned | 

.  .>.    f.      .'5  .  '.  •   .  :    '.'.    ^  •♦!'> 

Die  Formeio  98)  und   99)  oder  lOO)   scheine»  Jttir   aber  Aiii » 
bequemsten  za  sein. 


Wir  wollen  uns  {etzt  zwei  in  einem  gewissen  Punkte  O  sich 
schneidende  gerade  Linien  MN,  M*N'  deDicen.  Die  Theile  OM^ 
OM*  dieser  Linien  wollen  wir  als  ihre  positiven  Theile,  die  Theile 
ONy  ON'  derselben  als  ihre  negativen Tkeile.  annehmen,  so  dass 
alle  von  O  aus  auf 'Oif^  (>J!^aDge8cK^iÜeneh' Linien  als  positiv, 
dagegen  alle  von  O  aus  auf  ON,  ON'  abgeschnittenen  Linien 
als  negativ  betrachtet  werden.  Den  mit  Um  von  03P  einge« 
schlossenen,  von  OiHF  an  nach  eiher  gc^tssiBü  Sc^e  hfta  von  0 
bis  360^  gezählten  Winkel  bezeichnen  wir  durch  o,  und  nehmen 
auf  jeder  der  beiden  Linien  MUf  und  ]U*N'  zwei  beliebige  Punkte 
A,  jB  und  A'i  6*  an,  deren  nach-d^fra  Vorhergehenden  gehörig 
als  positiv  oder  negativ  betrachtete  Abstände  von  dem  Punkte  \  ö 
respective  durch  a,  b  und  a',  b'  bezeichnet  werdfn  sollen.  Nun 
woftm  wir  ({bereden  lüilieo  ,/!:&  Qrid'\^J9'  als!  Dui^chmessem  zwei 
Kreise  beschreiben,    und  uAs  die  Aufgabe  stellen,   aus  den  als 


4* 
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gegeben  betrachteten  Grössen  a  und  Of  b;  ß^,  b'  die  Durchschnitts- 
punkte  dieser  beiden  Kreise  zß,  beatimmeti. 

Zu  dem  Ende  bezeiehoen  wir  die  Halbmesser  dieser  beiden 
Kreise  durch  r,  r*,  und  nehmen  UM,  fiir  O  als'  Anfang  der 
Coordinaten ,  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  eines  recht- 
winkligen Goordinatensysteres  der  ;V9/ ,  und  ^  den  positiven  Theil 
der  Aj:e  der  y  so  an«  dass  man  sich»  um  von  dem  positiven 
Theiie  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  {ay)  hin- 
durch zu  dem  positiven  Theiie  der  Axe  der  y  zu  gelangen«  nach 
derselben  Seite  hin  bewegen  muss.  nach  welcher  man  sich  be* 
wegt,  wenn  man  von  der  Linie  OM  an  den  Winkel  a  durchläuft. 
Dann  sind  offenbar  a,0;  6,0  die  Coordinaten  der  Punkte  A,  B, 
und,  .#ie  mittelst  efner  eitifaefaen  Betrachtang  gegleich  erhellen 
wird,  in  völliger  Allgemeinheit  a'cosa,  a'sina;  A'cosa,  AVuio  die 
Coordinaten  der  Punkte  A',  B\    Weil  nun  nach  den  Lehren  d^r 

analytischen  Geometrie    ^(a-\'b),{i^  und    J^iof  -i-  b')cwtt^ 

1 

2  (a'+60*ina  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise 

sind,  80  sind 

106)   ; 

die  Gleichungen  dieser  beiden  Kreise«  Für  ar=:a,  y=0  und  ßr 
d:=a'cosa,  y=a'sina  erhält  man  aus  der  ersten  und* zweiten  Glei- 
cbmig  tespective: 


d.  i. 


106)    r*  =  J(iir-6)a.  rtj(a'-60*; 


«|id  die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  sind  also: , 

t«  -  2  (fl+Ä)  P  +y«=  j  (a  ^  6)«, 
107)     {         ^ 

!^— jC^'+^Ocosal^+iy—^a^+A^inaPrayCo'— AO«. 
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Au  diesen  beidäd  6|efe|iilDgeii  muss  man  mittelst  aleebraiecber 
EliminaüoD  x^y  bestimme»,  mn  £e  Coordinaten  der  Durcb- 
schnittspankte  der  beideo  Kreise  zu  eAalten. 

Zo  devi  Ende 'bringe  man  die  beiden  Gleichungen  auefst  auf 
die  Form-)    . 

M+^-(a'+60(«ö8«+y8in«)=:±--Ä'6';  ' 

dann  erh&ll  man  durch  Subtraetion:.  \    .. 

109)    v\iii+«-^-(a<t&')eesft]ar-^(a'+6')yfina=a6 - afb', 

also  : 

fl&-o^&^-{g+6— (a^4-6Öcös«)a: 
Hü)    n^ (a'+60sintf  --       • 

Ffihrt  man  diesen  Werth  von  y  in  die  erste  der  lieiden  Gleichun- 
gen 108)  ein,  so  erbSit  man  nach. einigen  leichten  Reductionen 
zur  Bestimmung  yon  x  (tie  folgende  Gleichung  des  zweiten 
Grades: 

(fl+6)(a^+6^4-2ii6)— 2(o^+60(aft  -a^&Ooosl^>^(<H^*X<»'^^ft0^og«* 
^«t+Ä)P^2(Ä**)V+*')to««+<A'+^     ^  * 
a«6»+a^^+  g6(a^  +  &^«)— a6(a^+  //)^  cosa» 

""  (o+6)«— 2(o+6)(a'+60cos«+(o'+60*        * 

•   ■'■).»' 

L8st  man  nun  diese  quadratische  Gleichung  auf  gewohnliche  Art 
auf,  so  erhält  man  nach  einisen  zwar  etwas  weitläufigen,  sonst 
aber  keineswegs  schwierigen  Transfonnati#nien,  wenn  Am  ^Kfirze 
wegen 

-2(o'+60(fl*--a'60cosc  .        »^    s 

-(«^4)(<j'ft60«cp3c?.     .  .    .  ..^    ^... 

+  4(a+6)(o'+60(«*  +  ö'6^)<osa  /  (>{'    1 

+  2  { 2(a«6«  +  «'^6'«)  -  (a«  +  6«)  (a'«  +  6'«) }  cos«« 

H=    (a  +  6)«  +  (a'+6')«-2(a  +  6)(a'+Ä')co8« 
gesetzt  wird:'^     *' "  '        *      '  "  '  ':.•..  •.....:      -"  ;'.' 
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Führt  man  aber   in  die  Grossen  F  und   6  für  coso^  nnd  cos«* 
die  gleich  geltetfäen  Aosdrll^kb  l-^^^^^hia^'iittd'  l^-^liM^ 
ein»  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Transformatiolietiy  WfMiii 
der  Kürze  wegen 

+  i(a  +  b)  (a'  +  60(aÄ+o'6Öco«« 

+  (o+6)«(o'+*')*«»»««"-''-      •  ="'•  "■■'■'       '■'*-  '•  ■ 

+ 4(o + 6)  (o' +  60  (o*  +  a'öOcos« 
+  (o-h6)«(a'+6')'85n«« 

=  — 4{(aÄ+.<|?'*')»+(aa'+W0(«ft'^*W  ^^ 
.+  4(a  +  6).Ca'+60(fl6  +  «;*0cosa. ^       . 

gesetzt  wird: 

IF=2(a*-a'60 1  a+6— («1+äOcos«  }  +  (a+6)(d'+6')*sin«* 

also  nach  113):  .  ! 

„^^  FJ:(a^  +  ftOsinaVG^ 

Weil  ahet,  wie  man  leicht  findet» 

ist,  80  Icann  man  die  Grosse   G' offenbar  kticAr  ^  Mgettde  Art 
ausdrücicen:  -      '   > 

117)    G'=(a-6)V-*')*— {2  (<i6+ö'60-4ö+Ä)'(rf'+6>)cös«}« 

und  behalten  wir  diesen  Aosdrircfi:  Vbn~€r^  in  den  *{b1)^ndietf  For- 
meln bei,  so  wird,  wie  man  -leicht  fiHid6tr>  1    '        ;  '  M 

f  "  ! 

118)    x=z 

2(q6-a^60 1  a+6-(fl^+y)cosft  )+(a^+^Osin«  l(a+6)(a^+60sin«+VG1 
2{  (a+6)«-  2(a+6)  (a'+  6')  cos«  +  (a'+6')^l 

Führt  man  endlich  diesen  Ausdruck  von  jr  in  den  aus  dem  Obi- 
gen bekannten  Ausdruck 
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_     oft— g'y— { a-f6"-(<i*+*0«<>w><f , 
*~  (a'+6')«n« 

•in,  so  eriiSlt  man  fär  ^e  CoordinateD  der  Darcbschnittspankte 
der  beiden  Kreise  die  folgenden  Aosdrücke,  in  denen  die  obem 
and  notem  Zeichen  sieh  auf  einander  beziehen : 

119)    «= 

^ab—a'bO  {<H-6-(a'+60Qes«i) + (a'+608ing{(a4-fe)(a<4-A>ingJ- VC?) 
2  { (a+*)*-  2(o+6)  (a' + 60  cos«+(a'+6')*l 

2(aft-a"60  (o^+60ain«-(<H-6— (a'+&Ocog«}  {(<H-ft)(g'f  ftQeingJb  VC?^> . 
2{(o+6)«-2(a+6)(o'+6')co8«+(a'+60^     '  ' 

oder,  wenn  wir  der  Kfltze  w^en 

120)    R=(tt+b)(af+b')s\mt±VG' 
•etien: 

l  2foft— a'&0(a-t-ft—(a^4-fe>aw«t +K{a'-H')mnii. 

„,,     J  ***     2l(a+6)«-2(a+6Ko'+'>')Po»«+(«'+*0«l     ' 

I         2Caft— a'»0  (af+tnaiact—  K  to+ft— (<»'-f»0oos4 
p—        2IC0+6)»— 2(a+6)(o'+*0co««  +  (a'+69»)     * 

Bezeichnen  wb  die  Entfernungen  der  Dvrcbschnittspunkte  der 
iieiden  Kreise  von  dem  Punlite  O  fliterhaupt  durch  R,  ao  tat 

also,  me  nian  ndttelst  des  Obigen  leicht  findet: 

19XS    P--VA/"'*(«*-«'»0*+Ka-|-*)(a^+*Oaina±V(?^ 
'  2nr      {a+*)»-2(«+6)(a'-».60co8«+(o'+60' 

oder 

^  2  y  (af  6)«-2(a+6)  («'+6')cos«+(a'+6')* '  : 

Entwiehek  man  aber  da«  Quadi^t 

!(a+6)(a'  + 6')8in«±vG'}» 
gehSrig,  90  isrhSIt  man  auch,  wenn  der  Kürze  wegen 
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124)      li=  (aa'-6AO^+(oy.-6bO* 

+  2  (a+6)(a'+60f(a6+tt'60cö«« 

— I  oft  +  o'Ä' — (a+6)  (a' +  60  cosal« 
=  (an'— 660^  +  (a«+a'«)(6«+6'«) 

=  (a6'-6a')«  +  (a«+6'«)  (a'«  +  6«) 
- 1  ab+a'b'-(a+b)  (a'+AOcosc  )• 

gesetzt  wird;x  ;  ■ 

1CU5X    »_4r  L±(a+b)(a'-irb')ß\mVGr  -. 

XÄ>;  Ä_^  2t  (a+6)2— 2(a+6)(a'+6')cos«+(a'+6')*l ' 

Wenn  wir  die  Linie  OM\  für  O  als  Anfang  der  Coordinaten,  als 
den  positiven  Theil  der  Axe  der  x'  eines  rechtwinkligen  Goefdi^ 
natensystems  der  as*y\  und  den  positiven  Tbeil  der  Axe  der  y" 
so  annehmen,  dass  man  skh,  um  von  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  j/  durch  den  rechten  Winkel (a^'y*) hitüme^  zudem  positi- 
ven Theile  der  Axe  der  y'  zu  gelangen»  nach  derselben  Sfüte  hin 
bewegen  muss,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Winkel 
(xy)  nindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelan- 
gen ;  so  ist  bekanntlich  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der 
Coorditiaten  in  völiiget  Allgemeinheit?.  .  v.  * 


also 


X = d:'co8a  — ysina , 
y  ==  a;^sinä  +  ^cosa ; 


x*=:  xcß^a+ytmix^ 


Lässt  man  nun,  so  wie  vorher  x,  y,  aoch  a:^  y'  den  Diircb- 
schnittspunkten  der  beiden  Kreise  entsprechen,  so  erh&lt  man 
mittelst  der  beiden  vorhergehenden  Formeln  nnd  mittelst  121) 
leicht: 


2(aft-a^fe0|a^+6^-  (ö+6)cos«  } — JC(fl+6)  sinir 

|iC   =  —  ■ — — 

]<i6) 


**  —  •iUo+6)»— 2(o+6)(o'+6')co8c+(o'+60"l 


I  ■  2(o6-o^60  (a+b)aiott  +  K{a'+b^—(a+b)coatt\ 

l»—        'iKa+6)«-2(«+6)(tt'+60co»«+<a'+6')'J    * 
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Setzen  wir.,     ...  5     ,. 

IF=  2(o6— a'60  \  o+6-(a'+*0co8«  )+(a+A)(o'+«0^liM^, 
127)     j  .•'/•.. 

(#*=:2(o'6'— 06)  {a'+6'— («+*)««'«) + (o'+*0(«+*)*«n««* ; 

so  ist  ••,'!.■-.'.      -.       .=N»     ••M'.-ii.     .■-•.•.•.'.     . 

''±(o'+*')»iD«VG'  ),: 

188) 


**— w 


and  setzea^^frir;..  '  •    :'v.- 


/^  =(a'+60la«+6»+2a'6'— («+*)(«'+*0«oaa)M«a, 
129)     \ 

^^=-(a+6){f'»+6'H2a6-(o(+^').(<?+*)co««Uin«; 

130)     1 

(/= 2]J 

■>      ••>    1      '       i   '?!  .  ! 

-         ..'•■-.       .       I  ■.(.!,. 

•    •  I  ■>•      ■■  .       ■•  •■•  .    ••        •■   .     ■ 

Mit  Rflcksicbt  anf  §.  8.  wollen  wir  dqd  im  ▼orhergehen^en 
Pan^aphen,  unter  der  Voranssetzung,  dass  B  positiv  eei,  was 
•nznnelimen  offenbar  inmidr  Tdrstattet  sein  wird. 


o=tangi  {(ÖO!>-a;i+ (90<»--A)]t=:  cot  J-  (h+S), 
b =tangg{  (90*-^rr(«0»-^)j=tang|  (h-S); 


so  wie 


4^=img\iW>-^9^-h(W>^kO\=cot\(hf+S'). 
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6'rrtang  ^  |(9O»-«0-(9O»-A')  l=toi»g  J(*'-«0' 

setzen;  so  ist  ^^h  $.8. 

a=cottf,  6=3taiig9;   o'zscotttS  6=tangD'. 
Folglich  ist  : 

r 

-.  sinucoso  1  1 


iV= 


costtcosp  4-  sinu  siop       cotu^-taogp      o+6 ' 

costfsjpt? 1 -^   0b 

costf  cosü  +  siDtt  sin«       tangtc  +  cot»      o  +  6  * 

_  ahitt*««»»'' I  _     t 

~  costf'cosi)'  +  sinu'smt)'      cotu'-f-tango' "~  a'+Ä*'     ,  . 

„, co8«*8in«'  ^       .  .1  ,     .  _  a'b' 

~~  cosu'cow' -f  Binü'Bimi' "  taogK'4-cotö''  "~  loj-f^' ' 

Hieran»  ergiebt  8tch'  .  (,    , 


folglidi 


^*^  -o+Ä  *  a'+6'^        (a+6)(o'+60       ' 


(a^-|-6')4.(<H.6). 
ilfi  = j- 


(a+b)(a'+b')eoB^it 

^  _oft(«'+60+a'6'(c-t-6). 
(a+6)(a'+ft')wwj« 

^  = ; ,1       ' 

(a+6)(a'-f60»«n2" 

.  _  ab(a'+b')  -  a'b'{a\b) 
I  A  /  (»+*)(ori|*>iii^a 
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Also  ist 

Ka'-H9+(a+iQl%lii|««+{(a'+*')-(«f*)ft»»5«' 
(a+i)«(a'+6')*«n^  «•  cos  j«» 

d.  L,  wie  niui  leicht'fndet: 

n.^,_„^     (g  jh&)*-2(g+»)  (g'+^0co8<H-(a'-H0« 

Äl»tÄ,'"=  — : 1 1 — :? — . 

-        -(of6)«(o'+4')Hh5«««co85a» 


and  fb^ch  jiach  116): 


-:  (o+6)»(a'+y)%injAo8gy» 


Fcmer  ist 
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d.  i.  nach  114): . 


(a  +  6)*(a'+60*8in|««co«^> 
Führt  man  nun  die  vorhergehendeD  AnsdrScke-  von    % 

in  den  Ausdruck  50)  der  in  §.  8.  durch  a  bezei^hneteä  CrrSsae  ein, 
80  erhält'  imao  nach  einer  ganz  leichteo  Transformation: 

^—  IB 

oder 

, . rdfc(a  +  ^)(a^+*OsinttVG^  >  , 

^""2((a  +  6)«  — 2(a+6)va'+^)co8a  +  (a*+*^)*}) 

also  nach  125) 

Weil  aber  nach  42)  7     ^ 

1—810  9        1— C0»(Wr-9)         4  /jttft        1     V*       X  l/n«A 

ist,  so  ist 

"■■    tang(4öO-|9)=tang?(90O-y)=Ä 

wo  R  bekanntlich  zwei  Werthe  hat 

Vergleicht  man  nun  dies  mit  dem  vorhergehenden  Paragra- 
phen» 60  ergiebt  sich  unmittelbar  die  folgende  nach  meiner  Mei- 
nung sehr  merkwürdige  Bestimmung  der  Poihohe  durch  Construction. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  O  siehe  man  zwei -Linien  MN 
und  MN*  so,  dass  mit  dem  Theile  OM  von  MNy  welchen  man 
als  den  positiven  Theil  von  MN  annimmt,  der  Theil  Old'  von 
M'N\  welchen  man  als  den  positiven  Theil  von  M^N*  annimmt, 
den  im  Vorhergehenden  durch  S  bezeichneten  Winkel  einschliesst, 
wobei  wir,  was  offenbar  immer  verstattet  ist,  annehmen  wollen, 
dass  S  positiv  sei.  Hierauf  tra^e  man  mit  Hülfe  einer  Tafel 
der  natürlichen  Tangenten  nach  einem  gewissen  Maassstabe  von 
O  aus  auf  MN  die  Tangenten  der  Hälften  von  (900-d)-f  (900--A) 
und   (90o-Ä)-(l)0«— A),  auf  ilf'iV'  die  Tangenten   der  Hälften 
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▼OB  (90<»~«0^(9t)^-^AO  »id  (gOP^«^M  anf^  >ndem 

maa  fiese  Taiiqieiikiii»  ^eoacbdem .  ^pe  posi^y  odet  negaüv  läää, 
▼OD  D  ans  aiif  den  positiven  oder  negativen  Theilen  der  Linien 
MN  und  3t^N'  abscnoeidet.  Sind  dann  A^ß  die  Endpunkte  der 
anf  der  Linie  MN  von  O  ans  absesehnittenen  Stücke ,  und  A',ß' 
die  Endpunkte  der  auf. der  Li^iöivW  vtiD  Q  aus  abgesehnittenen 
StScke»  so  besch^eib^  m^q  über  den  Linien  AB  und  A''B'  ab 
Durchmessern  zwei  Kreise,  und  messe  die  Entfernungen  der  bei- 
den Dorchschnittspunkte  dieser  Kreise  von  dem  Punkte  O  nach 
demselben  Maassstabe,  nach  welchem  man  die  Tangenten  auf  die 
Linien  MN  und  M^IV^  aufgetragen  hat;  diese  Entfernungen  sind 
die  Tangenten  der  halben  Complemente  der  beiden  Werthe  der 
Polbohe,  d.h.  der  halben  Erganzun^n  der  beide*  Werthe  der 
Polbohe  zu  Q&^,  uni  wei^n  iniin  also  in  der  Tafel  der  natfirlichen 
Tangenten  zu  diefien  Tangenten  die  eotsprechenden  Winkel  auf- 
sucht, so  erhält  man  die  halben  Complemente  der  Polhohe,  aus 
denen  man  dann  auch  die  Polhöhe  ooer  Breite  leicht  selbst  be- 
rechnen kann. 

In  der  in  $.  9.  angeführten  Abhandlung  von  Pemberton 
wird  die  obige  bemerkenswerthe  Cotistruction  asf  p.  921.  ganz 
ohne  Beweis  miteetfaeilt,  aber  eingeschränkt  auf  den  Fall,  wenn 
ein  und  derselbe  Istetn  swei  Mal  beobachtet  worden  ist.  Die  Er- 
findung derselben  wird  Coli  ins  zugeschrieben,  und,  indem  auf 
dessen  Mariner*s  Piain  Scale  new  planed.  Book  III.  p; 
35.  verwiesen  wird,  bemerkt,  da^s  sie  mittelst  der  Principien  der 
stereo^aphischen  Projection  eefi/nd^n  worden  sei. '  Die  von  mir 
im  Obigen  gegebene  analytisene  Darstellung  zeigt  zugleich,  dass 
diese  nach^  meiner  Meinung  sehr  bemerkenswerthe  Constrnction 
durchaus  nicht  auf  den  Fall,  wenn  ein  und  derselbe  Stern  zwefi 
Mal  beobachtet  worden  ist,  eingeschränkt  ist,  sondern  ganz  all- 
gemein auch  in  de^p  Falle,,  wenn,  2wei  beliebige  Sterne  beobachtet 
worden  sind,  welclier  unserem  Probleme  jedenfalls  einen  sehr 
grossen  Theil  seines  Werthes  verleihet,  gilt.  Es  scheint  mir 
wünschenswerth  zu  sein,  dass  für  diese  soveraflgemehierteConstfuc- 
tion  auch  ein  gepmetrischer  Beweis  gegeben  werde,  etwa  mit 
HOlfe  der  stereogrApMschen  Ptoiectidn,  die  nach  dem,  was  vor- 
her bemerkt  i^oraen  bt»  Coli  ins,  dessen  oben  angefahrte  Schrift 
ich  nicht  habe  zu  sehen  bekommen  können,  angewandt  haben  soll. 

Nach  47)  haben  wir  nun  die  beiden  Gleichungen: 
2  cos  5  .$2 .  vor  =  ilf^  r -|- iVi , 

1 

— 2sin^  Ä.Var=  ilfi' j:  +  iVi'; 
also 

und  folglich  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet: 
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odör       *      ,    1 


oder' 


*2  .2     cA+ar       a'6'  +  a;' 

a  +  6.t   a'r+b' 


ud^r 


52^- — ..„.^ 
aiid  iMftote  man  also 


80  wäre 


tangj  Ä=— cot  I  «taiig(45«—  ») . 


Weil  Don  aber  oadi  dem  Obigen    , 

;  .  .^_ L  jh  (a+ 6) (g^  +  60 Bin «yG^ 

ist 9  80  findet  man  mittelst  leichter  Rechnung: 

a'6'  +  a:=(a  +60 jg^ » 


also 


c6+ar       FJ:(tt^+608ingVC> 
a'  +  6'  ""  2^ 
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IBe^ictaWü  wil^JetÜ  «ho  die  Coordinaten  der  Durchschnltta- 
pavkte  der  beldeo  Hretets  in  den  beiden  im  ToHiergehenden  Pa- 
'Sf^"^"  aBgenomm5efiÄtt>  CoordinÄteiisystemen  durch  X,  V  und 
X\  F';  so  ist  nach  128):  '  -     ^ 


folglich  nach  dem  Obiger^ 


li'U;: 


tao4«*;=-|^cotJ© 


H^ 


nnd  hieraas,  weil 

...    r  ITtangjÄtang^e 

ist,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

tang^(ftf  6)=?     jg^in^ —  =-cotö+ ipcosece, 

taug  5.(a-e)=:.-____.^  =cot©^5,cosec«; 

also,  weil 

Ä  +  6=(«H-0')  +  (a-a>')=2«>, 
Ä  —  «sa^W  +  «0  -  (»  —  »O«*  •' 


ist: 


oder 


*"«"=      Jfsine..  =-«>te+  ycosec«. 


**»8<«^-'^^y^X^ 


tang(«'-WO  =  ^p^y^j^. 

*  Die'GrSssea  X,  X  sind  die  Mi  iht«n  girfiorigen  Zeichen  ge- 
MMmenM  Entfernungen  der  Fusspnbkte  der  von  den  Dareh- 
schnittspunkten  der  beiden  Kreise  auf  die  Ltnieo  MN  ikikA  M*IP 


Tbeil  XIV. 


Digitized  by  VjOOQ IC 


66 

PerpeodiM  von  dem  Pankl«  Qi  «nd  kOii]«^  aUui  im- 
mer leicht  coQ«truirt  und  mSi  einem  Maacus^iabie  .geme^s^ii  werden. 
Hat  man  aber  diese  Entfernungen  auf  die  angegebene  Welse  aue 
der  Zeichnung  entnommen^  so  kann  mftn  Sl  sehr  leicht  mittelst 
der  Forme! 

tang^^=3->^^^;  cot^e 
berechnen.    Uebrigens  aber  erhellet  auch  aus  den  Formeln 

4,         /    /      rinm  A^'sin  ö 

tang(«,'-900)  =  ^-^p^^^, 

dassman  die  Winkel  90^  —  on  und  co'^90^  seibat  sehr  leicht  durch 
Construction  finden  kapn»  wenn  man  die  Fusspunkte  der  in  Rede 
stehenden  Perpendik^t«  für  Jeden  der  beiden  Durcbschnittspunkte  ' 
der  beiden  Kreise  einzeln  genommen,  durch  gerade  Linien  mit 
einander  verbindet,  und  die  Winkel  betrachtet,  w^be  diese  ^e* 
raden  Linien  mit  den  beiden  geraden  Linien  MN  und  M'N'  em- 
schliessen.  So  elegant  diese  Construction  auch.ii$t^  so  scheint  es 
doch  nicht  nuthig  eu  sein,  hier  rüoksichtlich  derseibeo  noch  wei- 
ter in's  Ehizelne  einzugehen  und  sie  noch  weiter  zu  erläutern, 
weil  auch  selbst  in  der  Pralls,  wenn  man  überhaupt  von  dieser 
Construction  praktischen  Gebrauch  machen  will,  die  gar  keine 
Schwierigkeit  darbietende  Rechnung  nach  der  Formel 

tang  5  Ä=-  3fq:^  cot^  e  > 

wenn  man  nun  erst  X  und  X*  durch  Messung  mit  einem  Maass- 
stabe aus  der  Zeichnung  entnommen  hat,  am  meisten  zu  empfeh- 
len sein  dürfte. 

§.  13.      " 

Um  die  Anwendung  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Me- 
thoden zur  Auflösung  unserer  Aufgabe  au  erläutern,  wollen  wir 
jetzt  das  folgende  Beispiel  berechnen. 

Zu  Gottingen  ward 

1809.  Mai  17. 

beobachtet : 

«Bootis:    ^3=16*«.  8«  25s  A=?50o.  3'.38^,70; 

«Aquilae:  f  =  16.  37.    49,    A'=33.  33.    0,00; 

die  JSiih^  A  ward  auf  4er.  Westseite,  die  Höhe  A'  auf  der.Ost- 
s#Ue  4e^  Meridians  genommen«  Als  Reotas^^ensionea  «ad  Deidir 
ni^tian^^  der  beobachteten  Sterne  wollen^  wie  aan^hmen; 
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a'ts»6.  %.  17,  80;  9'=  S.  32.  3R,48 
Es  ist  also  in  diesete  Falle: 


t  =      16».  8".25» 
«'s      J6.  37.  49 


as=     211o.44'.54''^ 
i/i=    S96.  22.  17,50 


t-^e==      —  ^.    ä4       «-«r'=s—  83.  37.  22,62   • 
16«-«')==—  7.  21.     0  15(«— 0=—    7.  21.    0.00 

e=      76.  16.  22,62 

Um  Aeses  Beispiel  noch  det'  in  §.  4.  entwickelten  Methode 
ra  berechnen,  haben  wir  die  folgenden  Formeln: 

cot  2 = cot  d  098  d ,  cot  j' s=  cot  d' cos  6 ; 

^.^       sinysintf^d)     ^  »inSurn(x-i') 

*  ßiDx:  sinx 

Bin  i = sin  J  cot  (jf — J)  =  sin  {'  cot  (x  —  ^0  5 

cos jfiinA^sml   .   cos 2' sin A sing' 

sin  9= ^ 1 '- s 

^  cos?  '  cosr* 

.  2 cos d cos  2' sind    .r-, r-; ; ,,^    ,     ^ = ^    ,     , jr — r- 

± ::::r72 V  sin  i  sin  («— A— *0  sin  (« — A  - 1)  sin  («  -  *'— 0, 


cost^ 


fär 


2fsi=«K>  +  A  +  A'  +  t. 


Es  ist  nun: 

log  cos  d: 

log  cot  2= 

log  cot  x= 

2= 

logslnd'= 
log8in(I'  — d)= 

logslnjr'= 
log  sin  1= 

logcot(x'—  d)= 
log  sin  i= 


=  9,3752918 
=10,4346628 
:  9,8099443 
:57».  9'.17'<,52 
:  8.  22.  35.45 
:48.  46.  42,07 
:  9,1633924 
=  9,3047784 

18,4681708 
=  9,7220288 
:  8,7461460 

10,6861996 
:  9,4323446 

»=15«.  42' 


legcoci9= 
logeotd's 
logcotx'= 

l»= 

3t'_d= 

log  sin  d= 
log  sin  (2 — d')= 

log  sin  2= 
Iogsin|'= 

log  cot  (2 — d*): 
iogsin  is 
2",  18 


:  9,3752918 
:  10,8319497 
:  10,2072415 
=31«  49»  14M2 
.20.  10.  56,02 
:11.  38.  18,10 
:  9,5378280 
:  9,8763137 

:  9,9243615 

=?;iS979^ 

=  9,9428644 
:  9,4^3446 

b* 
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log  CO«  <<=  9,9734806  logcM<'=:1l^«968^1 

log  sin  A' =9,7434616  logsinA  =9,8846399 

log  810 1=8.7461450  log8iD$'=M8979Cß 

0,4610871—2  0,3697722—1 

tög .  cogt«=o;9669718— 1        log .  cos  (»=0.9669718-1 
0,4941153—2  O,4O9!80O4-l 

Nam.  =0,0311972  Nam.=:0,2S28130 

A=50<>.   S'.SS^TO 
A'=  33.  33.    0.00 
»•=  15.  42.    2,15 


99.  18.  40,85 

90.    0.    0.00 

2«=  189.  18.  40,85 

ssz  94.  39.  20.42 

t=  94.  39.  2042 

A=a  60.    3.38^70 

*_A=  44.  35.  41,72 

A'=  83.  33.    0,00 

*-A-A'=  11.    4.  41,72 

•=  «4.  39.  20,43  . 

A=  60.    3.  38,70 

*-A=  44.  35.  41,72 

i=  15.  42.    2;15 

»— A— f=  28.  63.  39,57 

«=  94.  39.  20,42 

A'=  33.33.    0,00 

«-A'=  61.    6.  2%42 

i=  15.  42.    2,15 

«-A'— »=  45.  24.  18,2? 

iog8ia«=  9,9986646 

lögsio(«— A— A0=  9,2823469 

logsin(«— A— tV=:  9,6841230 

lögsinCt  -  A'— »)=s  9.8525338 

0.8176683-2 

2)  0,4087842—1 

log  2=  0,3010300 

logco8d=  9,9724806 

logco8Ä'=  9,9963421 

log  sb  6=  9,9874147 

0,6660615-1 
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0,66S(HU5--1. 
log.cM|-*s  0,9660718—1 
0.6980797-1 
Num.  =  0,4989761 

0,0311972  0,0311972 

0,2528136_  0,2528136 

0,2840108  0,2840108 

0,4989761  0,4989761 

0,7829809  -  0,2149653 

Da  siny  Dothwenclitr  positiv  «ein  masBr  so  gilt  hloßa  der  erste 
Werth,  und  es  ist  fol^ch 

siD9 =0,7829869. 

Also  ist,  wenn  man  die  Tafein  der  natürlicben  Linien  niclit 
gebrauchen  will, 

log8in9=9,8937M5 

folglich 

»ar61<>.32'.6'',56. 

Die.Berechnanf^  der  StnndenwiDkel  nach  den  Formeln  in  6.  6. 
unterlassen  wir,  weil  dieselbe  eigentlich  nur  auf  eine  gewöhnliche 
Auflösung  eines  sphSrischen  Dreiecks  hinauskommt,  und  daher 
an  diesem  Orte  eine  besondere  Erläuterung  durch  ein  Beispiel 
nicht  bedarf.  Im  folgenden  Paragraphen  werden  wir  aber  auf 
diese  Berechnung  der  Stundenwinkel  znrflekkommen. 

§.  14. 

bau  voihergeheade  Beispiel  wollen  wir  nnii  auch  naob  det  in 
{.  &  entwickelten  Methode  berechnen. 

Zur  Berechnung  der  PoIhShe  9  haben  wir  die  folgenden  For- 
meln: 

©=«— »'=e  +  i.360ö,  '■  ^  •' ' 

wo  1=0,  oder  1=— 1,  oder  itss-fl  ist.    Ferneni, 

2ii=:A-|-d,  2e=4-d; 
2«'=*'  +  «',  2«'  =  *'-^!';   ♦' 

„      siuMcosp       j^ sinit^cosp' 

*-co8(«-e)*   *~cos(«'-t/)' 

-       cos«  sin  r       j^^ costi^anr'. 

^■-cos(i«-»l'    ^— cos(«'-t')' 
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\ 


i»,  = j — ,  Ml'— j —  ; 

cok^9    ^  Bin, kB 

i»! j »  iVi  —  |—  ; 

COS  5  9  SIDa© 

CO«  ü=^co«(P-4?)_üf.iV,^^' 

=  -cos(P-C?)-^,;.,|^^^. 

wo  17  den  kleinsten  positiven  Bogen   bezeichnet,  welclier  diesen 
Gleichungen  genflgt;  endlich: 


l          4    /         NimnPcoahQ-P±ü) 
t.ng(450_!^)=%/    _ 1 

^  itfisinQcos  ^(P-  Q±  U) 


iVi'cosPcos  •  (Q— P+  V) 


Bequemer  tjEr  die  iraraerificbe  Recbnuog  stellt  ümmi  aber  diese 
Formeln  auf  folgende  Art  dar: 

wo  1=0,  oder  A=: — 1,  oder  ;i=  +  l  ist    Femer: 

_8lnMC08t?     ^;_  sintf^cost?' 
^"•co8(u-r)  '  ^  -  cQs'(u^-rO  *  '       ^ 

-.      cos  tt  sin  9       --      cos  ti' sin  v' 
cos(tt— r)  •    cosltt'— r') 

^ÄngQ^-jy^^^tanggfi; 
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2  CO«  R  d*8in  JPsin  0 

wo  C7  den  UdoatoD  positiven  Bogen  b^eicbnot,  welcher  dievon 
Gleidrangen  ^nfigt;  eodlicli: 


1          4    /        (JV+iV=)8inPco8l(Ö-/>±^ 
t»og(46o_'  )=%  /    _ 2 

^'  '•■  ■JtP)8ioXicos^(P-Q±V) 


Y  (itf  +  ^ 

V 


(iV-iV)|C08Pc085(Q-P±  V) 
(ilf— if')CO8ÖC0(s|(P-e±  ü) 


Weil  dienohe  A  aof  der  Westseite,  die^dbe  h'  auf  der  Ost- 
seite des  Meridians  gebommen  wurde,  so  Ist 

;     .     OKoKlßQ»,  1800<«»'<3600; 

und  folglicb         '<    ' 

0==»— o>'=ö+.i.360o. 

negativ.    Daber  kan«  offenbar  nur  1= — 1  gesetzt  werden,  and 
es  istalso 

e=76«,  16'.  aa^fö— 3800 

;..,.•-         __  2830.  48'.  a^^ss 


56=—  141«  81'.  48*,69 

ik==5Öo.    3'.  SS",?©  Ä=50<>.    3'.  3Sf.70 

g=2b.    10.  56,02  d=20.    10.  56,02 

2«=tÖ.'    14.   34,72  2e=29,   62.  42^^ 

tt.=^3S..     7.  17.36  e  =  14.    56.  21,34 
t>  =  14.    86.  21,34 
M— 1>=20.    10.  56,02 

A'=33o.  33'.    0",00  A'=33fl.  38'.    0",00 

i'=  6.    22.    35,45  Ä'=  8.    22.  35^ 

2  u'  =  Sir  557^,45  2  r'  =W'  10.  24,55 
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•.   u'=x^.  57'.  iT'r.n, 
t>^=l^   35.    12,27 

l«g«iat(= «1,^^(99095 

Iogcrt»t>=9v98«0ee9    - 
9,7449704 


•'=19».    36'.  12«',27 


logsiDti'c?  9^5636029 
log  cogp'=  9.9894352 
9,5430381 


Iogcos(tt^t)'=9,9fr24805' ■     r<«co8(«'-»')=:9,99^fel    ''  'V','- 
logÄ=Ö,77ä4d99-l  logJlf'=tJ^2W98ö^'(''"''' 


üf =0,5922293 


f.  • 


ilP=0,3529360 


,  ,  JogcosM=9,9127183.  .  ,  iogco««' =9,0702686 

lög8inp=9,4112743  log8}iit)'= 9,3382919 

9,3239920  9,3085504 

Ioj;doa(tt-t>)=x9j9724806  '  log  cos  («'— p0c=9,9953421 


logir=0,35I512l-I 
iT:£0,2246529 

/!f'=0,3529360 


Jf  +  ilf'=0,S 
üf-  üf'=0,2392933 

log(üf+^')=  0,9755077—1 
logtang|e=  9.8949408 

93704486 
Iog(üf-Jiro=  0.3789306  :^>i.. 
logtaag/>= 10,4915179 
i»=72«>.  7'.  38''.36'     '   • 


log(Jlf  +  ilf')=0,97850?7~l 

log  (N + iVO=0.6338123  -  i 

log.  «in  (P-  ^)g=0,8065226-2 

0.4168420—2 

».0708094 

0,3466332-2 


logiV>:=0.3132083— 1 
iV'=:0,2056877 

•  '  2V=0,2^I6829.   '      ', 

iV'= 0,2056877'  '      ' 
J¥+ilP«O,430340d 
^iV—2V> =0.0189662  ,. 

log(N+N')=  0.6338123-1 

iogtaDg|ö=  93Ö^9i4(l^.  ' " 

;        ,      ..     9,528^31 
iog(iV^2V>)=      0,2779674—2 
logtaDgQ=    ^1,2507957 

•  e=    66».  47'.  14',26 
P=    72,     7,   38,36 

<i-P=    14.    39.  35,89 
p-Q=:—Ü,    39;, 36,89 

log2=0,b010300 
logsiDi>=0,9785l87-l 
logsinQ=0,9993169-l 

iog.co8  \  e>=f0.7914438- 1 
6.0703094 
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log(iy— A0^ft277«{74-2  logcwP=(M87O008-.l 

log.»iD(P—  Q)«=0,8066226-a  logcosQ=0>7485210-2 

S?!l2       l08^i4^^°A5813256-l 
0.3455332—2  ganz  wie  oben  0.1178774—2 
Nmn.  =    0.0221581 
co»(P— Q)=    0,9874448    • 
cos  17= -0.9896029 
r=171o.  43*,  SO^^l 

Q—Pss     M»  Sg*.  3S«'.89 
ü=    171.  43.   60.41 

<?_p— t75b-llB7     4   14.92 
|(0-P+ü)="     93.  tl.    43,t6 

g(Q_/^-^=_  78.  32.     7,26 
^  0-_Q+l7)=     78.   32.    7,26 


'■»— Q—  r)=—  93.    11.  43,15    ' 


log(iV+iVO=0.6338123— 1  Iog(<W+Jlf')=0,9755077-l 

log8iDP=  0,9785187- 1  log8iuQ=0.9993I69-l 

0.3584y7{^r-2  0,2731608-1 
0.2731668-1 

'^^3367— 1  '        > 

^t«|g(4S?-rj9^«iWaß6836.      :    ,    .;^,  .,               ,    ' 

log(2f— iV0=O,2779574— 2  h>e(>M^  M')=rO,3m9(fli^l 

logcosPs  0.4870006— 1  logcosQ=0,7485210— 2 

log«>4(0-i'+  C7M),746166&-2jogcos5(P-Q+  D)=0.298336a- 1 

.'   ■  ■'.'  "-^  ■'■'■•■•      0;61112*r^4  0,4287878^3 

0.4257878^-3  ""  ''''""'  '  "["■  ":■]" 
0,0653369-1 

logt>ng(45«.- ^9>) = 9,542668« 
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NehtiiM  wie  daa  Mittel  zwUch<to  dm  MUte  vdtfbw'etkite- 
neo  Wetftieir  von  logtftng (46"  —  a  y) ,  so  werddD  wir    -  •  •  ' 

iosttang(45«-^.2  7)=d,54266a4 
setzen,  woraus  sicli  ergiebt: 

450—  g  «> = 19«.  13'.  ST",!« 

^7=25.   46.    %84 

9 -51-   32.    {(,68     - 

Ferner  ist,  frenn  wir  jetzt  bloss  bis  auf  Minuten  gehea: 

log(iV^+iVO =0.6338123—1         log(«+Jf')=0,9755077-t 
lognn/>=0,9785187— 1  logsin  Q=0,9993169— 1 

logco8^(Q-P-O)=0.2983362— llogcos|(i»-Q-l7;=0,7461665-2. 

0,910667^—2  Ü^TalJgaii-» 

0,7209911—2  ,    • 

0,1896761 

logtangC45«>— ^^)=10,'J948380  !• 

43«'- ^9=510.  12' 

$to  dass  sich  also  hierawf  ein  negativer  Wertb  von  9  ergeben 
wflrde,  der  natfirlich  unzulässig  ist,  und  daher  bloss 

9=510.  32'.  5*,68 

gesetzt  werden  kann. 

Die  geringe  Abweichung  dieses  Werthes  der  PoIhBhe  von 
dem  im  vorhergebenden  Paragraphen  gefundenen  'Werfhe  dieses 
Elements  rfihrt  von  den  Fehlem  her,  welche  bei  dem  Gebrauche 
der  Tafeln  übrig  bleiben.  .Setzte  man  -    ,    .;  ' 

logtang  (45»—  ^  9)= 9,5426685, 

wozu  man  eigentlich  dieselbe  BerechHgqog  bat,  wie  zu  dem  vor- 
her angenommenen  Werthe  dieses  Logarithmus,  so  wfirde  man 
erhalten : 

460-.jg,=  190.t3^',57M8 
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9>=61.32  .    5,64 

Kürzt  man  diesen  Werth  und  dfeii  im  vorhergehenden  Paragra- 
phen gefundenen  Werth  von  9  his  auf  .die  .er^te  Decimalsteiie  ab, 
80  erhält  man  heida  Wiai  Aberein^timmend 

9  =  510. 32'-5",6. 

Wir  f&hren  dies  hier  nur  an,  um  zu  zeieen,  dass  ei^  bei  etiras 
weitläufigeren  Re<^iiuiigen  immer  schwer  hält,  sich  vor  den  bei 
dem  Gebrauche  der  Tafeln  noph  übrig  bleibenden  kleinen  Feh- 
lern völlig  sicher  zu  stellen,  und  bemerken  auch  noch,  dass  wir 
aus  diesem  Grunde  bei  der  in  diesem  Paragraphen  geführten  Rech- 
nung ausser  deti  ^ewöhoRchen  Logarithmentafeln  auch  die  Tafeid 
der  natürlichen  Linien  von  Sherwin  (Correcteste  Ausgabe  von 
1742)  benutzt  haben^  welche,  vortreffliche  Sammlung  von  Tafeln 
wir  eigentlich  alloo  übrigen  Tafeln  vorziehen,  wenn  auch  freilich 
zu  wünschen  w&re»  dass  auch  die  Tafel  der  natürlichen  Linien 
noch  die  Differenz'en' f3r  eine  Secunde  enthielte,  was  leider  nicht 
der  Fall  ist,  aber  allerdings  auch  ein  grösseres»  d.  h.  breiteres 
Format  der  Tafeln  erfordert  haben  würde. 

Was  nun  die  beMea  Stundenwinkel  o»,  co^* betrifft,  so  haben 
wir  zuvorderst  nach  dem  Obigen 

e=(»-<»'=— 2830.  43/.  37''^3S. 
Für  Slz=m-{-m'  haben  wir  nach  §.  8.  die  folgenden  Ausdrücke: 


oder 


und 


oder 


Ä=:P-f-g— l7-2(il+l)j». 


indem  man  diejenigen  zwei  ^eset  vier  Werthe  von    Sl    nimmt, 
welche  iSr 

N,  BinjP^Q) 

y^—  2Äme — 7^~To^ 
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_        Nt'  siD(P— Q) 

C08(P— JÄ) 

positive  Werthe  liefern.    X,  il-|-l.  sind  die  beiden  ans 

sich  ergebenden  Werthe  der  ganzen  Zahl  k,  und  fi,  fi-f  1  sind  die 
beiden  ans 

aicli  «rget^enden  Werthe  der  ganzen  Zahl  k.     Es  ist  nun  . 

'  i        .  •     P=    720.  7'.38".36 

Q  -    86.^.14,25 

'         ...  /*+Q  =P  158.54.52,61 

'■■••■'■■■■'  ü=x  171.43.50,41 

i»+Q+tr=s:    330.38.43,02 

;       /»+Q-C7=—  12.48.«7,80 

Näherungsn-eise  hat  man  zur  Bestimmniig  von  1,  1-|-1: 

rr2^<*<-gö. 

also 

i=— 2,  1+1=— 1; 
and  zur  Bestimmung  von^,  ^+1  hat  iimm>  nSherungsweise : 

-*lä<*<l2' 

also 

,»=-1,  ^+1=0. 
Also  erhält  man  fär  Sl  die  vier  folgenden  Werthe : 


Ä  = 


1707«., II'.  2^,20 
347  .11  .  2,20 
690  .38  .43^02 
330' .'38  .  43,02 
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Weil  Dan  aber  N-i-N'  positi?,  cos^O  negativ»   also  Ni   negativ 
ist,  weil  ferner  sin(P— Q)  negativ  aod  sinQ  positiv  ist,  so  ist 

negativ,  nnd  weil  nun,  wie  leicht  erhellet»  cos(P-^A)  respective 

^  positiv» 
iM^tiv« 
positiv» 
niegativ 

ist»  so  ist  Vjt  respective 

negativ 
positiv 
negativ 
positiv. 

Also  kann  bloss  • 

(330.  38.43»02 

gesetat  werden.    Aus 

Ä=«  +  «'=   3470.  iK  2^20 
e=«-w'=-283.  43.37»38 

erh&lt  man  aber: 

al=3P43^43^4i 
«r=3l6. 27. 19,79 

und  aus 

Az5«i  +  o'=    3300.  38'.  43'»02 
e=:<o-.«i'=s--383.  43.  37  »38 

ergiebt  sieh: 

w=23<>.  27'.  32^.82 
'      w'=307.  li.  10,20 

Berechnet  man  nun  hieraus  die  Correctionen  des  Standes  der 
Uhr»  so  erhält  maa  itr  die  ersten  Weithe  von  •»  n': 


Digitized  by  VjOOQ IC 


TS. 

»=  31».  43'.  töfAt 

»=211 .  44  .  64.88 

6»^-gs=g43T  iS.  37,29 

3)  81.    9.  32.43 

5)  16««.  IS».  54»,  49 

16  .    8  .  26  ,00 

6  .  29,49 

o'=295o.  22'.  VJSO 

3600-»'=  44.  32.  40,21 

g*— (360°— aO  =  2gir  49  .  37.29 

3)  83.  36.  32.43 

5)  1«».  43'».  18'.49 
16  .  37  .49,00 

5  .29,49 

Die  Uhr  ging  also  hiernach  Ö*".  29*,49  zu  langsam. 
Für  die  zweiten  Werthe  von  o,  a'  hat  man: 

«=  230.  27'.  32'',82    , 

a  =211.  44.  64,88 

a)+«=235.  12.87,70 

5)47.    2.  29,64 

3)  15-.40".  49»,85 

16.  8  .  25.00 

«'=2950.  22'.  17*,50 

3600-»'=  52.  48.  49,80 

«'-  (3600— »0:1^131.  33.  27,70 

6)  48.  80.  41,64 
3)  16».  lÖ».  13«,85 

16  .  37  .  49.00 
27.36,15 

Hiernach  wire  also  die  Uhr  27"'.35«,15  zu  geschwind  gegangen 
Fflr  die  ersten  Werthe  von  »,  m'  war  folglich: 
Versp&toog  im  Uhr  s=S'".29',49. 
Fflr  die  zweiten  Werthe  von  »,  »'  war  dagegen: 
V^oreHong  der  Uk  =s27«.3l»*,16. 
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Insofern  man  also  in  dv  Annahme  berechtigt  ist,  dass  die  Uhr 
so  weit  berichtigt  war«  dass  sie  einen  so  grossen  Fehler  wie  den 
letzteren»  d.  h.  eine  so  grosse  Abweichung  von  der  wahren  Sterp- 
zeit  wie  die  letztere  nicht  haben  konnte,  wird  man  för  o,  to'  die 
leiden  ersten  Werthe  nehmen,   d.  h.  man  wjrd 

w^  310  4y.  i^;ix 

setzen  mflssen.  Dass  rdck^ichttfch  ihres '  täglichen  oder  vierund- 
zwanzigstündigen  Gangs  die  Uhr  ffeiiau  berichtigt  sei,  und  in 
dieser  Beziehung  ein  Übrfehler  nicnt  Statt  finde,  ibt  im  Vorher- 
gehenden  der  Kürze  wegen,  angenommen  worden. 

l^ir  haben  das  obige  Beispiel  so  vollständig  gerechnet,  um 
die  Anwendung  der  im  Obigen  entwickelten  analytischen  Kriterien 
mit  möglichster  Deutlichkeit  zu  erläutern;  in  der  Praxis  wird  man 
sich  öfters  kurzer  zu  helfen  Im  Stande  sein.  Es  kam  uns  hier 
darauf  an,  durch  strenge  theoretische  Entwickelungen  die  eigent- 
liche Natur  des  Problems  in  recht  helles  Licht  zu  setzen,  wo- 
durth  Qaoh  unserer  Meiuuqg/aucb  der  Praxis  wesentlich*  geniitct 
wird. 


§.  15. 

.  "Wir  wollen  nun  auch  die  in  '$.  4.  fiSr  den  Fall,  wenn  ein  und 
dasselbe  Gestirn  zwei  Mal  beobachtet  worden  ist,  gegebene  Auf- 
losung durch  ein  Beispiel  erläutern. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Uhr  rücksichtlich  Ihres 
täglichen  Gangs  genai^  berichtigt  ist,  sind  die  Formeln  zur  Be- 
stimmung der  Polhöhe,  welches  Element  wir  der  Kfirze  wegen 
jetzt  allein  in's  Auge  fassen  wollen,  die  folgenden: 

Ö=i5(<-f), 
sln(45^—  2  i)  =  cps^sin  ^  ß  , 

sintf  =  siodsin5  d8\uR(k+h')co8^(h  —  k'), 

sinv=coS(7  0  V slnt sin («— A— A')  8in(5— A— t) sin(<  —  A' — i) , 

2«io  2  («±  «>)«<»  *2(«T») 
si09= j j ; 


sin^  öcos(45o— ^t)« 


wo 
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/  2t=90^-i^h  +  h'  +  i  "^   '• 

Ist 

Das  beobachtete  Gestirn  war  die  Sonne«'  PTach  allen  ndthi- 
gen,  hier  keiner  Erläuterung  bedürfenden  Correctionen  waren  die 
beiden  genommenen  Soanenboheni 

4^36. 38. 21,0  i 

und  die  entsprecbeodeo  Uhrzeiten: 

C=21  .  1    .19,2 

Also  war  der  Zeitanterschied: 

2*.  35".  44* ,8. 

Die    Uhr    blieb   aber  in  91  Standen  um    15«,50    tmütk,  <  Di^ 
macht  auf 

1  Stande,  1  Minute,  1  Secunde 

respective 

0«,6M6;  0«,01Q6;  O',0002| 

also  auf  2*.  35«.  44%8: 

:         l^30+o•,38+o•,ol=l^e9=^^7.    . 

Daheic  ist  ;  ' 

<-f  =  2A.35«.44*,8  +  K7=2*.35-.46«,5 
und  folglich 
/  e=lÖ(«— O  =  38«  50^.  37^5 

Jd=:19.  28.  18,7 

zu  setzen. 

Die  DfDclination  der  Sonne  war 

Ä=— 20.  14'.  9^,0; 

also  ist 
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logsio^O   =  9fi7SSffa 
l<«8ia(45«->|{)  «  9JSaSS6iS 
4Ö»-j  J=19«'.27'.23*,2 
I«  =  ^.32.36,8 

t  1.:;=    tSl  .    6.13,6 


Ks  ist  also 


A'=a6.33.21,0. 
t  =61.  6.13,6 


!l 


2.:^04. 19.46.4  |(A_Ao=  S.    3  •  55.» 

«=102.  9.33,2  ^ 

t^h~-hf=  38.56.20;4    , 
,_*_*=  14.23.27,8 
,_*'__<=  24.31.18,4 


FoiglicbUrt: 


logsfai4=8^691206S, 
logsin|-«9  9;6228925 

log  sin  j  (*  -f  AO  «  9.7196810 

logcos  j  (A  — *0  ^  9i9«838(»   • 

Iog8inu=:7,8319dyfti 
»=— 0».23'.20',9 


und  ferner:' 


TkeU  XrV. 
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logBia(»-^i)  =»^3953d39 

0,8017646—2 
,   -2)oJ|l008^-l 

Iogco8jd  =  9;97442a0 

logsinv= 9^763043 

•         •    ■    e=il3».43'.38*,8 

Es  ist  also  ,     . 

.*     i'i  - 

«=—  0ö.23'.20",9 

t>=  +  13.  43.38,8  r.r.i.... 

«  +  »=+ 13  .  20  .  17,9  |(«'+r)(W  :f  i}o.46'>,9 
u-i>  =  — U.   6.69,7  "!'.•,'  --,';    "  /.  .  . 

•i    .     •  —.\\\  ...,*.    5-(ii'-t>)==-7  .■b;;'29,8 


w  - 


und  in.d^  Formel.  \..v     '  »      i.i').     ^ 

. .  i«t. .         »       /, 
1  1      ^  • 

liefern  folglich  die  unteren  Zeichen  offenbar  4}iied  •nwaftiven 
Werth  von  sin9>,  der  hier  unzulSssig  ist,  weshalb  man  also  die 
oberen  Zeichen  nehma^i^.  ^  h^  .  ,,^,^ 

eing,= ^ r 

setzen  muss.    Defl^foigo  istnnnzA    '    .  ..  ,<t 

log2=O^109^  '        .      .1 

e  wyv^  log  sin  5-0=9,5228925 

togsin  2(tt+t?)-9,064d659  J 

I  logxos(45<>-4t)*=0,9489266-l 

«ogcos2(i«-r)=9,9966962  ^         9:4718191^ 
19,3626921 
9,4718191 

logsing) =9,8908730  9=51o.  3'.  ST^Ö 
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Dteetf  B«lBpiel.isf  ai|s  Bobiie.iiberg>et'»  Anl^itoiitf  ^eur 
geograpJiilBchea  OTtAbesiimmubgi  G'Sttiaj^e.n  1795.- 
S.  279.  eiitfeiwt»  und  dort»  nadb  der.Metii«de  tod  Do'üwes  be« 
recbnet.  Bohnenb erger  findet  am  Ende  ^acÖP.  0^.  tSfy,  3, 
and  dieselbe  Ansabe  findet  sieb  aucb  in  Littrow's  theoreti* 
scber  und  praktischer  Astronomie.  Tbeiil.  Wien.  1821. 
S.  1 88.,  wo  dieses  Beispiel  gleichfalls  zur  Erläuterung  der  Me- 
thode von  Doüi^ds  b««iittt  wirjliiaber  ohne  es  vollständig  aus- 
zurechnen, indem  das  Resultat  Wohl  mir  aus  Bobo^enberffer's 
obisem  Buche  entnommen  ist  Dieses  Resultat  ist  aber  falsch, 
und  der  Fehler  kommt  daher,  weil  Bohnenberger  am  Ende  der 
Rechnung  (S.  282.)  eine  ganz  andere  Sonnen -Declination  in  An- 
wendung bringt  wie  am  Aniknge  (8.  2^.  ttnd  S.  tbl.),  mttVtth 
— 20.  I6'.Ö6*',0  statt  •-2o.l4^9^0.  Hätte  et  am  Ende,  wie  es  er- 
forderlich war,  dieselbe  Sonnen -Deeiinatlon  wie  am  Anfange  in 
Anwendung  gebracht,  so  wfirde  er  in  seinen  Zeichen  gefunden 
haben: 

H=  360,  42'.  n«J*) 
Abweichung  der  0=*- 2  »H.    Q,0  •  . 

Aeq.  Hohe  =   38  .  Ö6  .  22,7  ' 

Breite  =   51  .    3  .  37,3 

sehr  nahe  mit  dem  vorher  nach  unserer  Methode  erhaltenen  Re- 
sultate fibereinstimmeod.  Die  von  Bolinenber^er  iumC^rumie 
gelegte  genäherte  Breite  war  61^,  Ky.SO",  Streng  genommen 
darf  man,  wenn  man  die  Näherdugsmetbode  voD,pouwes  an- 
wendet, nie  unterlassen,  diese  Methode  wenigstens  zwei  Mai 
hinter  einander  in  Anwendung  zu  bringen ,  um  sich  von  der  nahen 
Uebereinstimmung  der  beiden  erhaltenen  Mäherungswerthe  zu  ver- 
sichern. Thut  man  aber  dies,  so  wird  die  Anwendung  dieser 
Näherungsmethode  immer  weitläufig  ausfalten,  insofern  man  sie 
nicht  durch  den  Gebrauch  besonderer  Tafeln  abkürzt.  Ich  habe 
immer  die  vorhergehende  ganz  genaue  Methode  in  der  Anwen 
düng  sehr  bequem  gefunden,  und  ziehe  sie  für  meinen  eieensn 
Gebrauch  jeder,  streng  genommen,  immer  mindestens  zwei  Mai  in 
Anwendung  zu  bringenden  Näherungsmethode  vor. 


*)    Udbrigtot  itt  absr  hier  b«i   Bolifse  Hb  elfter  a^  a»  O.  iio^h  ein 
anderer  Uechniingsfehler ,  da  zu 

Wni7=9,nö4776 

nieht ,  wie  B  o  h  n  «  n  bevgsir  aagiebt  y 

•ondero 

gehört.  Ich  fahre  dies  hier  an,  weil  Bshnenbeirger's  bekannte»  Bach 
immer  nocb  h&nfig  von  angehenden  Beobaditern  gebraucht  wird,  and 
aadi  weiner  gleich  nachher  Mgendtn  Berechnung  dce  vorhergehende!» 
BeiepieU  nach  der  Methode  von  Bon w es  wegen. 

S* 
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WjU  mao  das  Forh^rgehende  Beispiel  naeh  der  Miranings- 
iDetl|ode  von  Douwes  reänen»  so  miiss  mao  nittelst  einer  genfi 
berten  Polbohe  q>   zuerst  die   genftherten:  Stniideiiwiiikel.  m,    »' 
mittelst  dtr  Formeln 

j  sing-(A-ÄOcosj(*  +  ÄO 

sin  j((D'  +  iö)s j ' 

cosAsiUö-^cosg) 

wo  h  die  in  der  Nabe  des  Meridians  geakOfnntene  Höbe  beseicb« 
D^n  soll »  suchen.  Dann  findet  man  den  zweiten  genäherten  Wertli 
(9)  der  Polbuhe  mittelst  der  Formel 

cost^ — (9)i=sinA-|-2cosJco89)sin »  o>*» 

wo  man  aber  5  wenn  man  sich  bloss  der  gewobDÜcben  trigonome- 
trischen Logarithmentafeln  bedient,  am  besten  noch  einen  Hülfs- 
Winkel  ^  mittelst  der  Formel 

sin^ = 2cosd  cosg>  sin  5-  co* 

bereebBet,  und  dami  (9)  mittelst  der  Formel 


o^r 


cos («-(?)) |=2sin 2  (*  +^) cos ^  (A—-^) 


cos{«-(y) )  =28in  2  (^  +  *)  cos  ^  (*  —  *) 


findet* 

Im  obigen  Beispiele  war  nun 

A=36<>.  41'.  1P,8  <=23«,37'-.  4s0 

A'=sa6  .  33  .  21,0  r=21  .    1  .  19  ,2 

«=—20.14'.  9^,0 

Auch  weiss  man,  was  vorher  .zu  bemeilcen  nicht  nuthig  war« 
dass  die  beiden  Sonnenhöhen  auf  einer  und  derselben  Seite  des 
Meridians  genommen  wurden.  Mit  Rücksicht  hierauf  findet  man 
nun  fSr  die  oben  angegebene  Verspätung  der  Uhr  ganz  wie  vorher 

e=a>'— «=38«.  56'.  37*,5 
2"«=:19  .  2».  18,7 
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Ak  genlberte  Breite  nehnen  wir 

tpsshV.  W.  50" 

mm  und  fShrcD  dana  mit  hier  zweckmSssiger  Anwendung  der  de- 
cadiscben  Ergänzungen  die  Rechnung  auf  folgende  Art: 

A  =3eo.41Ml'',8 

*'=s26 .  33 .21 ,0  , 

A+A' 5=63.14.32,8  i(A  +  A')=s310.  37'.  16",4 


&~A'  =  10.  7.80.8  \ 


(A-Ä')=  5  .  3  ,  55,4 


log  sin  I  (A- AO  =  8,9459242 

logco«  I  (A+AO = 9,9302013 

ectlogcos« =0,000330? 

crflogsin  1^6=0,4771075 

cdl<«cos«p  =0,2028237 

i(<»'+c.)=2P.6'.16",3 

1  («'-») =19 .28.18,7 
«B  1.37.57,« 
|i»s  0.48.58,8 

Iog2=:0,3010300 

logcosd=9,9996e93 

|«gcoMps:9,7971703 

log.sin^a«  =16,3074598 
logsin'^  =  6,4083to4 
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A+>=36.42.    4,4 
Ä— ^=36  .40.  19,2 

^(A+t)-18;21. '2,* 
j(A— ^)=I8.20.     9,6 


log2= 0^3010300        '       ■  ,  ;   ,. 

log  sin  |-(A+t)= 9.4980775       ..... 

l«^co8^(A— t)  =9,9773705 
logcos{*— (9)  1= 9,7704780 

^-,(^)=:_53o.  17'.  42^,6 

'  '    (+03Ö.  17'.  4y',6 
^9?).7-.lr^  2  .  14.    9,0 

i  Öl»i  3<  .  33",6 

Da  diese  Polh5he  von  der  aogenoifimenen  Polhobe  um  meh- 
rere Minuten  abweicht^  so  wfitde.es  mMueriiin  nOthig  sein»  die 
vorbereehende  Rechnung  nochmals  für  die  genäherte  Poibuhe 
9=51^.  3^  33" ,6  zu  wiederholen,  und  einen  dritten  Näberungs* 
wertb  der  Polhohe  zu  suiJien,  denn  fiur  auf  diese  Weise  wird 
man  den  erreichten  Grad  *der  Näherube  prüfen  kennen.  Auch 
weicht  die  jetzt  gefundene  genäherte  Ppihöiie  von  der  durch  die 
oben  geführte  genaue  -  Rechnunff  gefundenen  wahren  PolhOhe 
immer  noch  nahe  um  A"  ab*  so  dass  also  eine  solche  nochmalige 
Wiederholung  der  Näbenihgsfeebnung  in  der  That  auch  keines- 
wegs überflussig  sein  würde ,  was  wir  jedoch  hier  füglich  unterlassen 
können,  da  es  ulis  hi«r  ledigiich  um  die  Erläuterung  der  allge- 
meinen Methode   durch   Beispiele  zu  thun    ist*)    Ist  aber  eine 


*)    Weil  ich  jedodi  die  h^teffeade  lUchnung,  bei  welcher 

getetst  wird ,  atisgefüHrt  hslie^  «o  will  icli  dieselbe  znn  UeberfluM  noch 
iiertetzen. 
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J9r 

WwimMmmg  d«r  Nfibcmnmecliiiiiiig  DSthigj  so  scbeiiit  es  immer 
rommehen  wa  sein,  die  Kechnuptf  deich  gani  genau  nach  der 
in  VorfaerMhendeo  «itwickelteo  und  dorcb  ein  Beispiel  erlänter- 
feo  Hetiiode  ni  fldneo. 


■'"  ^Wlf*-**)"  =  8.»4K«M  ■■■■'■' 


L^mm^^^^  MMMJ» 


♦;•'  '»    ir 

'Ulf 


'\' 


!i 


•  cj  log  CO!» = e,aoi6ftM(     '  ' 

*i-(w'+«)=«l«.  %\  47'%  T  ' 
i-»=   0.47  .    14,5 

»     L    .1    '  i#gji=;o,aota3oo 

iogcoa^=9,9996603 
logcot9  =9,7983158 

V  l»g.tin  ~o»«=16^60740 
logdoV'=  6,3760891 

•      •   '  v==  00.    0'.49",0 

.      jmiK.  Ä+Vr=5?S6  «4»,    0»8 

A— V»=86  .  40  .  as,8 

j(*+^)=i».«i  .    0,4 

L  (A-y)=:18  .  SO  .  II  ,ft 

log9=O,3010M0 
lög«ill  ^(A>f  V')^9,49006«0 

Ugleo»X(i|«i^)  3s:9,B778a9» 
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i.  16. 


••ti'.'oifi-  f. •.,"/'' 


Auf  das  in  6.  13.  und  §•  14.  berechnete  Beispiel  wollen  wir 
nun  auch  die  in  $.  12.  ecilehrte  Confi[tniction  anwenden«  wobei  ich 
bemerke,  dass  ich  mich  bei  aer  AüajBhnitig  dieser  Construction 
zu  dem  Auftragen  der  Winkel  und  Linien  eines  mit  einem  Nonius, 
der  Minuten  angiebt»- versebeo^eN  Bouasoien- Transporteurs  und 
eines  sogenannten  tausendtheiligen  Maassstabes  >  welcher  letztere, 
nicht  sehr  sauber  auf  Messing  «migctragen,  keine  sehr  grosse 
Genauigkeit  gewährte»^  bedient  habe.     ^. 

Damit  S  positiv  we^de^  setzen  wir  jetzt: 

1=16».  37«.  49»,        lÄ=i=3*>.  33'.  0",00; 
1^=16.    8  .  25,        ./i'=öO.    3.  38,70; 


und 


so  ist 


«=290«.  22at^50^  "   Ä=  8ö.  22'.  35",45; 
«'=211  .  44.54,88,       Ä'=20.  10.  56,02; 

d=15(«-«0— («— «')=-76o.  W.  22", 62. 


^^^=1-2.14.     9,0 

=      51«.     8'.  88-%l 

Dieter  Werth  der  PolhAhe  weicht  ron  der  angenommeaen  genäherten 
Polhöhe 

61  o«  a'..3a'',6 

nur  bloM  noch  um  wenige  Secanden  ab.  Der  oben  gefundene  genaue 
Werth  der  Polhcihe  ist  ...  ., 

510.  3*.  37*',5 

wogegen  der  vorher  gefundene  Käberungswerth  nur  noch  um  0'%6  su 
groM  ist.  Streng  genommen  wurde  man  die  Näherung  nun  immer  noch 
einmal  wiederholen  mueeen «  d«  man  noch  sn  keiner  Tollttandigen  Ueber- 
bereinstimmung  mit  dem  sum  Grunde  gelegten  Nähemngtwerthe  ge- 
langt ist,  woraus  sich,  wenigstens  nach  meiner  Meinung,  ergiebti  das« 
die  obige  genaue  Methode  der  Kaherang^methode  in  den  meisten  Fallen 
Tonuziehen  Ist,  wenn  man  die  Näherung  bis  su  einer  Tolligen  Ueber- 
eittstimmnng  zweier  auf  einander  folgenAan  Mherungswerthe  treiben  will, 
was  doch  natürlich  eigentlich  die  Strenge  und  Schärfe  der  Rechnung 
erfordert. 
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Wey  die  HShe  A  auf  der  Q«taeUe,  die  HSbe  hf  auf  der  WesUidte 
des  Meridiane  genonihieo  Worden  ist,  sb  ist 

.  180»<»<36PJ>,  0<a'<180<» 
uDd  in  der  Formel 

wo  Dar  i=0,  -^l,--K  iriii  fcanh^ist  aleo  oinbar  1=-|-1  zu 
aetzcD,  welches  giebt: 

Nun  ist  i 

.    .r     ;.'■.';.'  -'■ 

d=  8».  22',  38",45  A=33<>.  33'.  0",00 

90«-d=a81;»r.  24,8»:         fl0ft-*=56  .  27  .  0,00 

90»— *=56.  27.    0.00 

..  .13ß.  ,  4.  .24,55  =  (9I>»^«)  + (9po-A),. 

25.  1».  24;88  =<«0o-«)— (90«-*); 
09.    2.  12,87=5-t(90ft-^  +  (90»-:A», 

...     12..35.ia.27=5'H90»-T«)-r(900^Ä)i.;    '    ■   . 

^'=20.  ,10,  56,02  ....  ,.  A':^50o.    3'.  38,70 
90»— «'=60.  49.    3;98  9ÖO-A'=30  .  56.  21,30 

90»— A'=39.  56i,ai;a>     :.     .-.  ,,;      i.iM  .•     .i-.// 

109.  45.  26,28 = (90»—«')  +  (90»-A') , 

29.  52.  42.68=:<90»i-d')  — (90ft-A')i 

54.  «L  4a,64Ä2-{(90»4-«>-K«OT-A<>U   ...    ,m , 


14.  56.  2l,i45=2:«9O»-^4'.)-n-(0^A')l- 


Bis  auf  Minuten  abgelcfirzt  ist:    ;,,..,         ..;,;..   ii.w..s  ■).., 
e=:v-«'=:283».  44' 


und 


1^  {(90»-d)-(90»-A))=12  .35; 
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also 


l|  *«««g.t.(90<W^)TKS09-HA)J»2,6IO 

taogiu90»-Ä0  +  (909-*OJ=l,4a2 

'     »     ,  •  •  •  ^ 

Die  CoDstr^cflon  aiifTafl.  ist  iblttelstcler  obigen  immeruicheD 
Werthe  ganz(>adi:  4«r  te  f.  19.  g^tfQtMUiejt.lAHljßitang  aasgefiabrt 
worden,  imd  die  betreffende  Figur  bedarf,  als  Töllig  darcn  sich 
selbst  ver^tfUiiHicIi,!  keim^r  weiter^  Erlävtenpg.  Der  Radius, 
'^ ""  *    ■  '        preus- 


dem  Maassstabe  gemessen»  finden  sich: 

UT.^,  • ''-    •  •  ÖC=0,350  und  Opkilki^ '  ' 
welchen  Linien  als  Tangenten  die  Widkel  -)<•  . 

.    \-     .:      m  ir  und.  81^:7' 
entsprecheti^'  -BSe  ers^  £nifermiiig  gifiU  abo. : 


und  die  zweite  Entfernung  giebt 


»i.i...»'    1- 


1(900-9)  =45« -|-9=:Slo.  7'. 

Da  sich  aus  dieser  le(sit»reii  ^Mchusg  ein  ,bier  nicht  zulässiger 
negativer  Werth  von  q>  ergiebt,  so  kann  bloss 

I 
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sein.    In  §.  13.  ist  gefunden 

'  ^=81».  38» 
aJso  1 

t)0»-9)=3»».28',  te»-  \q)=  19».  U' . 

9,5=51»   32«.  ■;  '      "'  ■       ■    ' 

i     I     i      -u  w-  •       .'»•.   .  '      •  "•;'■•  

läh  ttbmbe  abe^^  da48  mao'  M  Aof^eadang*  poch  «Ssaeref  SnH'f)' 
ftit  oei  AiififlihnMie  der .  Gmiatiwti^o  elae  .noch  bes^^er/e  Ueb«rr 
ciBfltitiiinnfag  awiacbm'GoiMtivctMNi  and^Badtoung  hlUta  .emiH^iMNP 
konneo.    :       -'  t      ..    .,  . 

Für  den  Puobt  CV  wcfob^r  d«r'tW2jiren,PoUi9fae  iei^apricbt,  itt 

also 

folglich  nach  $.  12. 

*Mg 2  Ä  =  tangg  (»+»0=^  cot^ e  =  ijcotg- ö, 

wo  nach  dem  Obigen 

j  e=  J4I«.  81'.48",89=141«.82'. 


Nnn  ist 


|<^  cot  1^9=10,1051062. 
logll=  1.0413927 

logtang^  a=  9,0637165« 
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Also  ist 


~Ä=:i(»+«0=173  .  23 

CO  =315  .  16 
»'=  31   .  31 

was  nicht  viel  von  dem,  was  wir  in  §•  14.  gefiiiMien  hafeitti,  'ab- 
weicht, wenn  man  nur  nicht  unbeachtet  IlMt,  dass,  was  m,  af 
in  §.  14.  war,  jetzt  natürlich  respectiv'e  m',  m  ist 

Ich  halte  die  vorhergehende  Constmction,  namenflich  in  der 
Erweiterung,  welche  ich  ihr  für  das  Problem  in  seiner  allgemein- 
sten Gestalt  gegeben  habe,  und  da  sich  auch  aus  ihr,  wie  ich 
gezeigt  habe,  leicht  die  8tundenwinkel  herleiten  lassen,  fär  in 
keorefischer  Rflcksicht  sehr  bemerkenswerth ,  glaube  aber  auch» 
dass*  sich  wegen  Ihrer  leichten  Ausfährbarkeit  wohl  auch  manche 
^weekinUssige  Anwendung  in  der  Praxis  ven  ihr  machen  lassen 
dürfte.  Es  würde  sich  selbst  leicht  ein  besonderes  Instrument 
angeben  lassen,  durch  dessen  Anwendung  die  Ausfiihrung  dieser 
Constrüction  noch  mehr  erleichtert  werden  würde.    - 

Vielleicht  findet  sich  der  eine  oder  andere  Leser  veranhisst, 
über  ein  solches  Instrument  weiter  nachzudenken  und  das  Ergeb- 
niss  mitzutheilen. 
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Hefter  die  Bedlngiingrf  unter  welcAer 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Hessel  • 

an  der  Unirertität  sn  Harburg. 


Lehrsatz. 

WeDD  e  die  Grundzahl   des   natQrlichen  Logarith- 
we»«yst«ni8  ist  und  es  ist  «  {^asitiv,   so  ist»  wenn 

a>V7*) 
ist»  aach 

gleichviel  welchen  Werth  man  der  Zahl  x  giebt. 
Beweis.    Es  Ist  a'>d?»  wenn  x.la^lx  ist,  d.  h.  wenn 

ist 

Da  ab^   diese  Cngleichnng  fffr  jeden  Werth   von  x  gelten 

soll»   BO  muss  sie  insbesondere  auch  rar  jene  Werthe  von  x  gd- 

Ix 
«Hl  »weiche  die  grtosten  Werthe  ron    —  lierem. 


«)  Ve=  1,4445S8....  well  e=:S,718aS18. 
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Um  diese  zu  finden  sei 


Ix 


Es  ist  danu 


1 ix  — Zx-\-2xlx 

dy  =     ^     ,dx  und  d^= -5 (Ar)*. 


Setzt  man 


dy  _  1— to_n 


1, 


Ml  evsifht  ro^n:S(>gleich,  dass^  wenn  1  — £bssO  bt»  auch  Ix 
also  a:=e  ist»  dass  daher  daiin  hsz-,  also  a=VTist,undda88, 
weil  fflr  d?=e  auch 

d^  1 

eine  negative  Grosse  ist,   der  gefundene  Werth  von  --=:'-■  ein 

X         c 

Ix 
Maximum  von  —  sein  müsse. 

X 

Um  aber  zu  untersuchen ,  ob  fUr  positive  Werthe  von  j?  keine 
anderen.  (vLelUichtgrosseceD>. Maximal  von  ^  jnehrvoifcenunen»  so 

X 

sei 


1)     ^=e+|,  abiy=^JJ^ 


Es  ist  dann 


I  ..\  '      ».,       VrriTÄ/  ,  .  i    '       '       ..»•>•'     I 

0 

und  dieser  Werth  ist  f&r  jedeii  positiven  Werth  von  £,  der  zwi- 
schen |  =  e  bis  £=QD  liegt,  sicher  stets  negativ,  weil  Ue+Q^U, 
also  >]  ist. 

lE^s  hat  alsp.  heim  Wachsen  von  x  z wischen. ar=.^^, bis  ;r=Qc, 
jL  h.  beim  Wachsen  von  |  zwischen  ^=0  bi^  ^g=qp3.'die  Grosse 
y  stets  ein  negatives  Differential,  ein  negatives  Wachs  thuro,  d.  h. 
y  nimmt  hierbei  stets  ab,  erteicht  «Iso  bsineii  Werth  Inebr, .  der 

^—   ist. 
>e 

2)    Ist  andererseits 
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aszse-i,  also  ä^-thttV 


wobei    S  ^  0  ond  ^  #»  abo  ;r  ^  e  und  ^  0  ist»  so  ist 

and  da,  fir  1"^«  «bd  ^Q|^  auch  /(e— £)  s;/«,  also  <1  ist,  so  ist 

auch  hier,  foetm  Wachse»  von  t  zwischeo  |=0  his  |=:e,  d.  h. 
beim  Abnehmen  von  x  iwi^hen  x=^e  bis  jr  =  0,  der  Werth 
von  dg  stets  negativ,  also  y  stets  abnehmeod,  so  dass  «  zwi- 
schen x=e  nnd  j?=:0  keinen  Werth  mehr  erreicht«  der  s^-  wfire. 

Ix 
Es  ist  also  swischc;n  a:=0  bis  d?s(X  der  Werth  von  y=  — > 

welcher  za  a:=e  gehcM,  d«  h.  der  Werflr  - 

der  grSsste  Werth  von  --,  und  es  eidstirt  zwischen  diesen  Gren 
zeo  kein  anderes  Maximum  von  —  • 

X 

Es  muBS  also,   wenn  (är  jeden  positiven  Werth  von  x  stets 

a'>:r  sein  soll,  fa>-->  also  a^V^e  sein. 

e 

Was  nnn  negative  Werthe  von  x  betrifft,  so  ist,  wenn  a  nur 
positiv  ist,  ohnehin,  falls  x=: — v  gesetzt  wird,  stets 

eine  positive  GrCsse,  mithin  stets 

Auch  ist  ohnehin  a^=l  also  a<'>0. 

Es  ist  also  fär  a>V^e,  (lir  jeden  Werth  von  x,  stets  a^^x. 
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Anmerkang.    Die  wichtigsten  zasammen  gehörigen  Werthe 

Ix 

von  X  und  von  y=  —  sind  folgende: 


ar=0 


y=— OD    y=0 


:r=:l 


1 

M&iiiniiin 
▼on  y. 


,  =  ^=0,37663... 

nen  voB  «»  ans  -*«  in 
+  tter.    .  .' 


»=0 


Sonstige  interessante  Werthe  sind: 


xsz^ 


n 


'•«*=*^«;ii' 
>=—»«". 
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Heber  drei  Uauptarten  Ton  Iioyuritli' 
mensystemcni. 

Vim  dem 

Uenm  Professor  Dr.  H  es  sei 

aa  der  UniTenitit   z«  B|arbar§. 


Aas    dem    im    Torhergelieiideo   Aufsätze    bewieseneii    Sats« 
(ijiehe  Seile  03<>  > 

•  —    • 
,,Wenn~a>V^O»  so  ist  für  jeden  Werth  von  ;r. stets 

ergiebt  sich  als   iotefcissaote  Folgerung    eine   merkwfirdige  Kn* 
theilang  der  Arten  ton  Logarlthroensystemen. 

Man  ersiebt  nämiicb  sofort: 

1)    dass  es  Logaritbmensysteme  giebt^    in  denen  jede  Zahl 
(Z)  grilsser  als  ihr  IjogariUwAe  (log.art.^  ist.  Es  sind  diess  alle 

« 

jene  Logaritbmensysteme/ deren  Grundzahl  a>VT  ist;   flir  diese 
ist  also  bei  jeder  beliebigen  Zahl  Z  stets 

Z>log.art.Z; 

dass  demgem&ss  insbesondere: 

1,1)  bn  nftlflrlieben  Logarithmensysteme,  wo  <p±e±s2, 71828... 

'  also  a>VT 

'        >1,444Ö6» 

.  ist,  aaeb  rZ^iZ  s^i»  muss; 


I 


•)    tf  =8,7182818...  und  Vr=  1,444508..^^ 
Theil  UV. 


I 
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das«  ebenso 

1,2)  im  Briggischen  Logarithmensysteme«  wo 

a=10>  VT 

ist  9  auch  Z>logZ  sein  muss; 
2)    dass  es  ein   Logarithmensystem   giebt,    in  welchem  die 

e 

Grundzahl  a=VTist,  welches  die  merkwürdige  Eigenschaft  be- 
sitzt, dass  in  ihm  ein  Logaritfaae  existirt,  weicher  der  zogehori- 
een  Zahl  gleich  ist,  nämlich  def  Loge«  dass  aber  Jeder  ander* 
Logaritbme  darin  kleiner  ist  als  die  dazu  gehörige  Zahl. 

2. 1)  Ist  namKch 

«  i 

so  ist 

also 

logarte=e. 

2.2)  Ist  ferner  Z=a*«=/'*'^«^=e»,  ond  es  ist  jr  ^  1     und 
nicht  =1^  so  ist  j?.e<e',  also  log.art.Z<Z;  denn  wäre 

x.e^e'^    so  mfisste  ^>^   sein-    Dft  ouo  aber  für' 
auch 

ist,   und  demgemäss  ßlr  a:-^I=:0,    also  f&r  ^=1,  aoch 

y  ein  Minimum  (nämlich  tp=e)  wird  (indem  flir  f edes  x, 

, ,    A%»  >1  ist,   beim  Wacbsen  von  a   der  Werth.  ^ron  y 

wächst,  bis,  bei  :r=-|-ODy  auch  1/=:  — =  qd  wird,  und 
auch  (ur  jedes  o;,  das  positiv  und  <1  ist,  beim  Abneh- 
men von  Xy  der  Wecth  vo»  y  wichst»  bis,  bei  ar=-f  —  > 

auch  y=:-^-pr=^  wird),   so  folgt,  dass  ffir  jedes  po- 


a) 
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aliivex,  da8>  oder  <li8<,  bei a=Vc,  auch  stete 
Zahl!M€t.«rt..i  ?f^7  e'>e.a:  sein  inusa. 
Da  Dfii,  DfitiehiD,    ffir   eiD^n   negativeii  Wertb   too 

e 
:r,  a^'^^  fB.e  ist,    so  ist  bei  a=VT  jeder  voo  +«  ver- 
scbiedeii«   L*g«rtthmiis    kleiner    als  aie    dazu   gehurwe 
Z&hl: 

iog.art.«=69 

•     l?g.art.(€+Jfc)<(6±Z). 

3)  «k^ss^^e^  l<^|^ritbni#0systeine  giebt»  in  welchen  auch  Lo- 
Ij^rithmen  existlrinv;  die  grosser  sind  als  die  dazu  gehörigen  Zah- 
len (neben  1^9^99  4^riP?.i|^i;  betreffenden  Zahl  und  neben  anderen  die 
^  als  die  betreffenden  Zahlen  sind).  £s  sind  diess  die  Logarith- 

mensysteme,    deren  Grundzahl  a^V~ei8t 

:  .         ■  ..vi;  :.!•  •;•       ft  .  .'  •' '  I» 

.-L  1.1. 

Ist  K(fin)lic|i>a^=3e>^  also,  .«^e*,  so  ist  a*«=:e,  aUwt       ;.  ^  , 

I  '  •    J  . 

Es  ist  aber  zugleich  femer,  fBlh'2t^iifl^=e*  ist,  auch 
d.h.  log.art-Z>Äi/^^°"  •^^^S-' 


d.  b.  wenn 


Ut. 

Ist  nun  z.  B.  f&r  «=4  gefanden: 

e'      1    , 

"  =  T  =  4«*' 

SO  ist,  wenn 

/In        ^      »• 

i»t. 
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a)    für  xz=z4,  auch  \og^z=znex, 

80  da^s  logjSäsZ^    >'^ 

'  •    '     '  '  ..  '•      3    '    :  3 ""  *    *  ;  • 

/ 

so  das8  logZ>Z; 

c)     für  a:  >  4}  .  .        .      1    ^       ^ 

B   ui  ■  g}  ^  »uohlog^;^c=sj:e*.€.5 

Anmerkung.    Was  das  Logarithmensystem  anbelangt,  des- 


'\    i. 


sen  Grundzahl  a=V^e  l    iat,  in  welchem  Z^^a^^^e^  ist, so 

=  1,444568) 
ist  bei  ihm  lög.artZ  =«./Z,  d.  h.  man  erhält  den  log.aH.^,  v^enn 
man  den  oatfirlichen  Logarithmen  von  Z  mit  der  Grundzahl  e  des 
natfirlichen  Logarithmensystems  multiplicirt. 

Auch  folgt  aus 


i.-. 

Z=iOl=:<$'S=g-', 

dass 

«-y.«0. 

und  dass 

^^ 

'     e^=(eJlO).g, 

dau  alao 

|log  .  art 

!        e       [Z=(e.ftO).log.bfigg.Z. 
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Zwr  «lemeiitareA  Quadratur  des 
Kreises. 

'    '  Von  dem  i      ;      . 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schldmitch 

«D  der  techoitchen  Bildangtanctalt  in  Drecdeo. 


Bezeichnen  wir  mit  JE«  die  Fläche  dee  dem  Kreise  eiogeecbrie- 
beoen  regulären  nEcks  und  entsprechend  mit  ün  die  Fläche  des 
umschriebeDen  regebnäasigen  Vielecks  von  n  Seiten»  so  finden 
zwischen  den  Tier  Grbsseo  En»  Vn,  Evt,  ü^  bekanntlich  fol- 
gende Beziebpngen  statt: 

mittelst  deren  man  ans  JEn  und  ün  z^nl^chst  JE^  und  darauf  ün 
zn  berechnen  pflegt.  So- einfach  > diese*  Formeln  an  sich  sind»  so 
Ist  doch  die  Benutzung  derselben  zur  näherungsweisen  Berpch- 
nong  der  LudGJ[ih'schen  Zahl  etwas  mühsam,  da  man,  bei  fi±=4 
anfangend«  bis  zum  3!2768Eck  geh^n  muss«  um  7  Dezimalstellen 
von  7t  zu  erhalten;  dieser  Umstand  hat  bereits  Herrn  Prof.  Kunze 
zur  I^efuroduktion  der  ^  Gregor^'scben  Näherungsformeln  .  verap- 
lassty  welche  schöii  beim  ^S&^ck  dieselbe  Genauigkeit  darbieten 
wie  auf  jenem  Wege  das  S^iTöSEck,  und  es  können  die  Freunde 
einer  synthetischen  Betrachtungsweise  die  genannte  Darstellung 
gewiss  als  Mnster  derartiger  Ableitungen  l>etrachten.  Um  aber 
auch  den  Verehrern  heuristischer  Methoden  zu  genügen,  gebe  ich 
hier  ein  Seitenstüibk  zt  jenet*  i>arstellung,  dem  mitn  wenigstiens 
die  Kürze  nicht  absprechen  wird. 
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Um  zunächst  bequemere  >  Formelo  su  haben  >  f&hre  Ich  die 
reziproken  Werthe  von  En  und  17«  ein  und  setze: 

3)  je;=^"''  d;=  ^•' 

wodurch  die  Formeln  1)  und  2)  In  die  folgenden  übergehen: 

4)  £^=V(^'  Ö'n). 

Nach  einem  bekannten  Satse  d^r  Arithmetik  darf  man  für  das 
geometrische  Mittel  zweier  Zahlen  a  und  a  +  d  das  grossere  arith- 
metteekfeMkM^MM^.ii^fyD  ißf  4Midl' lMfMl»i#  F^«  wel- 

eher  weniger  als  ^  betilg|,.jdiiiiaellangten  Grad  von  Genauig- 
keit nicht  beeinträchtigt*).  Benutzen  wir  diess  von  irgend  einer 
Stelle  ^fpfi«  ^f^ß^d  tnßy  so  finden  -wir.de^,,E^fii|^  nach: 

*)     Et  ist  nämlich  identisch 
«ud  Mglich,  daroii  W^laMiiiig  y^n  ^4P , 


Sei    ferner  f  der  Fehler,    welcher    begangen    wird»    wenil  man  Vtatt 
Va(a-}-d)  das  zu  grosse  u  +  ^d  «eist«  so  hat  man  ,  i 


Vaia-^fO  —  ^  +  l^--^ 


oder 


/+v:5(5+;ö=<i.irirf.    ,/;:.■■''■.'.'''' 


innü  daraus  ergicbt  sich  durch  beiderseitige  Quadrirviig  •  '' 

i/vT^ia+S)  +r'  =  \d*,  ■■;■■  ,^  ;;•; 

'öiAer,  wenn  man  linker  Hand  a  for  A-f-^  «etst  and  /*  weglft«yi,'Wodareh 
'^e  linke  Seite  XU  Hein  wird, 

cXlttiniu«  ftlgt-der  im  Texle  beBUtvIe  Sats,    duss/   w/^a\gp9  ^    gL^ 
tragt.  '      -■    '•     ♦«*•■> 
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i.= 

•+rf. 

ft= 

a. 

*w« 

«+irfi            , 

^.= 

:a+frf, 

xj|#= 

a+j«^hjd. 

«  +  jrf+ßd. 

^= 

«+Wr**-^^ 

*  111 

a.  8*  w.  , 

Das  6«8etz,  nach  welchem  sich  diese  AüsdrCIcke  bilden,  ist 
leicht  ZQ  übemefaen;  die  Werthe  von  U  eiithsHen  immer'  dner 
geoinelriscke  ProgTessien  des  ExponfHülen  j  .als   Fsktor  yoo.,dw\ 

nnd  die  zogeborigen  Werthe  von  £  differiren  nur  darin  von  lehnen» 
dass  ihr  letztes  Glied  das  Doppelte  von  dem  letzten  Glieae  des 

U  betrSgt    Die  gemeinschafUicbe  Gränze»   g^g^A  welche   die  £ 

«  1 

und   U  convergiren,    ist  — ,    wenn  wir  den  Radius  des   Kreises 

=  1  setzen;  so  ergiebt  sich  deiM  die  Formel 

-=a+jif+jgd+gjrf+2ggd  + 

und  wenn  man  fär  £«  nnd  17«  ihre  Werthe  setzt,   so  findet  man 
fllr  n  die  nicht  übele  Näherangsformel 

0)  TtZ^ 


2E.+  V.' 


Der  dabei  begangene  Fehler  beträgt  weniger  als  g- »  d.  h     weni- 
ger a|s 
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(i.^b.y    (U.s.)^  ..'.-. 

Um  diese  FehlerbestimmuDg  etwas  bequemer  zu  macheo,  bemer- 
ken wir^  dass  för  «>3  auch  £«>J5b,  d.  h.  £«S  jV7  und  je- 
denfalls 17« > 3  ist;  demnach  haben  wir 

8£.M;,>8.g.3>40,  I 

und  folglich  beträgt  der  beim  Gebrauche  der  Formel  Of  begangene 
Fehler  weniger  als  7n(l/«^£«)^.    Bieroach  i#t  es  sehr  leicht  die 

Ludolph'sche  Zahl  schon  aus  Vielecken  von' geringer  Seitenzahl 
mit  vieler  Genauigkeit  zu  berechnen;  man  hat  z.  B.  fiir  i=256 

U^  —1^=0,0004731  <  igs , 

nüthin  ist  in  diesem  Falle  der  FeMer  kleiner  als 

1  ^  —  ^    ' 
40' 10«  ~  10«* 

wotaus.iu  ersehen  ist»  dass  man  ans  JS^m  ^^  C7^^ -wenn. fetz* 
tere  auf  eine  hinreichende  Stellenzahl  berechnet  smd,  acht  rich- 
tige Dezimalstellen  fiSt  n  enrhalten  kann-.  Diese  flfloht^B:  Andeu* 
tungen  m5gen  die  Brauchbarkeit  der  Formel  6)  zur  Genüge  be- 
weisen^   .'',.. 


t  ■ 


Bemerkimg  über  die  Comverg^ut  der 

pieilieii. 

...  Von  dem.    i  . 

Heim  Professor  Dr.  O.  Schl'dmilch' 

'.I        »   ■" 

i    m  dev  technUehen  Bildang«kii»talt  sä  l>  re  •  d  e  ■• 


Zufolge  eiaes  Theoremea  ?oo  Ri^^be  convergirt  oder  diver- 
girt  die  unendliche  Reihe  ' 


■r        f        ^    .       { 


jenacbdem  der  Gränzwerth  voh 

mehr  öder   weniger   aW  die  Einheit,  beträgt    Man  kann  diesem  ^ 
Si^tse  floch'eine  etwas  andere  Form  geben ,  welche  in  vielen  Fäl- 
len  bequem  sein  yi^ird.    SeUen  wir  nSmiicb 

■     :     3)     ^    '     .».  .      tfüSSeV-»      '■■.—  • 

so  coovergirt  oder  divergirt  die  Reihe»  jenacbdem        ,    , . 

:. :. ;   Liro{n(«Wi-l):|    ^      . 

gtOss^-  oder   kleiner  'itk  die   Einheit    iiüilmit.'    Nun  ist   aber 
identisch  .    .   ' 
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und  folglich  der  Gränzwotii  hiervon  gleich 


«--«L 


[Lim  ""^ J^^  ']  •  {Lim{n(tn'-UH)  \l 
Nach  dem  bekaooten  Satze,  dass  filr  unendlich  abnehmende  9 

Lim  — g — =  1 

ist,  läflst  sich  der  Grftnzwertb  des  ersten  Faktors  bestimmen»  indem 
man  d^zU-^U^i  nimmt  und  voraussetzt,  dass  die  Differenz 
e»— ^4-1  unendlich  abnehme.  Die  Eotscheidung  der  Converffens 
oder  Divergenz  hängt  jetzt  nur  noch  von  dem  zweiten  Faktor 
Ijim{n(tn — ^»+1))  ab,  und  diess  giebt  den  Satz: 

Die  uBeti^4ieiie  R^lhe 

««^o  +  u^'  +  c^-f  e«»+ 


coDvergirt  oder  divergrrt,  jenachdemder  Gräoz- 
wertb  von  H^T^^ff)  grösser  oderJkJeiner  als 
die  Einheit  wird,  vorausgesetzt,  dass  die  Dif- 
ferenz tit^titH  ^'^^^  ^^^  Gränze  Null  nähert 

Setzt  man  aus  der  Gleichung  3)  rückwärts  för  U  seinen  Werth 
/(»■),  so  ßihrt  der  vorige  Satz  auf  den  folgenden: 

Die  unendliche  Reihe 

Uo+t^  +  tta  +  ti3+,...  •';' 

convergirt  oder  di^vergirt,jenachdem  derGJänz« 
werth  von  '        •  •     •    ' 

f   r  * 

mehr  oder  weniger  als  d^ie  Einheit  beträgt. 
' .     Vorausgesetzt  wird  hierbei "  afferdings ,  dass  fe-r^ii ^K  "^/ 
sich  der  Gränze  Null,  folglich  — —  der  Gränze  1  nähere,  aber  es 

•Hl 

liegt  darin  keine  Beschränfamg.     Man   weiss  nämlich,    dass  die 
Reihe    Uo  +  Ui  +  etc.    convergirt     oder    divergirt,     jenachdem 

Lim  — —  kleiner  oder  grosser  als  die  Einheit  ist,  und  man  wird 

das    obige   Criterium    doch  tnkr   In    dem'   Falle    anwenden,    wo 

Lim  — ^  =;  1   ist  und  «an.  sich . desawegisn  .mb|i  eiq^^m  anAaren 

Kennzeichen    umsehen   muss.    Mit  anderen   Worten ,    die  *  b%ige 
Regel  tritt  erst  da  in  Kraft,   wo  die  gewöhnliche  Regel  versagt 

Wenden  Wir  diess  t.  ß.  auf  die  Reilie 
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«a^   w»  «Ms:^»-  ^<*  folgt  W  <A®T  Stelle 


IM^idr  =coa«eigi«t  iie  iMb«  fiOr  f»>  I.  wie  bekutor  wl. 


,     Tl. 

VelrangsaiifgalKen  für  Ikslittlfer. 


Von  dem'Herru  Professor  Ilr.  Ü.  Seh  15 milch  an  der  technischen 
BUdnngMnstaU  sa  Dresden. 

I. 

Man  soll  die  folgenden  der  Geometrie  der  Lage  angehSrigen 
Eigenschaften  des  Dreiecks  und  Vierecks  beireisen  una  die  ver- 
möge des  Principa  de r  Redprocit&t  thoeB  .entsprechenden  Corre- 
late  aufstellen. 

1)  t^on  einem  Dreiecke  abc  «ind  die  3  Seifea  ajk,  bc,  ca 
verlängert 9  bis  sie  eine  willkührlicli  ausserhalb  gezogene  Gerade 
MO  in  den  Punkten  p,  q;  r  schneiden.  In  jedem  der  Punkte- 
systeme {a,  bf  p)f  (b,  Cf  q)i  ic,  a,  r)  construirt  man  den  jedesma« 
ligen  vierten  narmonischen  Punkt,  welcher  zwischen  die  zwei 
«■Hier  zifewt  peMnnten  PfuMe  fiilk;  heiBsen  &,  b',  a'  die  so-^t- 
«landene»  drei  jn^uen  PnnMe,  se  scbiei4eB  siob4i6  Gcradeftion^» 
bb\  c&  in  einem  Punkte 
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2)  Die  vier  Seiten  aby  fic^  cß,'  da  Aines  Vierecks  sind  ver- 
längert, bis  sie  eine  wilikahilich  ausseAallb  gezogene  Gerade  uv 
'^^  Pf  g»  T9  s  schneiden.  Construirt  man  wie  vornin  die  zugehö- 
rigen vierten  harmonischen  Punkte. a^  V,  &,  d'  tu  den  Punkte- 
Systemen  (a,  6,  p),  if^y  t^  q)i  etcj*  so  bestimm^  «Reselhen  ein 
Viereck,  dessen  uegenseiten  a!h\  dd*  und  6V,  d'a*  sich  in  zwei 
Punkten  f  und  g  der  willkühriichen  Geraden  wo  schneiden;  zu- 
gleich liegt  f  mit  a  und  c^  g  mit  h  uftd  d  tu  einer  Geraden. 

3)  Sei  wieder  abcd  ein  Viereck,  h  der  Durchschnitt  von  ab 
und  cd 9  k  der  von  bc  und  dm\  verljiogert  man  die  :dri^i  Diagemir 
len  ac,  ftd,  hk  des  so  entstandenen  vollständigen  Vierecks  bis 
sie  eine  willkQhrlich  ausserhalb  gezogene  Geraoe  uv  in  p,  f ,  r 
schneiden,  und  construirt  in  den  Punktesystemen  (a,  c,  0), 
(6,  d,  q).  (A,  k,  r)  den  jedesmaligen  vierten  harmonischen  Punk^ 
welcher  zwischen  die  zwei  immer  zuerst  genannten  Punkte  füllt, 
so  liegen  die  entstandenen  drei  neuen  Punkte  in  einer  Geraden. 

Welche  schon  bekannten  Sätze  folgen  hieraus ,  wenn  man  die 
willkQhrliche  Gerade  uv  unendlich  weit  wegrücken  lasst? 


II 

1)  Man  soll  einen  gegebenen  Kegel  mittelst  einer  Ebene  so 
durchschneiden,  dass  die  ihrer  Fläche  nach  grösste  Parabel  da- 
bei zuny  Vors^^io  ko^dlDt*     i     ;^..  ,    if,-.,*       ,-['*>J 

2)  Einen  gegebenen  Kegel  mittelst  einer  Ebene  so  zu  durch- 
schneiden, dass  der  Rotationskörper,  welcher  entsteht,  wenn  man 
die  als  Parabel  vorausgesetzte  Schnittfigur  sich  um  ihre  Achse 
drehen  läset,  den  grossten  cublscben  Inhalt  bekommt. 


•    .  ■    ni.  ...  i\ ^ 

•»    ;   •  <..     1  ....  ,       I-   • 
Arithmetisches  Tbeofbm;,     <:  : 

Sei  N  eine  beliebige  ganze  Zah)    und  in  ihre  Primfaktoren 
zerßLllt,  60  dass  man  setzen  kand:  •   rr  .     .1 

•  •  i  ■        . .  .• .      ■  .  .    .     .  '  • .  I      f     l     • 

seien  ferner  P^,  P,,....Pn  die  relaäve«  PrMisalilen  zu  N.,  wicfahie 
kteinef  als  2V  selbst  sind  (Pi  =  l,....M.=iV«-l),  so  giH<fllridie 
Summe  ihrer  tuten  Potenzen  die  Formel  ' .  ' 
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1       '   (    .:)...-•;  »         •:•  ■  ..I  ! 
+  Jm,  B,  iVi-»'(l-a)(l-6)(l-<) ..... 

I 

Hier  bedeotCD  m«^  m«,  •....  die  Bmomialkoeflizieiiten  des  ganzen 
Exponenten  m,  2^,  ^....«  die  Bernoulli'schen  Zahlen  der  Reihe 
nach. 


.    . .  L  e  h  r  8  a  t  '^ 

Wenn  y:=if{x)  die  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogene 
Gleichung  einer  ebenen  Curve  bezeichnet, Mi(Felche  sich  ins  Unend- 
liche hinaus  erstreckt  und  immer  mehr  ¥pn  der  Abdcisselmchse 
entfernt  [/'(od)=od],  so  ist 

.    '.      '  •'...."<* 

•';'••'■.,.'•  '■•  "■■  •;»,=VÖTÄ4-.i)l!-**  •  ••..■'■■  •• 

die  Gleichung  einer  asymptotischen  Curve  zur  ersten;  h  V£tA'»k 
bedeuten  hier  willkährliche  Constonten.    ¥^  y=r^    >•  B.   wird 

und  diess  ist  die  Gleichung  der  Hyperbel  alcf  asymptotlsölier  OürreV 
[Der  Begriff  der  Asymptote  ist  hier  yeraUgem^inert  und  als  rela- 
tiver genommen;  zwei  Curven  ;^=<^(i:)  und..y;$ai^(4r)  beissen 
asymptotische,  wenn  y—jf  fiir  unendlich  wacUsende  x  gegen  die 
tirioze  Null  convergirt] 


•'  V.   •      •    •     •  .  .      •:- 

Man  soll  die.  nachstehenden    Formeln  ableiten,    welche   zur 
Berechnung  der  Liidolph'sehonaWil  sehr  bequem  sind : 
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ferner 


11« 

+ 100 » * + 3 100  +  3.5  yooy  +  "•  •  \ 


28        ijr2\      2^/2'V»  . 


30836 


2  /  IM  \     >.4^  144  Y  , 

'  "•"  3  Uoooooy + 3.5Vioooooy  +  • 


^looooo; 

•••    •.i.TTi .  ••  :.      .      t  .  .      '.    .•• 

A  u  f  g  a  b  e  n*) 

von  Herrn  O.  Bermann,  Kandidaten  de«  höheren  Lehramt«  zu 
Coblenz. 


amhullenden 
Wie 


1)  Die  Spitze  eines  eine  Kiigel  Tom  Radius  r  umhull 
Kegels   hat   die  Entfernung  d  yom  .Mittelpanicte  derselben, 
gross  ist   der   Kubikinhaff  des  ausserhalb    der  Kugel   liegenden 
Theiles  des  Kegels?  ,  .  .  - 

'i.  ,■;    RoAtiUat;-  x-»T"(iJ-Hr)*.         .   '.    .    '  .   ^  ...:■!   mi'-i-; 

2)  Ein  Planet  vom  Radius  r  bat  die  Entfernung  d  von  der 
Sonne,  dereu  Radius -ff it. imit  l^  ben^iebifen  wollen.  Wie  gross 
Ist  der  Inhalt  des  ausserhalb  des  Planeten  Hegenden  Theiles  des 
KefaHcbattfiiikegelsl :  .  -.'..-•  .ii    •:' 

Resultat:    g--^^-^--^. 

^;    Eine  Kugel  Ivom  Radifis  r.  PM^  U^  einen  geraden  abge- 
stumpften Kegel.    Der  Radius  des  Bcn^hrungskreises  ist  q.    Ku- 
alt  und  Mantel  des  Kegels  zu  bestinimen,  ,   . 


3)    Eine  Kugel  Ivom  Radifis  r 
pßen  Kegel.    Der  Radius  d 
inalt  und  Mantel  des  Kegels  «i»  m^»»!«!«»!,  .        .. 

•I  •'.  .  ■     '  1      r»    •        '  "   '         '^  '^''^'' 

Rcaultat:    o»r-ä(4r«— ^,     i-  '  r  ;.i 


«)    Der  Einsender  glaobt  in  den  drei  folgenden  Aufgaben  Das,    wa« 
«ie  «ein  wollen,  aofge«telU  zu  haben. 
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Ueber  ein  Integral  in  Ealet^s  l'hebria'motus  corporum 
solidorum    seu   rigidorum. 

Von  Herrn  Doctor  J.P.Wolf  er«  in  Berlin. 


ram 
rentials 


In  9.  723.,   Pag.  293.  voi  |lalerfr  tbeöria  motns  corpo- 
i  soiidoram  seu' rlgiaoram    ivird  als  lutegral  des  Diffe 


dl-zz- 


'  SID /  V^1-C^+2C/>C08/-  a+/>*)C08/» 

folgender  Werth  angegeben: 


1      E'  .  •    /~D±Cco8t\ 


wo  E  eine  Constante  ist  Dieses  Intesral  scheint  Dicht  richtig 
211  sein,  wie  man  auch  Uurch  Differentmfion  sehen  kann,  indem 
man  daraus  nach  einiger  Umformung 


"sin/.  V^l  — (l+C*)cosP+2C/>co8/— Z>a 

erhtit.    Um  «miA'^das   oben   gegebene^  Differential;   welches  man 
auch  so  sehrdben  kann: 

jy_     \      -dljC^DcoBt) 

sin/.  V  sin/»—  (C—  DcQst)^ 

zu    integriren,  bin   ich    folgendennassen    zu   Werke   gegangei»^ 
Setzt  mta^, 

("    •  '  .                                   •       i      .      . 

\  C-^i>coste:£(/>— Ccos/), 

ita  £  ^tbe  n'ene'Väcändörliche  lat,  ^o  Erhält  nian  hieraus:    '       ' 
und 
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C-D^=i^^. 


und  wenn  man  diese  Werthe  in  das  gegebene  Differential  snbsti« 
tuirt,  nach  einiger  Umformung: 


(Jtt-  J»)  WT^  (l+/P-^c»)L« 

Um  nun  ferner  die  Integration jui  vereinfachen,  setze  man 

wodurch  .     '' 

äradx 


wird.    Endlich  setze  man 

V^l  —  (1 +a?)ar=z,    woraus   grs^  i    a  und  «fcr=  t-^TT       f^'g*» 
und  wir  erhalten 

also  ^ 


i==f;  +  arc.tg.(^). 


Nun  muss  man  noch  von  z  nach  qnd  nach  zu  den  ursprünglicheD 
Veränderlichen  zurückgehen ,  und  es  wird  demnach  . .  -, 

_  V^Ti;P-(C^/>co8/)»      Vi— CH'iC^os/--(H-/?^cogP. 
~  D-Ccosl         "^  »'    D-Ccoal 

al«9 ..    .     ,-  .■•i    .:.■.!         ;■'•■  !i.;   i.- 

WO  £  eine  Gonstante  ist.  Durch  QiffireQtiation,  kann,  man^sicb 
a  posteriori  leicht  iibe^zeugen  ^ '  Asisa ' '  dieseisi  Integral  dem '  gegebe^ 
nea^  Diffß reo^tiale  entspricU.\     r    l  ,  .?-, ,  \  i--'> 
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Untersncbnn^  fiber    die  Form  eines 

IVurzelausdraekes  der  Oleletaungr  des 

tften  Orades. 

Von 

Herrn  L.  Mossburger, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantonstchnle  sn:^Aai«a. 


$  1. 

Ea  sei  allgemein: 

F(jr)=;r"  +  aiar»»-»+afta:*-«+ +a»-^  +  £t«-ia:  +  a«=0....  (1) 

die  Gleichung  des  nten  Grades,  worin  ai,a^,....,an  hekannte 
Coefficienten  sind.  Im  Allgemeinen  soll'  zwificben  diesen  Coef- 
fici^nten  keinerlei  Beziehung  stattfinden. 

Nehmen  wir  'zuerst  den   speciellen  Fall  an,  dass  alle  Wur- 

1  der  Gleichung  (1)  einr^-" ^^'-^^  — '^-    ^-  "^    ^^^t-^ 

solche  Wurzel  hezeichnet: 


zeln  derjGleichung  (1)  einander  gleich  seien,  so  ist,  wenn  or'  eine 
'cnB 


Auch  lässt  sich  in  diesem  Falle  die  Gleichung  (1)  unter  nächste« 
hender  Form  darstellen: 

=a^  +  «i^«^*+ö4^"^+ +  Ä«-aa:«+«»-,ar+a«=0 (2) 

Diiferentiiren  wir  die  Gleichung  (2)  (n — l)mal  nach  einander,  s# 
erhalten  wir: 

Theil  \VI.  » 
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\ß-\ 


=war»-»  +(«— 1)0,*"-*+  ^—2)  a,«^»+ f  2a«_«« + b,_,=i0,(3) 


wa-l 


#*(a:)=M(n-l)(a-+j)" 
=n(n- !)«•  -«+(n— l)(n-2)o,a:<^»+ +2.1  a-,=0 (4) 

F-(a:)=n(if-l)(n-2)  (*+?)""' 
=n(n— l)(»i— 2)«»-H(n-l)(n-SX«— 3)a,a!"-*...,.+3.2.  lflii-,=0  (5) 


liX«-»)(ar)=n(n—  t) ..„.  64 («+^)  ««(«—  I) 5-4*»  j 

+(«-l)(n— 2) — A3oi«*+(«— 2)(n-3) 3.2ii»r  (-(6) 

•     +(n-3)(«— 4) 2.la,=0  ) 

fr«-*)(«):=«(n--l).....4.3(a-+^V=:it(n— 1)....4.3j»  )  ,  ,^ 
+  (n — l)(n— 2)-..^.2oi«+..+(n-  2)(»— 3).....2.1  .a, = o( 

/^•-»(a;)=«(n-t)....a2(«+j)=»(n— l) 3.2x )      ^ 

+  (n-l)(n— 2).....2.1.o,=0  ' 

Da  in  doi  Gleichongen  (1),  (2),  (3),,..^  die  Ausärficke 

n(i.-l)....3.2(«+5) 

für  0:= ^  zu  Null  werden»  so  müssen  auch  die  respecfive  die- 
sen Ausdrflcicen  gleicbgeltenden  Ausdrücke: 

«"+aiar"-*  + -f  On^r-f  o«, 

h(«— l)a:«-*+(n-l)(n~2)a|:r"-»+. +  a2.fl«-,«  +  SLl.a«-,, 

n(n-l)....3.2.a:  +  (n— l)(n— 2) 2.1  Ci 
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für  ar=  — ^  zu  Null   werden.     Durch   die  auf  einander  folgende 

Sobetttution  von  —^  atalt  of  in  Nr.  (7),  (6), ....  (%  (1)  erhält  man,  wenn 
der  KQrze  wegen  die  Resultate  dieser  Sabatitntionen  durch 
f(— ^*),f(~^Vf'(^JY  u.  8.W.  bezeichnet  werden: 

Nehmen  wir  nun  wieder  an,  die  Gleichung  (1)  habe  lauter  un- 
gleiche Wurzeln,  und  es  sei  x*  eine  solche  Wurzel,  so  wird: 

^'=--^+9i|ai>aa>a», On\ ClO) 

sein.  Die  in  der  Klammer  enigeschlo8«eneii  Coelficienten  werden 
in  verschiedenen  Potenzen  und  Verbindungen  mit  einander  vor- 
kommen, und  diese  Verbindungen  und  CoeflQclenten «- Potenzen 
werden  wiederum  in  verschiedenen  Wurzelzeichen  eingeschachtelt 
sein. 

Es  sind  aber  nachstehende  Eigenischaft^n  des  im  Funktionszeichen 
9^  enthalteneu  Ausdrucks  (10)  auch  ohne  weitere  Beweisführung 
als  gfiltig  vorauszusetzen: 

1)  IMuss  sich  der  unter  dem  Pnnkbonszekhen  ^|  begriffene 
allgemeine  Ausdruck  in  Nr.  (10)  auf  alle  möglichen  specieUen  Fälle 
anwenden  und  reduciren  lassen,  wenn  er  fiir  den  allgemeinsten 
Fall  (nämlich  für  den,  wo  alle  Wurzeb  ungleich  sind)  gfiltig  sein 
soll.    Daraus  folgt 

2)  dass  sich  auch  der  in  Nr.  (10)  gegebene  Ausdruck  auf  den- 
jenigen Fall  zurückffihren  lassen  muss,  in  welchem  alle  Wurzein 
als  gleich  angenommen  werden ;  in  diesem  Falle  reducirt  sielt  aber 

die  Wurzel  der  Gleichung  (1)  auf  a;'= -l  mithin   muss  bei  det 

Votaussetzung  gleicher  Wurzeln  die  Punktion  tpiXa^,  a^  03,.... On) 
verschwinden.  Nun  finden  aber  iur  diesen  Fall  nur  die  Bedingungs- 
gleichungen (9)  statt,  und  keine  mehr,  und  keine  weniger;  würde 
nun  der  Ausdruck  q>\{ag9  n^,  a^,.,..a»}  dadurch  zu  Null,  dass  an- 
dere CoefUcienten- Funktionen  als  die  in  Nr.  (9)  oder  wenigstens 
solche,  in  welchen  die  in  Nr  (9)  nicht  als  Faktoren  enthalten  wä- 
ret!', nebst  jenen  in  Nr.  (9)  zu  Null  wurden ,  oder  einige  von  de- 
nen in  (9)  vorkommenden  sich  nicht  auf  Null  reduciren  liessen, 
so  entstünden  im  ersten  Falle  zwischen  den  CoefBcienten  n^,  a^,... 
...an  Gleichungen,  die  der  Voraussetzung  gleicher  Wurzeln  nicht 
geodgen  würden,  weil  n«r  die  in  (9)  aufgestellten  dieser  Voraus- 
setzung genügen;  im  anderil  Fallö  würden  einiee  der  Beziehunj^s- 
gleichungen  .mangein,  die  in  (9)  als  noth wendige  Bedingung  glei- 
cher Wurzeln  dargestellt  sind.  Ads  diesem  allem  gebt  hervor, 
dass  die  in  (9)  enthaltenen  Funktionen  alle  in  dem  Ausdruck  (10), 
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der  unter  dem  Fanktionszeicfaen  beeriffen  ist,  vorkommen  mflssen» 
widrigenfalls  der  allgemeine  Ausdruck  einer  Wurzel  von  einer 
Gleichung  des  nten  Grades  mit  n  verschiedenen  Wurzeln,  nicht 
auf  den  speciellen  Fall  von  n  gleichen  Wurzeln  reducirt  werden 
konnte,  dass  also  die  Wurzel  or' der  Gleichung  (1)  unter  der  Form: 

''=-?+'.  K-iH-?>^(-?)-""<-5)l  <"' 

begriffen  sein  muss. 

Um  einige  Anwendungen  von  dem  eben  bewiesenen  Satze  als 
Erläuterung  zu  geben,  so  sei: 

I.  F(a:)=ara+a,a:+a»=0 

die  gegebene  Gleichung.     Hier  ist 

f^(a?)=2.T  +  a,=0. 

Dies  giebt  rr= ^5  dieser  Werth  von  a;  in  der  gegebenen  Glei- 
chung snbstituirt,  giebt: 

Es  ist  aber  in  diesem  Beispiele  n=:2,  also  n — 2=0,  also 
jp(*-2/_j)=j/-j);  folglich  hat  nach  Nr.  (U)  der  Wurzel- 
werth  x'  die  Form: 

welche  mit  der  wahren  Wurzel  ar'=— ^  +Y  -j— «a  überein- 
stimmt. 

IL  F(ar)t=Är»+aia:»+a,;r+a,=:0 (a) 

Hier  ist  F(a:)=3a;«  +  2aiar  +  aa=0,     (6) 

r'(x)=:fix  +  2ai^0 -  -  (e) 

Aus  der  letzten  Gleichung  erhalten  wir  ar=:  — ^;  dieser  Werth 
von  X  in  (a)  und  (b)  substituirt,  giebt: 

'■(-?)=^'-.=».<-l)=^-¥-=«^ 

Nun  ist,  wenn  man  in  Nr.  (11;  n=3  setzt,  n-^2=I,  w— 3=0; 
folglich  ist: 
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.'=-a+^|F(-|).F'(-|)!oder 
aber  die  wahre  Wurzel  der  Gleichung  (a)  ist 


i 
V 


(y-^-j^v  (^-¥-)-Aaw 


(^¥-.)-v'C-#-%^-)"-^^-"0:. 


Aus  der  Vergleichung  dieser  Ausdrücke  zieht  man  die  üeber- 
•instinimung  der  darin  enthaltenen  Funktionen. 

$.2. 

Sind  in  der  Gleichnng: 

Fta;)=a»+o,a;"-^  +  aaa!^*+ +a«_4ar»+a«--,a:  +  a«=0...(l) 

n  — 1  Kleicbe  WurMln,  und  ist  «  eine  der  gleichen  Wuraeln,  hin- 
gegen Ux  diejenige,  welche  mit  den  übr^eo  Wurzeln  nicht  gleich 
i6t,  so  wird  die  Gleichung  (1)  unter  dieser  Voraussetzung  ;cu: 

jFXjc)=(a:+«)"-*(a:+«f|)=a:"+«i^~'+«^~'+ +a«-«a:'-fa«-,a:+orf=0...(2 

Differeutiiren  wir  diese  Gleichung  (n— 2)mal  nach  einander,  so  er- 
halten wir: 

r{x)  =  («  - 1)  («  +  «)»-*.  l«  +  «i)  +  (a:  +  «)"-» 
_.„j^i+(„_-l)«,a-i-a+(i,-.S^«,Ä'»-»+ — ■fSo.-sX-Niii-fs:« (3) 

P'ix)^  (n  -  l)(n  -2(x  +  «)— ».(ar + «i)  +2(ii  -  !)(«  +  «)— « 
=«(n-l)«^«  +  (n-l)(n-2)o,ar"-»+ +2.1a,-«=0....(4) 

F'(j:)=<n-l)(«-2)(n--3)(aJ+o)»-4(jr+«,)+3(«-l)(^-2)(^«)»-» 
=ii(»-l)(ii-2)«^»+(n-IX«-'-J)(«-3)oia:"-*+..+3.2.1«„_5=0..(5) 


F»-8)(ar)=(n-l)(»i— 2)....4.3(a:+«)«(i+«,) 

+  (n— 3)  (n— l)(«-2)(n-3).....4(a:+«)» 
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=tn(n  -  l)(n--2) 4.a*  +  {«- V(n-2) ^a^  .*•  ) 

+(«— 2)(ii— 3) 2fl^4-(n— 3)(ii--4) 2.1a,=0     i ^  ^ 

=n(n-l) 4.3.a:«+(n  — l)(n— 2) 3.2ai^  j         ^. 

+  («-2)(it-3) 2.1.02=0  j— <M 

Da  IQ  den  Gleichmigeii  (2),  (3>.....(7)  die  auf  der  Koken  Seite 
der  Glelcbheiteyeichen  beßndlichen  Theile  (Ür  a:sz-^a  «i  Null 
werden»  weil  alle  Glieder  den  Faktor  :r-f  a=0  haben,  40  mfi^^sen 
auch  die  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  befindK- 
cben  Theile  zu  Null  werden.  Der  Werth  von  a  bestimmt  sich 
aber  ans  der  Gleichung  (7),  welche  sich  auf 

|fTi^-2)(a:)=n(ii-l)ara+2(ji-l)a,af  +  2.l.<i«=0    .  .  .  .  (8) 
reducirt. 

Bezeichnet  man  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  mit  a*  und  o*, 
so  erhält  man: 


«       Vnf     n        «— l 

?!_     ^   4/  gr^  _  j?^ 
"«      Vnf     n       »-r 


(9) 


Einer  dieser  Werthe  von  x  muss  dieGleiebiingen  f^  (3)....(7) 
befriedigen,  weil,  wie  wir  soeben  gesehen  haben,  jede  dennlben 
eine  Wurzel  a?=  —  a  hat^  und  einer  dieser  beide«  \Vertbe  gleich 
— «  sein  muss.  Wir  nehmen  nun  an,  a*  sei  der  Werth,  der  diese 
Eigenschaft  besitzt,  also  gleich—«  ist,  so  erbahen  wir  aus  (2) 
(3) (7)  durch  Substitution  folgende  Bedingungsgleichungen: 

F(aO=0,F' («0=0,1^  (i/)  =0, F(«-3)(aO=0 (10) 

Wäre  aber  c^ssz-^a^  so  hätten  wir  eben  so: 

fl[«^)=0,F(O=0,l^(a^)=0,.   .  .  .    F<«-3)(O:5=0  (II) 

Die  Gleichungen  (10)  und  (11)  können  nicht  gleichzeitig  statt- 
finden, weil  nur  eine  der  beiden  Grössen  a*  und  o^  gleich  -*a 
sein  kann;  finden  daher  die  in  (10)  statt,  so  sind  die  in  (11)  un- 
gültig, und  umgekehrt. 

Nehmen  wir  nun  wieder  wie  in  $.  i.  an,  es  seien  lauter  un- 
gleiche Wurzeln  in  der  Gleichung  (1)  vorhanden,  und  bezeichnen 
mit  x'  eine  solche  Wurzel,  so  werden  wir  be%veisen,  dass  der 
Aasdmck  ffir  die  Wurzel  x^  folgende  Form  hat : 
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In  dieaem  Ausdrucke  bezeichnen  9),  ^i^^^,.../«.^  einstweil«n 
Th#il  noch  anbeetinunte  Funktionen. 

Sehlieasen  wir  wieder  wie  in  §.  1.,  so  mnss  sich  der  Ausdruck 
(12)  anf  alle  speciellen  Fälle  reduciren  und  anpassen  lassen, 
wenii  er  Ar  den  allgemeinsten  Fall  Iko^cb  sein  soll,  also  so- 
wohl auf  denjenigen,  in  welchem  n— 1,  als  auch  auf  jenen.  In  wslchem 
I»  gleiche  Wurzeln  vorkommen.;  Im  letzten  Falle  rouss  er  sich  auf 

^= — —  reduciren;  dieses  kann  aber  nach  6.  1.  nur  statt  inden, 

w 

wenn 

selbst  Funktionen  von  F  (-j)»  *"(-  j)'  •  •*'^*"^'(-?) 

sind;  im  ersten  Falle  muss  aber  entweder  den  Gleiehmmi  (10), 
oder  aber  jenen  in  (11)  genfigt  werden  >  da  aber  speciale  Falle 
eintreten  können,  wo  0^=:  — a  ist,  so  wie  auch  wieder  andere, 
wo  t^z^L-^a  ist,  so  muss  der  allgemeine  Ausdruck  in  (IS)  so 
beschaffen  sein,  dass  er  sich  sowohl  auf  den  einen  als  auf  den 
andern  dieser  Fälle  anpassen  Usst;  dies  kann  aber  nur  dann  ge- 
schaben,!  wenn  Fiprs  und  F(a'0 ;  ^(«0  «nd  1^(0 :  F"(«0  «nd  1^(50; 
u.  s.  w.  in  einer  solchen  Verbindung  vorkommen,  aass  dadurch  sowohl 
ifir  o'si— •«,  als  fär  a^= — a,   beziehlicb    den  Gleichungen  (10) 


oder  (11)  gentigt  wird.     Diese  Verbindungen   können^  aber^»^  wie 
ich    •        '    ■  •  '  .«--.- 

"(«0      ,   ,, 

dieser  Produkte  m  dem  Ausdrucke  (12)  nicht  vorkommen,  oder  andere 


leicht    ersichtlich    ist,    keine     anderen    sein,    als  F(aO- F(Ö> 
F'(aO.**(a")»'^'(«0-  F^is^y  «»w.  Würde  nun  eine  einzigeFunktion 


Funktionen  als  solche  dieser  Produkte  vorhanden  sein,  so  würden 
bei  der  Voraussetzung  von  it— 1  gleichen  Wurzeln  (und  zwar  so- 
wohl für  «'s — «,  oder  für  i/'^ — a)  zwischen  den  constanten 
Coefficienten  der  Gleichung  (1)  Bediagungsgleichungen  entstehen, 
die  f&r  a^^— a  den  Gleichangen  (10)  und  rar  0"= — a  den  Glei- 
chungen (11)  widersprechen  würden.  Weil  endlich  bei  n  — 1 
gleichen  Wurzeln  der  Ausdruck  im  Funktionszeichen  o^  der  Glei- 
chung (12)  nicht  Null  werden  darf,  und  dennoch  die  Gleichungen 

/itF(«0./\«^))=O,  ^{^(«O.nO}  =O,/;(F«'(«0.*^(a^)=O,  j 

A-.|i^— 3)(a0.F(»-3)(O|=0  j.'..(I3) 

wie  wir  soeben  gezdgt  haben,  für  n  —  1  gleiche  Wurzeln  statt- 
finden müssen,  %q  müssen  diese  Produktenfunktionen,  die  in  dem 
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Ausdrucke  (12)  durch  eine  besondere  Klammer  eiDgefasst  sind,  durch 
dasZeichen  (-f )  oder( — )  (oder  mit  beiden  nach  einander»  weildieGriInde 
tat  das  Vorhandensein  von  jedem  dieselben  sind)  mit  den  andern  vor- 
kommenden Funktionen  verbunden  sein;  und  nicht  durch  Multipli- 
kation, oder  durch  Division;  denn  wäre  diese  eingeUäminerte 
Summe  von  Produktenfunktionen  durch  Multiplikation .  mit  den  an- 
dern vorkommenden  Funktionen  verbunden,  so  wfirdelim  Fall  von 
fi-*-l  gleichen  Wurzeln,  wegen  der  Gleichungen  in  No.  (13),  der 
Ausdruck  im  Funktionszeichen  w^  der  Gleichung  (12)  verschwin- 
den, was  offenbar  nicht  sein  darf;  wäre  aber  jene  Produkten- 
summe in  (12)  mit  den  andern  dort  verkommenden  Funktionen 
durch  Division  verbunden ,  so  würde  der  Ausdruck  im  Funktions- 
zeichen ^  'im  Fall  n— 1  gleicher  Wurzeln,  wegen  No.  iVi\  un- 
endlich gross,  was  ebenfalls  im  Allgemeinen  picht  sein  kann; 
mithin  kann  diese  Verbindung  nur  mittelst  der  Zeichen  {+)  und 
(— )  stattfinden.  Dass  übrigens  diese  andern  Funktionen,  mit 
welchen  jene  Summe  der  Produktenfunktionen,  wie  so  eben  er- 
wiesen wurde,  durch  (-f)  oder  (— )  verbunden  sein  müssen,  keine 

":>""-^<-^)-K-?)-^(-^) M-?) 

sein  dürfen,  wurde  schon  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  erwiesen; 
auch  folgt  dies  unmittelbar  aus  dem  Beweise  in  9.  1.  Aus  diesem 
allem  eent  hervor,  dass  die  in  der  Gleichung  (12)  aufgestellte 
Wurzenbrm  einer  Gleichung  des  nteo  Grades  den  Anfor&rungen 
und  Bedingungen  von  n  und  n  —  1  gleichen  Wurzeln  durchaus 
Genüge  leistet. 

Wir  wollen  dieses  in  einem  Beispiel  zeigen. 

Es  sei  wieder  die  Gleichung 

x^  +  aiafl+a^x  +  a^=^0 ?••(«) 

gegeben,  so  haben  wir  wie  in  §.  1. 

P(a:)=:3ai^+2aix  +  a^=0 (6) 

Die  Wurzeln  a*  und  c^  dieser  Gleichung  sind: 


(c) 


Werden  diese  Werthe  nach  einander  in  (a)  eingeführt,  so  erhält 
man: 

.«=-[(a|.-?V-,),4|^_,)'], 
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tolgliob  ist 

8etzt  man  aber  in  No.  (12)  ft=3,  und  wendet  beide  Zeichen  (-f ) 
und  (— }  an,  so  kommt: 

oder 

+-1C-?-¥-.)-aK^-¥-.)'-^(%"-«.)'( 

Dies^  Form,  ?erglichen  mit  der  wahren  Wurzel  der  Gleichnng 
(a),  welche  am  Ende  des  §.  1.  beigefugt  ist,  lässt  leicht  die  Ueber- 
einstimmung  beider  erlcennen,  wie  übrigens  die  Funktionszeichen 
<P£  und  fit  so  wie  die  im  Nenner  vorkommende  Zahl  2,  bestimmt 
werden,  werden  wir  gegen  das  Ende  dieser  Untersuchung  noch  sehen. 

§.  3. 

Wir  haben  in  §•  2.  die  Beschaffenheit  einer  Funktion  zu  be- 
stimmen angefangen,  welche  dieselbe  haben  muss,  wenn  sie  dazu 
dienen  soll,  einen  Wurzelausdruck  einer  Gleichung  des  nten 
Grades  mit  lauter  ungleichen  Wurzeln  darzustellen.  Bis  jetzt 
sind  von  dieser  Funktion  noch  keine  weiteren  Postulate  verlangt 
worden,  als  dass  sie  sowohl  jedem  der  einzelnen  Fälle  von  n, 
und  von  n — 1  gleichen  Wurzeln  insbesodere,  als  auch  beiden  zu- 

SIeich  Genüge  leiste,  üas  Gesetz  der  Bildung  der  Wurzelzeichen^  * 
ie  in  diesen  Funktionen  vorkommen,  wird  einstweilen  ganz  un- 
berOcksichtigt  gelassen.  Wir  gehen  daher,  abgesehen  von  diesem 
Bildungsgesetze,  zur  Bestimmung  der  Erfordernisse  Aber,  wo  ft^2 
gleiche  "Wurzeln  in  einer  Gleichung  des  nten  Grades  vorkommen, 
und  untersuchen  den  Einfluss  der  sich  ersehenden  Resultate  auf 
die  Beschaffenheit  der  Funktion,  welche  den  Wurzelausdruck  der 
Gleichung  des  nten  Grades  mit  n  ungleichen  Wurzeln  darstellt. 
Zu  diesem  Zweck  nehmen  wir  an,  es  seien  — o^  ^^^  ~<^  ^''^* 
jenigen  zwei  Wurzeln,  welche  weder  unter  sich,  noch  mit  irgend 
einer  der  übrigen  Wurzeln  gleich  sind,  — a  bezeichne  eine  der 
11—2  übrigen  gleichen  Wurzeln  der  Gleichung: 
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F(a:)=«"+a,a:— Hoj«.H-»+ +  a»^^  +  an^iX+a^O  (1) 

Zufolge  der  obigeo  Aonabroe  geht  diese  Gleichung  fiber  io: 

F(a:)=(x  +a)"-*(a:  +  «^  (^  + 1%) 
=  ar"  +  flia:«-»+cia««-«  + +  an^afl  ^  On^i  x  +  Om^^O — (2) 

DifferentiireD   wir  diese  Gleichung  (n — 3)mal  nach   eioaDder,  «o 
erhalten  wir: 

F(a?)=(n-2)(a?+a)«-»(a:H(«%+<%)^+fl^<%}-K^+«)'^*(2a^  I  ^ 

f^(:r)=(n-2)(ft-3)(a?+a)«^{j;H(«,+«8)ar+«a«») 

+2(«-.2)  {2Ä+a,+  c%Ka:+«)»-»+2(; 


>  +  «)—*/ 


...  +3.2a«-,ar+2.1a»-a=o) 


(4) 


=«(n— 1)....6^»+(»— 1)(«-2) 5.ata:«+(n-2)(»— 3) A.a^x^i 

+(n— 3)(fi— 4) 3.a3a:«+(ft-^X«-ö) 2ir4jr+(n— 6)(n— 6)....2,la5=0i  ® 


=n(«— 1) 5a:«+(n—l)(ft-2) ia^x^ 

+(n— 2)(»— 3) 3aiar«  +  (n-3)(n-4)^....2ö,Är( 

+(n— 4)(n— 5) 2.1.04  =  0 


(6) 


=  »i(»— 1) 4a:»+(«  — 1)(«-2) Sa^a^  ( (7) 

+  (n— 2)(n-3) 2040?  +  («  —  3)(n  -  4) 2aj=0^ 

In  den  drei  letzten  Gleichungen  bezeichnen  Ai»A^fA^,Bi9 
u.  s.  w.  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  x-i^a,  deren  nähere 
Werthbestimmung  fibrigens  unnothig  ist. 

Auch  in  diesen  Gleichungen  wird  der  auf  der  linken  Seite 
des  Gleichheitszeichens  befioaliche  Tbeil  für  j*=  —  o  au  Null, 
weil  alle  Glieder  desselben  x+azz:0  zum  Faktor  haben,  mithin 
müssen  auch  die  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
befindlichen  Theile  zu  NuH  werden,  wenn  jrrs  — «  wird.  Man 
kann  daher  filr  den  Fall»  dass  n — 2  gleiche  Wurzeln  in  der 
Gleichung  (I)  vorbanden  sind,  und  wenn  ß\  ß",  ßf"  die  Wurzeln 
der  Gleicnuttg  INo.  (7),  also  von  der  Gleichung 

7i(»— l)(n--2)j?H3(»--l)(ji-2>4a;«+3.2.(ii--2)flaÄr+3.2.1.a,==0 (8) 
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md,  wie  io  $.  2.  MUtocseB»  da#«  einer  iler  drei  Werthe  j>%  ß^, 
fFy  welche  x  ans  dieser  Gleichung  erhftit,  wenn  man  ihn  in  die 


6leichang«n  (2),  (3),  ...(6)  etalt  o?  etnflibrt,  diese  befnedigen  nrass, 
weil,  wie  wir  soeben  gesehen  haben ,  jede  dieser  Gleichungen 
eise  W«rsel  a;=-^«  hat;  nehmen  wir  nun  an»  es  sei  ß'ss. — a^ 
•0  erballeift  wir  aus  (3),  (3),...(6)  felgeode  Bedingungsgleicbiingen : 

FO»0=O,F'QJ0-=O,F'0»0=:O, #^«-4)(jJO-0 (9) 

Ware  aber  ^=— a,  oder  /S'^rs— a,  so  wOrden  wir  die  Bedin* 
gaagsgleichmigen : 

#t/5'o=o,F'tf'')=:a*''<^'>=o,.-.....Ft«-4)(/n==o  . . .  (lo) 
jfX/3^)=o,F'(/r)=o,p'((r)=o, F(«-4)(j!r)=o  . .  (ii) 

erbaltea;  jedoch  müssen  wir  wohl  bemerken,  dassdie  Gleiehnngs- 
Systeme  (9),  (10),  (11)  nicht  j^Ieichzeitlg  bestehen,  sondern,  wenn 
die  Gleftebiingen  von  einem  dieser  Systeme  stattfinden,  so  beste- 
ben die  io  den  beiden  Obrigen  Systemen  nicht. 

Nehmen  wir  jetzt  wieder  an,  es  seien  nur  ungleiche  Wurzeln 
in  der  Gleichung  *(1)  vorhanden,  und  es  bezeichne  af  eine  solche 
Wurzel,  so  wird  der  Werth  von  x'^  vrle  wir  sogleich  beweisen 
werden,  folgende  Form  haben: 

(12) 

>    ji:tf»iF(/s').F0J'o-f(r)i.W'OJo.*''o»'').^(r)iM... 

\  ,  .^1F("-4)(|J').F— 4)(/J»)F(—4.)(^)|]/ 

In  diesem  Ausdrocke  bezeichnen  fpttfuft f|,fs,. Funktio- 
nen, deren  n&faere  Bestimmung  sieb  aus  dem  weitem  Verlauf  der 
Untersuchung  ergeben  wird. 

Da«ü  in  dem  Ausdrucke,  der  in  dem  Funktienszeicben  91^ 
enflialten  ist,  die  Fu^kktionenverbindung 

±  [/i tF(«').F(a")!,A!  F(«').F'(«*)1, /.-jlFt»-*)^.  F(-4) («")|1 

vorkommen  muss ,  ist  in  §.  1.  und  §.  2.  ausfährlich  bewiesen  wor- 
den; dass  aber  mit  dieser  noch  die  Funktionenverbindnng 
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rUi^')'i'\ß'yF(ß'M2{f'(ß'rP(n^^^       T 

L       fn^{Fi^^)(ß')JK^^)(ß^),F^*-^i(ß^)U 

mittelst  des  Zeichens  (+)  and  (— )  in  Verbindung  gebracht  wer* 
den  massy  geht  daraas  hervor,  dass  der  allgenlMne  Aosdrud^ 
der  Wurzel  der  Gleichung  (1),  wenn  sie  nur  ungleiche  Wurzeln 
hat,  sich  auf  den  Fall  auruckführen  lassen  moss,  wo  n — ^2  gleiche 
Wurzeln  in  der  Gleichung  (I)  vorhanden  sind;  dieser  Fall  hat 
aber  eine  der  Gleichungsgruppen  (9),  (10)  oder  (II)  zur  Folge;  da 
nun  aber  sowohl  /3'=t— «,  oder  auch  ^*=: — a,  oder  endlich 
ß'"= — a  sein  kann,  so  können  wir  wie  in  §.  2.  schliessen,  dass 
in  diesem  Falle  die  Gleichungen: 

fi{F(ß%F(ß^FXn\=0  )    ^  ^ 

f«-8lF--4)(/3').F(«-4)(/5'').f\--4)(/r))=0  ) 

nicht  nur  richtig  sind,  sondern  eine  nothwendige  Folse  der  An* 
nähme  von  n— 2  gleichen  Wurzeln  in  der  Gleichung  (1)  sein  mffs- 
sen,  und  dass  diese  Produktenfunktionen  in  dem  Ausdrucke  (12) 
vorkommen  müssen,  wenn  jener  allgemeine  Wurzelausdruck  sich 
auf  den  speciellen  Fall  von  n — 2  gleichen  Wurzeln  anwenden 
lassen  soll;  dass  diese  Produktenfunktionen  mit  den  vorhergehen- 
den durch  die  Zeichen  (+)  und  (— )  verbunden  sein  müssen, 
wird  ganz  auf  gleiche  Art  wie  in  §.  2.  bewiesen,  woraus  die  Rich- 
tigheit der  Form  des  Ausdrucks  in  Nr.  (12)  hervorgeht. 

Sind  /,  y,  y,  /!▼  die  Wurzeln  der  Gleichung 
l^«-4)  (a:)=w(n-l)(n-2)(n-3)a:*+4(n— l)(n—2)(»— 3)aiar8 ) 
+  4.3.(«-2)(n-3)fl2a:*  +  4.3.2  (n-^a^x  +  4.3.2.1.04=0 1  '" 

so  können  wir  ganz  auf  gleiche  Art,  wie  in  6.  L,  §.  2.,  §.  3.  zeigen, 
dass  die  nachstehende  Wurzelform  einer  Gleichung  des.  nten  Gra- 
des die  Bedingungen  von  n,n  — l,n— 2  und  n  —  o  deichen  Wur- 
zeln enthält,  und  sich  daher  auf  jeden  dieser  speciellen  F&lle  an- 
wenden läset ;  o'"  o'' ;  ß',  ß",  ß'"  hAben  hierin  ihre  früheren  Be- 
deutungen : 

(15) 
I J:  WF«0'F(fn),f%\P{«f)'F'{«n],  ..../"«-^l*^— Ä)(a0.f\— «(Ol] 

«'=-^+^4  |±[fi{fX^).*X|S«').F(r)i.f»i**(iJ').'^(^'')'^(m...-  V 

....,f»_4l  F(»-6)(|S0.F— 6)(/}'').F["-5)(|J^l 
'L      5»-4tFl»-5)(y').Fl»-5)(y*).F«-5)(y«').iR»-5)(y.^j  J 
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Gehen  wir  eodlicb  zu  denjenigeD  Falle  über^  wo  in  der  Glei- 
chuDg 

/'(a;)=:a?»+a|^«-Haa^r»-*+ +a„^ftxHa«-iar+ii«=0 (1) 

Dur  zwei  gleicbe  Wurzeln  Vorkommen,  und  nebmen — a  wieder 
als  eine  der  zwei  gleicben  Wurzeln   an,    die  übrigen  seien:  — o^, 

—  «at  —  Oft» —  ««-«•    Dadureb  gebt  die  Gleichung  (1)  in  folgende 

über: 

=a«+fl|Ä:«-i  +  aa*^*  + + a«-^T»  +  aii-iar+ii»==0   (2) 

worin  der  Kürze  wegen: 

/(^)=(a:fai)(j;  +  aa)(a:  +  «a) (:r  +  a„-a)    ...  (3) 

gesetzt  wurde. 

Durch  DIfferentiiren  finden  wir: 

=»ia:«-^  +  (n— l)aia^«-«+(n  ^2)a^Ji«'^+ +2a«-^a:+a»-i=0) 

In  dieser  Gleichung  müssen  beide  Tbeile  für  x=z-^a  verschwin- 
den.   Sind  daher  v'jV",!^, v(«— i)  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(5) 
FXx)=ma^^i-(n—l)aia^'^+(n—2)a2^-^  + +2a«-j|a:+ffa-^  =0 

so  mass  eine  dieser  Wurzeln  =  — cf  sein;  es  sei  daher  i/=s — «, 
80  muss,  wenn  man  v*  statt  a:  in  die  Gleichung  (1)  oder  (2)  ein^ 
fBhrt,  sie  auf  Null  reducirt  werden  y  d.  h.  es  muss 

^(»0=0 (6) 

sein;  es  kOnnen  aber  Fälle  eintreten,  wo  entweder  i^^= — a,  oder 
t^=~tt  u.  s.  w.  sein  kann;  in  diesen  Fftllen  mCIsste  dann,  wie  \a 
§.  3.,  respective: 

F(v'0=O ?; (7) 

F(O=:0. (8) 

F(v("-l))  =0     (9) 

sein;  der  allgemeine  Ausdruck  muss  sich  aber  nicht  nur  auch 
auf  den  von  zwei  gleichen  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  redudren 
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und  aDpassen  lassen  »  sondern  es  müssen  selbst  diese  speciellen 
Fälle  alle  in  ihm  enthalten   sein,  d.  h.  ffir  jede  der  Wurzeln  v', 

v",  v^, v(«-l),  es  mag  eine  beliebige  von  ihnen  =— er  sein, 

so  muss  aus  ihm  die  entsprechende  der  Gleichungen  (6)  (7)...(9)  de- 
ducirt  werden  Wonnen;  aa  aber  diese  Gleichungen  nicht  deicdi- 
zeitig  statt  finden,  sondern  im  Gegentheil,  wenn  eine,  z.  d.  die 
Gleichung  (7\,  statt  findet,  die  übrigen  alle  nicht  statt  finden ,  so 
wird  diesen  Forderungen  nur  dann  entsprochen  werden  können, 
wenn  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  für  die  Wurzel  a:'  der  Glei- 
chung (I)  das  Produkt 

F(v').  Fiv'O'Fiv^) F(vv»-l )) 

oder  eine  Funktion  dieses  Products  vorkommt.  Dieses  Produkt 
oder  eine  Funktion  desselben  muss  mit  den  vorhergehenden  Funk- 
tionstheilen  im  Wurzelausdrucke  durch  die  Zeichen  (-f )  und  (— ) 
verbunden  sein,  was  ganz  eben  so  wie  in  §.  2.  bewiesen  wird. 


§.5 

Theils  aus  den  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Gründen, 
theils  aus  dem  siebtbaren  BiidungsgeseUe^  das  sich  in  den  gefun« 
denen  Wurzelausdrücken  des  §.  1.,  §.  2.,  §.  3.,  §.  4.  ofenbar  aus- 
spricht, endlich  theils  auch  aus  dem  allen  diesen  Entwicklungen 
zu  Grunde  liegenden  Grundsatz,  nämlich:  dass  sich  der  Aus- 
druck  eines  Wurzelwerths  einer  Gleichung  des  nten 
Grades  mit  n  verschiedenen  Wurzeln^  auf  alle  speci« 
eilen  Fälle  von  n,  n— 1,  n— '2,  n  — 3,....3,  2  gleichen 
Wurzeln  zurückführen  lassen  muss,  d.  h.  dass  jener  all- 
gemeine Ausdruck  so  beschaffen  sein  muss,  dass  die  einzelnen 
Relationen  zwischen  denCoefficienten  der  Gleichung  (1), durch  welche 
diese  speciellen  Fälle  charakterisirt  werden ,  so  zu  sagen  implicite 
in  jenem  al^emeinen  Ausdruck  vorhanden  sind,  oder  docn  we- 
nigstens aus  ihm  dedncirt  werden  können,  glauben  wir  berechtigt 
zu  sein,  dem  Wurzelvrerth,  welcher  allen  diesen  speciellen  F'iWea 

von  n,  n— 1,  n — 2, 3,  2  gleichen  Wurzeln  genügt,  welches 

also  der  wahre  Ausdruck  für  eine  Wurzel  der  Gleichung  Nr.  (1) 
ist,  wenn  n  verschiedene  Wurzeln  in  derselben  vorhanden  sind, 
folgende  Form  geben  zu  kSnnen ,  wenn  wir  auf  den  Zeichenwech- 
sel die  geh&rige  Rücksicht  nehmen: 

-    X  \+Si\F(y).F(r).F(f).F(Yiy\  + 

*'=-«-+^»-l  ]+ 

+ 

+X{FivO.F(i/%F(v^)     F(i»(»-l))J 
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+  9^1  w 


+ 

+AtF(/).''(/0.^(/').''(y'')»+ 


-^+X{F(v0F.(O''.{i^) F(i;(-1))) 

+    U.   8.    W. 

Die  Reihenfolge  der  Glieder  bricht  ab«  wenn  der  Zeichen* 

we^^bsei  erschöpft  ist     Die  Buchstaben  a!,  a",  ß\  ß",  ^,  / 

in  diesem  Ausdmclce  haben  die  frühere  Bedeutung.  Hingegen  sind 

fufu^u t  Funktionszeichen,  die  nur  durch  Wurzelzeichen 

dargestellt  werden  können.  Man  sieht  aus  der  Betrachtung  diese» 
Aorarucks  fflr  eine  Wurzel  der  Gleichung  des  nten  Grades ,  dasa 
demselben  noch  eine  Bestimmung  der  Wurzelzeichen,  nebst  ihrer 
gehoriffen  Verblödung  fehlt  Die  Bestimmung  derselben  >  so  wie 
die  einiger  Zahlen -Coefficientea  wollen  wir  im  folgenden  Paragra- 
graphen  an  einigen  Gleichungen  versuchen. 


S.  6. 

1)  Ee  sei  die  Gleichvng 

«•  +  aiar  +  aa=0 (a) 

segeben.  Ffir  diesen  Fall  erhalten  wir  nach  dem  resultirenden  Aus- 
amcke  in  {.  5.»  weil  ft=:2  ist. 

Setzen  wir  diesen  Werth  Ton  se'  in  die  Gleichung  (a)  statt  x^  so 
erhalten  wir: 
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woraus  ^  ^-j- — ß«^  — ±V  ^  — «t    *«*♦ 

mithin  bezeichnet  hier  das  Fnnktionssdcben  q>i  die  Quadratwurzel» 
foigiieh  ist 

2)  Es  sei  die  gegebene  Gleichung: 

x^+aiO^-^a^x+a^rrzO    (a) 

Es  ist  also  nach  dem  Ausdrucke  in  $.  5.,  weil  it=3, 

^=-  J  +  9.,  Jf(-|)  +/1  (F(«').F(«'0}| 

+^  1f( -^) -A(*X«O.F(«"))|  , 

oder  wenn  wir  die  bereits  in  §.  2.  gefundenen  Wertbe  von 
p(  —  -^j  und  von  F(a^.F(ti")  gebrauchen,  so  Ist: 

(b) 

+-i('?-%u)-M(T-¥-.;-^Ci*-«.)'*t 

Da  diese  Wnrzelform  alle  möglichen  speciellen  Fälle  unter  sich 
begreifen  muss,  also  auch  die  mit  zwei,  und  drei  gleichen  Wur- 
zeln, so  wie  auch  jene,  wo  einzelne  Coefficienten,  ai,  a^  oder 
Op,  zu  Null  werden,  so  nehmen  wir  zuerst  an,  es  sei  x= — u* 
eine  der  drei  ungleichen  Wurzeln  der  Gleichung  (ci),  so  werden 
die  beiden  andern  s=i — u"  und  :r=— ti^  durch  eine  Gleichung 
von  der  Form: 

'  x^i-Ax+ß=0 (c) 

bestimmt,  wo  der  Körze  wegen 

J=ai— tt',  jB  =  Ot— tt'(ai  — u')    (d) 

gesetzt  wurde;  aus  dieser  Gleichung  erhalten  wir: 


ie) 
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NefanwD  wir  letzt  an,  es  sden  in  derGleiehnng  (a)  nrei  Wnrzeln 
gleicb,  so  folgt  MM  (e),  dass'"      '* 

■■  «••--••'.lY-^i^--:'-   '■'  =■•  •■  •■■•  ■•■•■  ■• 

s\  A*-iB=^0 (f) 

seiD  miiM.    Aas  (6)  folgt  aber  bach  §.  2.,  dass  filr  zwei  gleiche 
Woizeln  •..  .:.    j..  '  -■.         ••  •■:» 

sein  masa;  die  Bediogungen  (/)  und  (^)  miiaseo  nothwendig  iden- 
tisch seiD»  daher  ipiiaa  anob  

sdn.    Es  wurde  aber  ia  §.2.  bewieaea»  daaa  im  Funktionazeichen 
A  lieia  anderer  Ausdruck  der^  Ooefficienten  aij^  %  und  Og,  als 

enthalten  sein  kann,  mithin  musf  a^ck  i<*~4^  mit  diesem  Aus- 
druck identisch  sein,  daher  muss  sich  das  Sjrmbol  fi  durch  gV 
darstellen  lassen,  oder  es  muss 


leio.  Es  trird  daher  der  Ausdruck  (b)  zu : 

(A)  .     '        . 

Wir  [erhalten  endlich  aus  (a) ,  wenn  Vrir  fai  jener  Gleichung 
a,=:a2=:0  setzen: 


Theil  IVI. 
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Aus  (A)  erhalten  wir  unter  der  .gleichen  Voraussetzung 


Die  Summe  dieser  Ausdrücke  in  den  Funkttonszeichen  tp%  "kann 

aber  nur  auf  V.-t-Os  znrQckgefiifajrt  werden >  wenn, 4^  erste  in  fp^ 

eh'lhaltehe  '^liett  ^"^^  -"^^ -^  o,^  in  (h)  nodh  i^'t  «nem  jetzt 

noch  unbekannten  Zahlen  -  Coefficienten  n  vervielfacht  Ist,  indem 
weA^r  dles^s^6lfed,moeh  der  übrige  Im  Wurzelzeictie^  enlkalti^ne 
Ausdruck  eine  andere  Aenderung  erleiden  darf;  setifeft^irttlst)  ln(A) 

«f -V- S ß^j  statt  des  ersten  Glieds  ("^""""27  "^^»)» 

so  wird  jenes  fiir-«i'=^^^=^  m  — 7iA3;;makk  eMäh  -diso  ans  (h 
statt  dek  Ausdrifcks  (k)  folgenden: 

Aus  der  Vergle|(plMing  vo^*(i)-iinä  (/)  folgt,  das«  Wweder: 


oler 


-Wll5^^=S0 


sein  muss;  lässt  man  die  letztere  dieser  Gleichungen  gelten ,  so 
folgt  n=-^;  dieser  \Ver1|b    in    der    erjEftei^  ^ubstitnirt,   gibt 

-|-  -^  f    welcher     Werth     unbrauchbar    ist ;     setzt     man     aber 

—  na^'\^  '^=0,  so  kommt  11=+^;  dadurch  wird  aber  — na^  —  ^  zu 

—  03,  mithin  ist  x*=zq>.^\ — 03).    Hieraus,  und  aus  (t)  folgt: 


\'% 


J    - 


l<      "  "   V"— ae=^9)i{-li3V,  ^  .     J 


\    Y.woraas]  her  vorgeht,  dass  das  $ymbol  ^  die  dritte  Wurzel  Vor- 
\^  steile  ^onss.    xls  wird  also  dei' Ausdruck  (6),  wenn  man  das  erste 

.Glied. in, 912  n)|t  ^  multiplicirjt:  ,        ' 
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2 

'/«.a,     2.»,»        \     4//aia^     2«i»       V      ^A'        V 
(-3 -2f-°»j~V  C~  —W-y  -2t(.T~"'J. 


Es  versteht  sic^  vod  selbst,  dass  niemand  einen  so  langen 
Wes  zur  Auflösung  einer  Gleich^^N  des  3ten  Grades  einschlagen 
wird;  allein  es  handelte  sich  «^mqbier  gar  nicht  darum,  eine  neue 
Auflösung   der    Gleichung  des    3ten  Grades    zu    geben,    sondern 

«tt.  -PWR«n » Jheil?  auph  ^mp.  ein«p  .^Ifgem^iueu  ^«g  ^PMbep  ^?u 
koilnM,  das  ünb^timmie  in  jenem  Ansdruck  angebbar  zu  machen: 

«^•»*«*JRP^/^*'  "^^^  *tHrtiR*k^H»if^n|t^  .]l^öi||iii«rM 

eioer  Gleichung  die  JSchwieri&^iten  ^dieser  Bestimmungen  ver- 
mehren; allein  es  ifiil  do^b ^ 4i6  ftlhglidUlreit  vorhanden,  gerade 
auf  diesem  Wege  zu  einem  alleemeinen  Wnrzelbildungsgesetz  zu 
gelangen,  (welches  aliein  nocn '  fehlt),  was  auf  dem  Wege  der 
Comhination,  wie  icl^  .^of t ^ fiberzjsiigt  bin,  und, was  erst  ein  neulich 
erschienenes  Werk',  in  weichem  die  Gleichungen  des  5ten  und 
Osten  Gtades  getöst  sein  sollten,  aber  es  halt  nicht  sind,  neuer- 
dings erwiesen  hat,  niemals  gesdieben  wird. 


.    il 


1 


.:r  .    ••     r 
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IX..: 

ITeber  PaulHalcken's  Darstellung  dei^ 
grewüliiiiiclieii   AnflSliBiiiie ;  üek    cnlii- 
scheii  Oldeliuiiffeii  darteli  die-  eartta« 
■  nisebe  Formet: : .  lilsi'"  • 


Von  ...    „•.   ..    1   , 

dem   Herausgeber.. 


Paul  Haicken»  Arithmeticus  zu  Buxtehude  und  Mitglied 
der  Societät  der  Kunst-Rechner,  oder  vielmehr  der  im  Jahre 
1690  gestifteten,  die  Kunst- Rechnung  lieb-  und  übenden 
Societät  zu  Hamburg,  aus  welcher  späterhin  die  jetzt  noch 
dort  blijhende  G^selischaftüur  Verbreitung  der  mathe- 
matischen Wissenschaften  hervorging,  in  dieser  die  Kunst- 
Rechnung  lieb-  und  übenden  Societät  der  Haltende  eenannt, 
und  nicht  zu  verwechseln  mit  seinem  Bruder  Johann  Ha  icke, 
Ihro  Kunigl.  Maj.  zu  Dännemark  und  Nonvegen  bestelltem  Matbe- 
maticus  und  Arithmeticus  zu  Utersen,  in  der  die  Kunst- Rech- 
nung lieb-  und  übenden  Societät  der  Harrende  genannt,  hat  in 
seinem  viele  schone  Problemata  und  andere  sinnreiche  Dinge 
enthaltenden  Buche:  Deliciae  Mathematicae,  ober  Mathe- 
matifct^ed  @innen«Sonfect,  beflel^enb  In  günf^unbert  biet  unb 
fie6ents<0  auderlefenen,  ^um  ^^eil  gar  Jtunflreici^en  Alge- 
brai-,  Geometri-  unb  Astronomif^en  Suffgaben,  mit  bie* 
len  fünflltc^en  Solutionen  unb  Reguln  geHeret,  infonber* 
^eit  einer  curieusen  CIrfinbung  ber' Logarithmorum,  bon 
ber  Quadratura  Circuli,  na^  ber  unenblid^en  ißäl^etuttg, 
unb  anbern  Sinnreicben-Sad^en  mel^r  u.  f.  w.  Sllen  Sie&^a* 
Bern  ber  Mathematif(3&en  SBiffenftiftafften,  tnfonber^eit  ber 
(Sblen  Sitüitn^Stnnft,  jur  too^Igemeinttn  ©emüt^d'lSrget^ung 
auffgetragtn  bon  Paul  Halcken,  Arithmet.  in  SBurtet^ube, 
in  ber  Societaet  ber  Jtunflre^ner  bem  «^altenben.  3"  6ef  om« 
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men  itl  Sol^ann  finrid^  9Bolatmu1ft,  @4retB'  unb  Stehen« 
meiner  an  brv  @(^uUn  gu  ^t  Nicolai  unb  Bei  leben  dunffti*. 
Serwanbten  ber  AunfilieBettben  Societaet  in  «f^amBurg. 
Hambnjc^.  1719.  8.  —  die  cardanische  Eorinel  nach  einem  von 
dem  ^egenivärtig  'in  den  Lehrfächern  der  Algebra  ^ewöhnlR;heo 
verschiedenen  verfahcen  jdurch  eine  blosse ,  Substitution  entwi- 
ckelt, weichet^  nabh  meiner  Meinmg  noch  jet2t  gekannt  und  bei'm 
Unterrichte  angewandt  zu  werden  verdient,  weshalb  ich  dasselbe 
in  dieseip  A||fsatze  mit  verschiedenen  von. mir, seihst  hinzugetha- 
Den  Bemerkungen  den  Xeserii  'des 'Archivs  mittbeilen  will,  öa  -ei" 
wohl  noch  wenig  bekannt  ist      '  ^  > 

Wenn  a  und  6  positive  Crossen  bezeichnen ,  so  kann  eine 
von  ihvffm  ,:|i^vi:eiten  ,^liede  auf  bejsannte  Weise  befrei'te  cubische 
Gleichang  nur  unter  einer  der  vi^r  folgenden  Formen  auftreten: 

a:»— 3aa?— 26=0, 

a:»+3cw:  +  26=0, 

o:»- Saar +  26=0. 

Weil  aber  die  dritte  und  vie^e  Gleichung  durch  die  Substitution 
«= — g  io 

— y»-3iiy  +  26=0, 

-y8+3ay  +  26=:0; 

d.  I.  in  f 

V+3iiy-26=0; 

y«— 3ay— 26=0 

übergehen;  so  ist  klar,   dass  wir  als  specifisch  verschiedene  For- 
men bloss  die  beiden  Gleichungen  ..     .^jr  .  .. 

,.,  ;i?»  +  3aa:— 26=0,  , 

a?»— Sät -26=0 

EU  betrachten  brauchen,   wie  anch   Paul  Halcken  thut,    wobei 
~  zn  bemerk^;  ts^,  4a«s  die  Goefficiepten  3a  und  26  statt  der 


noeh  zn  bemerk^;  ts^,  4a«s  die  Goefncienten  3a  und  26  statt  der 
sonst  gewöhnlichen  a  and  b  'bloss  der  Vereinfachung  der  später- 
l^;/l?l8ffi|4f9.F9>''io^°  ^'^T^gi^P  glfi|f?h  1(00  vorn  berein  eingefilbrt 


fiietraehten  wir  nun  zuerst  die  Form 
j:»+3fl«-26  =  0, 
und  (Hhrea,  indem  wir 
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ji 'I :"-■". '/•     ,"  .     :••  .  ')':^ t'yi\:i\v,n)f.'  'i'i       r: . .  ; " r, 'jr tj ". 

8«[^eii,  eipi^  neue  unbelcaQnte  'GWs^q.ttV'eip^.s«^^^ 

'   *''■""  'nf —       t*J       n-i>;;    .'^  i;  .,f.  Ti'uo  4~^ttfc^'j  !      , -.    .  »!•      » 
"'.f'   ■'   ■    '    .  '  ..-?*     .'i       :,•    .  T    •  .     V   ..;        ....  •...      .:.!,{•...•:     . 

also,  ^'ei|n,  mr  ^u^'iJ&eijleri  Seiten ;  dieser' GUiofiiiDg^ 

pliciren  und  aufTieDen,  was  sTch  aiimeben  jlSsstV  .        ;    »  ...,  •  i     . 

welche  .Glefcilunfwif  ei^e  duaiffrdllisiÄ'^  dl^titfurt|öf'atifge(ÖafW- 
den  Lbn.  ^Die  MSsÜng'ifeW  ''' '   ^  '        "  '         '  '^ 

also 

3    '        --/-— .-L'' 

-  I    .,.'•     •  \. 
und  folglich^   weil  nach  dem  Obigen 

a 
u 


_   .^     Ji^    weil  nach  dem  C 


ist; 


a;  =  V(Äi:V6M^)-  t" 


also^  wenn  man  Zähler  und  Nenner  des  letzten  Bmcbs  mit 


i 


-.1  o-<  :iiM.' 


M'< 


miiltiplicirt ;  'i  '  n^m       -»'•.  ^v 

wo  es  nun  genagt»  bloss  ' 

zu'se^^li/  Mltt'iflit''di^s^^  f  oAtid'  läÄ^  dr^h  iii  dfüisnP^iai^ttMf 
eine  reelle  Wurzel  der  gegebenen   cubischen  Gleichinlg^Mmk^' 
nen:   und  wie  man  dann  ferner  die  beiden  anderen  WiirzeloL  fin- 
det, ist  bekannt.  *'     *  "     '     '       '  -     •  «'T  H 

Wenn  femer  die  Gleichuiig  *^ 
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gegeben  M«  «#.  seiften  wik  '     i  i  •// 

•    •  ^      U  ' 

aleo,  ^i^w«  wi«  eiiC  beMesi  Seiten  inU  m^.  awUiplicireA  u9A  Wlfll^^. 
ben«  wae  sicb.aQfheheii  UmssJ:  -  it  ^ 

LOeen  wir  diese  Gleichung  wie   eine  quadratische  Gl^i^lf^l^  ^üfu 
so  ergiebt  sich 


also 

ond  folglich  5  weil  nach  dem  Obigen 

,  a 


-)<  . 


.!>.: 

::"!;> 


ist: 


=V(6±V'6^^o»)+— 


J»5S' 


oder>  wenn  man  Zähler  und  «NeBnaK-de»' letzten  Bruchs  mit 
mnltipUciit:  .  '  . 

wo  es  nun  wieder  genfigt,  bloss         | 

«=V(6+V6«--a»)+V(6--V^3C:^8) 
Sil  setzen.  '      '  .»  ;  o.  ... 

Wenn  ('^eF^Ois^  solumninan  auchindii9$em  FaUf  ifM^ 

eine  re^le  Wurzel  der  gegebenen  cubischen  Gleichung  berechnep, 
und  wie  man  dann  ferner  Sie  beiden  andern  Wurzeln 'findet ,   Ist 
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Wenn  aber  6'— a'<0  ist,  so  erscbeiDt  die  Wvrxeti    i    !  .  - 

unserer  cubischen  Gleichung  unter  einer  imaginftteifi  Ferm>«pd  d^di 
MSjui  sich  auf  folgende  Art.  leicht  zeieen,  dasa  gerade  in  diesem 
Falle  alle  drei  Wurzeln  der  'Gleichung  nothwehdig  reell*  sein  müs- 
sen. Da  nämlich  jede  oubische  Gleichung  als  eine  Gleichung 
eines  ungeraden  Grades  noth wendig  mindestens  eine  reelle  Wur- 
zel'bltb^n  mtass ,  so  wollen  wir  die^e  iieeÜe  Wurzel  unserer  cubi* 
sehen  Gleichung  durch  oo  bezeichnen*/ so  dass-also 

»•— Saw— 2ft=0, 

und  folglieh'  ^   '  ' 

^*— Sät — 8t  =a?' — w9-3tt(a?— ü) 

oder 

ar*— 3<M?  -  26  =  (o?-«)  (a:«  +  <»j:+ ©*— 3«) 

ist.  Daher  sind  die  beiden  aiidem  Wurzeln  unserer  •cubischen 
Gleichung  mitteist  der  quadratischen  Gleichung;    .  •  )   .  .  , 

Ä*+ wo?  +  w*— 3a=0 

zu  bestimmen.    Die  Auflosung  dieser  Gleichung  giebt 


a:=-ico±\ 

(i(a- 

4.V 

Weil  nun  wegen 

der  <vleidiung 

,.<.:  m^-^Za» 

i«*-26»;0 

offenbar 

., 

26 

\^ 

3^6 

und  folglich 

.  •       ->       »      ,•..;    ,       1 

'    •     ■',' 

I        , 

1  ■• 

-.ja- 

'2CD 

st,  SO  ist,  wenn  »negativ  ist,   offenbar  a — j  lo*  nicht  negativ, 

und  die   drei  Wurzeln  der   geg;ebenen  cubMaicfa,en  Gleichung,  sind 
dabev'  ?n'  diesem  Falle    augendcheinlich  sütauntlicb  reelll     Wäre 

aber,'  wf^nn.  cp  ppsUivist,  a  — j-«^  negativ    oder.  Vfl)*>  a,|'so 

wäre    (o*>4a  oder  tt>2Va*    Weil  nun  nach  der  Vorau0Slrtstb(^ 
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^<a',  ö<,aVa  ist,  so  tat  26<2aVa  oder  26<a.2Va,  folglicfa 
nach  dem  Vorbergebenden  nm  so  mehr  übK^av^.  Nun  ist  aber 
nacb  dem  Obigen  beluMUbtUch   '^  ''^     > 

also,  weil  wir  angeni^mineo  baben|  ^bbb  a — t,.<o'  negativ  sei, 
Q — >ta»  d.  L  26>aa),  was  dem  vorbergebenden  2A<aiii)  wi-- 

derspricht.    Daber  kann  aucb  in  diesem  Falle  a-^j-o'  nicbtue-* 

gativ  sein,'  und  es  siiid  fof^iib  aucb  jetzt  alle' drei  Wurzeln  der 
g^;ebenen  cubiscben  Gleicbnng  reell,  wie  bebauptet  wurde.      .     , 

In  diesem  Falle,   wo  alle  drei  Worseln  der  gegebenen  cubi- 
scben Gleichung   nothweAdig  're^ll-iepäal  müssen,    oie  durcb  die 

Formel 

j.  t,, 

x==V(b  +  V6*— a»)  +  v(6  -V  6»— a») 

.  V.  \    '      '        '  -v  I     . 

gegebene  Wurzel  derselben  aber  unfer  einer  imagini^fsp  Form 
auftritt,  sncbt  nun  Paul  Ualcken  die  Wurzel 

oder 

wirklich  auszuziel^en^  ^«ein  auif  einemcgjawissen  ProMren  beruhen- 
des und  gewiss  in  allen -Pl^iebi^gen  hochsl  eingp«^bränktes  und 
raaneelhaiies  Verfahren  ULsst  sich  aber  aus' den  Beispielen,  auf 
welche  er  es  anwendet,  nicht  mit  hinreichender  Deutlichkeit  mid* 
Bestimmtheit  entnehmen,  und  kann  daber  hier  nicht  wiedergege- 
ben werden,  was^i^M^b  bei  der  jedffnfallf  ^ossep  Mangelhaftig- 
keit desselben'^^ithlifli  ^nOtzenf  würde Vtila^  min  Jettt  weiss,  dass 
sich  dersleichen  Kubikwurzeln  auf  eine  sehr  leichte  und  elegante 
Weise  mit  Hfilfe  der  goniometrisö&en  ^Fäb^tiönfen*  mfd  der-'ih^Volf- 
st&idiger  Berechnung  schon  vor(iegendep  Xafelii  derselben  berech- 
nen lassen,  was  aufTdietteni^mrsteWAaf^' vielleicht  auf  folgende 
iM  gezeigt  werden  kann.  ,  . 

Setzen  wir  -' a,  

so  ist  , 

»1  «• 
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Qaadrirt  man  Dun  aufbeißen  Seiten^  «q' wird 

also,  wenn  ma^  addirt: 

d.  i.     •         ■    •     .'•  •  "•   •"''*  •  •     •    ^•='-      •  '  -  '^ 


w  <  »j 


oder 


und  föletich 


Daher  ist  man  berech.^.  ^  ^ 


ssiingp  •Vi^irf/**.  «i;^ iwÄgÄ^V^^ 


» '  •      »-.1 


■I    '..r^.M.-/ 


ZU}  s^t^iQii»  WJ|fl^,m  die  Glc^ifhjiog^   .,    ..  ,.  |,;^| 

..       ,  ,  .  ."'\\\,^\   ir.lv  ./   l'i'i.\  ,j   i, 

gesetzt»  giebt: 

8io9>V  a«+j3«— 3sin9Cos^V"aH/J*=  « * 
3sing)«cosg)lf^^^  co«/Vfe'^=|J 
oder 
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BekaoDtiich  ist  aber,   was   durcb  die   t^ementaraten  goniometri- 
acheo  Formeln  sogleich  za  beweisen  isf : 

sin39=Mn^ieaa^>-<8iii9*,  . '  i< 

•    iioaa^tMtewy^^M»8coay  ahi^iffv . 

''.'  «i*  •.' .   .!  .• '   II   ;,  .ii»      .     .        -,  .       .   '        '  '  .'     . 

ai^  niqä;WdevÄ.^dfh^ti^)inAe(i:    " 

und  Coleliob  ancb  ..... 

'.....   -.1       I    ',.''*•.    .:  :       ."  v.l..  .'•<  >.l     ^   ,  I 

irttt^^Ut  df^diey  F6Vni%li^  taiiil'3^,*  atad  aNicft  49  Klfrectrne^  ^^^rderi ; 
bat  man  aber  9»,  so  bat  man  auch  |. 

r=  sing? .  V^«*  +  ^,  fr=:cos9.V  «* +/3» 
und  demnach  auch  '  *     ' 

In  Kficksiebt  auf  unsere  obige  cubische  Gleichung  ist         •  *'  " 

folglich 

und  daher  1  ,  <  \>^ 

sinSg«--^,  cos3y=-^'t^*-  V 
so  wie 

Ferner  ist^'  ' 


''r£:sin9.Va,     t^sscos^.Va; 


1-  »r-^-Mil     jL;.hi>    'jjl  .  »iti         t       .•    •     et    •    <«iii,:  »f:^v    •'    [ii 
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folglich  nach  dem  Obigen 


Die  weitere  Discussion  dieser  Formeln  unterlassen  wir  fiiglich 
hier,  da  dieselbe  allgemein- iHHcaiivi  IM;. 

Hält  man  die  Einful^nin^  der  '-goBiemfiti^isclien  Functionen  für 
der  Alffebra  zu  fremdartig»  so  kann  man  den  vorhergebenden  Fall 
der  cubischen  Gleichungen,  den  roa^  bel^a^ntliob  qei^  irredu- 
ciblen  Fall  zu  nennen  pflegt,  auch  auf  folgende  AH  behandeln. 

Aus  der  Form  der  Gleicl|iing 

erhellet  nach  einem  bekannten  leicht  ganz  elementar  zu  beweiisen- 
den  Satze  von  den  Gleichungen  (Supplemente  zum  mathe- 
matischen Worterbuche.  Thl.  U«  Art.  Gleichung.  S.396.), 
dass  dieselbe  Jederzeit  eine,  aber  auch  nur  eine  reeUe  positive 
Wuil^zel,  Jliajiif  die  wir  vopi.j^o  an  duich.^  selbst  beaeicbnen  wollen. 


Weü 


ist,  so  ist 


oder 


also 


a:»— 3a«-26=0 


^-*^t?  ^ 


=v^. 


};;    liti  (1. 


i  iiijjf)  !.is»' 


V 


^+V^r+- 


,  »f    ..'ji^  ▼•»      •    a? 


und  bezeichnen  wir  nun  die  Bruche  oder  Grossen 


Digitized  by 


Google 


IUI 


^oa  T  A/l'JLJ. 

.    I  ....'••         .    ..^.'--      ■        ,h- 

der  Reibe  nach  darcb 

..  'i     ) 

a"i,  J^a,  ^j,  ^4, ; 

.  «•  ♦  «t 

m»  ISsst  sich  zuerst  darch  gan«  leichte  Schlflsse,   über   die    wir 
hier  fiiglicb  hinweggehen  klinneti,  zetgee/dass  t  .  : 

U.    S.    W. 

ist,    so  dass    alse  jede   zwei'  «tciander  benachbarte  Glieder  der 
Reibe 


aTi,  x^9  x^,  x^y 


zwei,  or  zwischen  8«r6  fassende  Gr&nzen  sind,  nnd  es  ko mint  jetzt 
nor  darauf  an,  zu  uMerbucheti»,  ob > diese  Gränzen  einander  bis  zu 
jedeifi  beliebigen  Grade  nahe  kommen  kennen,  weil  sie  nur  unter 
dieser  Bedfiigvng'-eintiiioher'  niiii  Zweck  fahrendes  Mittel,  ia;.B|4t 
jedem  beltöb^en.^Grade  des  GMauigkeit  astilibernd  sU  berecbsieii, 
an  die  Hand  geben  können. 

Es  ist  aber  augenscheif|lidi  k^.  {rulKjjer  Allgemeinheit 


oder 


also 


d.  i. 


Xm  x%^i 


,H,'--.^='26(i-^). 
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\folglich  ii^^h  einftn  bekanntitn^^^itfimerischen  Satze: 

26 

^»+1  —  ^11  =  (^»-1  —  ^n)  - 
Das  Prodttct 


^«—1  ^n  (ar»  +  ^«41) 


ist  aber  offenbar  imvier  grosser  als 

d.  i.  grosser  als  6Vi*aya,  fojglich 

OTn-i  Xu  (a?«  +  ar»;|-i)  /*  3  V3 '  a\^a ' 

und  folglich,  weil  im  irredncibljßn  ^11^,    den  ivir  jetzt  hier  allein 
im  Auge  haben, 

Aa<a»,    ^^<M/a,    ;^<i        ... 

ist,  jedenfalls 

,  ^     '       '  1 

•  ••■'...'  r-  .;■.♦,.  !• 

'Idio  natii  dem  Obimn,   imnrär  blws  iti>iRQeksid»i  4j9f  4ie.  afa^so- 
•lutenWerthe  der'Uiff^venzen  «j^yir;-arii  und  s^^^rr^tsm^  A  .  •  ., 


^+i-^*-'<^^^fcr^^ 


t'i.  i-.   -.1 


Es  ist  also  hiernach  '  '^ 

^«— ^5S   3^3   » 

<a?2— targ  . 
W3   ' 

V 

^  3?4 — ^J?5 

^6--^ftS   3y3  * 


Digitized  by 


Google 


143 

,U.  8.   VK. 

tfeo««  wki  bteroiis«  ilofleMli:;«iiMill«(t; 

."  »:  -  ::  /■• 

■^1 


•'  .>».  .:i 

.  .         ,  U.    p.    W. 

uod  weil  huB  die  PoteozeD      .  .    *  !      ....     ■        ..       -   ! 

..        '    '.         .V.:     .   '  .../',    .:     ...    .'  .    .    .     -1  .    J-. 

ins  Uneodliqhe  wi^chsen^  ho  ist  klar^  dass  die  Differenzen 

.;  •  i'   J».     .  '        '    i  '.:    •«       .'*.•:;     .•    •      •         ■       *     :  .  . 

JCa—rXi ,  j?A — ap* , .  x±-^x^  f  aTA— a?5 »  ar« — a?* >  .. . *« 

id's  Unendliche  abnehmen,    wepn  man  nur  die  Reihe   derselben 
weit  genug  fortsetzt;  : 

Hieraus  siebt  m^  nun,  dass  mittatst  des  Ausdrucks 
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3a -f 


V^::;^ 


3a+^ 


M 


die  eine  reelle  positive  Wurzel»    weiche  die  cubiscbe  Gleichung 

«»— Siiar— 26=0 

jederzeit  nothivendig  bat.  Im  IrtMfaeibleo  ^aNe  Immer  durch  An- 
näherune mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit  'berechnet 
"werden  kann,  und  da  d|e.  Potenzen 

3v3,  (3V3)«,  (3V3)»,  (3v3)S  (3v/3)», 

nSmIicb  '  ^  .  ^    . 

3v3  =  3y3, 

(3vd)«ÄjT, 

(3v3)»=381v3, 

(3v3)*=:729, 

(3v3)*=c2J87v3, 

(3v3)«=l9683, 

(3v3)^^5g049vy, 

(3V8)»==«31441, 

U.  8.   W. 

schnell  wachsen»  so  scheint  auch  ilie  Annäherung  ziemlich  rasch 
fortzuschreiten;  aber  die  successive  Ausziehung  der  Quadratwur- 
zeln wird  immer  Schwierigkeit  macheri,  'namentlich  wenn  man 
sich  bei  diesem  Geschäft  nicht  der  Logarithmen  bedienen  wollte, 
und  die  goniomelrische  äusserst  leiihte  und  >elegante  Auflösung 
wird  daher  immer  in  der  Praxis  bei  Weitem  vorzuziehen  sein. 

Wie  man,    wenn  man   die  eine  tViirzel  der  cübiscben  Glei- 
chung kennt,  die  beiden  anderen  finden  kann,  ist  bekannt. 

Die  Zuräckführung  der  cubbch^  Gl^ichiingeÄ  dufch  die  Sub- 
stitutionen  ,    .,      ., 

•      ■'  '.;      '. ;       1  •:  r  i    tr:    .'/     ,it  •   r     \'''\    '•••  •  ;. 

ar= oder  ar  = 

.  v.JÄ^;'.j  w       .   ...    »     '.;..;,       . 

auf  eine  quadratische  oder  wenigstens  auf  eine  Gleichung,  die 
sich  wie  eine  Gleichung  des  zweiten  Grades  auflösen  lässt,  ist, 
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«oviel  Ich  finden  kann,  ganz  Paul  Haicken's  Eigenthum  and 
ün  Obigem  von  demselben  entlehnt  worden;  das  Cebrige  ist  Zu- 
that  von  meiner  Seite. 

Zam  Schiuss  will  ich  der  Ergotzlichkeit  wegen  nun  noch  an- 
fahren, wie  der  genannte  alte  Arithmeticus  in  seinem  Grimme 
fiber  den  fatalen  Casus  irreducibilis,  aber  doch  auch  mit  einer 
gewissen  Freude,  dass  er,  wie  er  wenigstens  zu  meinen  schein t> 
bei  der  Beseitigung  desselben  einen  Schritt  vorwärts  gethan  hat, 
sich  fiber  diesen  Fall  der  Auflösung  der  cubischen  Gleichungen 
ausspricht.  S.  63.  seines  oben  erwähnten  Mathematischen 
Sinnen-Confecta  sagt  er  nämlich: 

„9i9f)ltf^tt  ift  gele^ttt  »orben,  toie  man  bie  Cnbifd^en  Aequationes 
na<^  iS^xa  ri(^ttgen  Demonstration  aud  n^a^rrm  @runbe  solviren  foll, 
babd^  birfe9  bad  mü^famße  unb  tsA^ÜQ^t  i%  bie  Cubic-^Bur^eln  aud  bm 
Binomiis  ju  extrahiren.  ($d  ift  aUx  eine  beutlic^e  9tegul  baoon  gegeben, 
ba§  matt  fo((^  Eztraction  leicht  unb  6alb  Derriil^ten  Cann.  Sdd  ber  gwebten 
unb  britten  Stegul  n^irb  man  anaemerdet  ^a6en:  USamt  bofelbft  ber  Cubus 
tM)n  bem  britten  $^eil  ber  3a^l  3a  gr^fTer  i^,  M  ba9  Quadrat  toon  ber 
«&e(ffte  ber  lebigen  Qaffl,  baS  algbamt  Binomia  imperfecta  fommen,  baran 
ber  surdifd^e  S^^eil  al9  V^— a  gan^  ungefifidt  unb  absurd  ftd^  erjeloet, 
bcftoegen  aud^  bie  Qai^UStün^tx  mit  felbigen  ni^t  gerne  tvoOen  gu  fqajren 
^itn,  glei^  tote  ein  B^mmerman  ein  unartig  (naf^tg  find  <&oIt}  i}ennetbet/' 

3)er  berühmte  Cardanus  l^at,  utn  fol(^en  n^ieberfpenfUgen  Xuvüßm 
axa  tem  fSJege  ju  geben,  im  25  Cap.  feined  X-Sud^d  16  particular-9te« 
iln  aefe|et,  oon  n^elc^en  er  au<j^  ^onbelt  im  2  Cap.  felned  S9u(^d  De 
egula  Alisa,  aUein  ed  rolrb  baDurti^^bie  ®a(^e  ni(^t  gel^oben;  S)ann  tt>an 
an  na4  fol(^  Siegeln  algebraifdb  procediret,  fo  fptmnt  man  tpieber 
ouff  fol^e  ungefd^iifte  Binomia,  bleibt  alfo  Der  «Karren  im  Stoffi  flecfen, 
bertoegen  ifl  ^ier  fein  beffer  mtid,  aU  bag  man  bac{  ^erd,  tt?ie  ed  bie 
erbenuidt^e  Solution  giebet,  boUfü^re,  voit  ben  nad^  unfer  Extractions 
St^ul  fold^e  ungefc^idte  Binoroia  ftd^  gan|  fd^idli(^  uttb  totiffi  tractiren 
toffm,  »ie  foldt^e^  tiva  bnt  angefül^rten  (ixtaopün  gmugfam  erf(^init."*) 


*)    Uns  aber  doch  nioht  recht  iclar  gewofdeii  iaC 


Theil    XIV.  10 


Digitized  by  CjOOQ IC 


146 


4 

Zur  Tbeorie  der  Reihen. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  O.  Schlomilcb, 

ProfiMor   der    höheren  Mathematik   und   Mechanik  an  der    technischen 
Bildung«an8talt  an  Dresden. 


Mehr  Im  Gefiihle  als  im  Besitse  des  wirklichen  NaehweisM 
fiabeo  die  Verfechter  einer  strengeren  Behandlang  der  unendlichen 
Reihen  die  Behauptung  ausgesprochen ,  dass  man  bei  dem  sorg« 
losen  Rechnen  mit  jenen  Formen ,  wie  es  z.  B.  Ohm  förmlicli 
sanktiomrt  hat,  zu  jedem  beliebigen  noch  so  absurden  Resultate 
gelangen  könne;  im  Gegensatze  hierzu  wollten  Ohm  und  sein 
Anhang  geltend  machen,  dass  solche  Absurditäten,  wie  man  sie 
thatsächhch  aufweisen  konnte,  nur  von  einer  widerrechtlichen  Spe- 
zialisirnng  der  Buchstabengrössen  herrührten,  mit  anderen  Worten, 
es  wurde  uns  verboten,  in  Gleichungen  wie 

=  1  — ar+o:«— a:»  + 


l+:r 


das  X  fflr  eine  Allgemein  gedachte  Zahl  aozusehen;  .r  sollte  nur 
der  „Träger  der  Operationen^',  ein  allgemeines  analytisches 
Symbol  oder,  Gott  weiss  welcher,  grosse  oder  kleine  Unbekanntesein. 
Ich  will  mich  an  dieser  Stelle  nicht  auf  die,  allerdings  nicht 
schwierige  Erörterung  einlassen ,  ob  eine  Gleichung,  wie  die  vorhin 
genannte,  nur  einen  Sinn  hat,  wenn  x  keine  Zahl  sein  soll,  ja 
ob  es  überhaupt  möglich  und  denkbar  ist,  mit  etwas  Anderem 
als  Zahlen,^  gleichgültig  ob  dieses  Andere  allgemeiner  oder  spe- 
zieller als  eine  Zahl  ist,  rechnen  zu  wollen;  diese  Untersuchung 
gedenke  ich  einer  noch  zu  schreibenden  Philosophie  der  Mathe- 
matik aufzubewahren,  dagegen  will  ich  nachweisen,  dass  man  in 
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der  That  durch  die 'Obm'sGhe  Leiebtfertigkeit  Alles  herausbringen 
kann»  namentlich  den  8atz»,dass  f(fjL+v)=fifi^ü),  wobei  fi,  u, 
V  und  die  Funktion  f  wHIkührlicb  sind.  Ich  bemerke  dabei  aus- 
drücklich, dass'ieh  die  Re<:bnung  allgemein  halte  und  keine  8pe- 
zialisirungen  vornehme,  die  etwa  den  Träger  der  Operationen  zur 
Zahl  degradiren  könnten,  dass  ich  also  eine  Betrachtung  anstelle, 
die  jeder  Ohmianer  für  richtig  anerkennen  muss. 

Zufolge  des  Taylor'schen  Satzes  ist  immer 

h  Ifl 

oder  für  A=j?  —  a: 

wofär  nach  Ohms  Bezeichnung  geschrieben  werden  möge!  ' 


^f^ 


l>i#  CoefSzientwn  von  a^-^u^' (Jt-^ttf  etc.  wollen  wir  ieur  ÄbkOr- 
zung  mit  r?|,  a^  etc.  bezeichnen,  also 


1)  g?4P— 9a=ai(;r— «)  +aa(^— «)*  +  Os(*— «)*  +• 


setzen.  Dabei  ist  es  übrigens  für  die  nachfofgenden  Operationen  gan-^ 
gleichgültig,  ob  man  sich  die  Reihe  als  convergent  oder  divergent 
denkt  —  Erhebt  man  beide  Seiten  der  Gleichung  I)  aufs  Qua- 
drat, so  erhält  man  eihe  neue  Gleichung  von  der  Form 

2)         .(9*-9>«)*=Ä3(-'«^— «)*+65(^-«)*  +  ft4(^— «)*  + 

wo{>el  6^9  ^at^tc.  wiederu^xgev^  isf e  canstante  Coeffizienten  bezeiejtuien,, 


auf'  4ereq  Wertbe  eß  uns  nicnt  weiter  ankommt  Ebenso  leicht 
wür^e!man  clurcb  )ßr^bung  auf  die  dritte,  viferte  Potenz,|9te.  itx^ 
GleTcbun^eq  .yoo  nacbstehendeB  Formen  gelangen: 

3)  (g>x  -  *«)•=  ^3  (^— «)*'  +  <^4(^— a)*  +  C5  (a:— «)»  +  ....i ' 

4)  (9x-*c.')^=rf4(^-«)*+^?6(^-«)*+  ^6(0:-«)*  +  :^... 

etc.      etc.  ,  . 

Man  multiplizire  jetzt  die  Gleichungen  1),  2),  3),  4),  etc.  mit  d§n 
vor  der.lfiltd  noch  unbestHmBteii  CoeniiKienten  Ji ,  A%9  ^  etc., 
so  ist  durch  Addition 

10» 
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+  ^sk8(:r-«)»+C4(ar-«)*  +  c^(j?-.a)*  + I 

+     

oder  bei  gehöriger  Ordnung  nach  den  Potenzen  von  x  —  a: 


5)  Ai  ((px--<pa)  +  ^2  (9>'-9>«)®+  ^3  (9^—9«)^  + 

=  -4iai(a:  — «) 

+  MlöS  +  ^2*3  +  ^sCs  I  (^-«)' 
+ 

Andererseits  hat   man  zufolge  des  Taylor'scben  Satzes  ßir  jede 
Funktion  f: 

6)     A-/«=  -^(x^)  +  ^  (^-«)«  f  "^"  (x^)^  + 


Diese  .Gleichung  halten  wir  mit  der  vorigen  zasammeD^  inden  wir 
An    -f' 

f 

etc. 

setzen  und  aus  diesen  Gleichungen  die  vorher  unbestimmten  Coeffi- 
zienten  Ax^  A^,  A^,....  bestimmen.  Diese  Bestimmung  ist  jeder- 
zeit möglich,  weil  die  obigen  Gleichungen  in  Beziehung  auf  Ai, 
A29  A^\....  nur  vom  ersten  Grade  sind;  man  findet  aus  der  ersten 
Gleicbune:  Ai,  aus  der  zweiten  A^,  aus  der  dritten  A^^  u.  s.  f. 
Somit  wird  nun  die  rechte  Seite  der  Gleichung  6)  mit  der  rech- 
ten Seite  von  Nro.  6)  identisch  und  wir  haben  daher 

Ai  (9*-9«)  +  -^a(<P*-<ra)*+  A^{q>s^g>a)^  + 

oder  endlich 

7)       f^—fa  +  Ai  (9*— 9>«)  +^a(9>*— 9a)«+2lj(94r— g)«)»+..-. , 

d.  h.  also  in  Worten:  jede  Funktion  fx  kann  In  eine  Reihe  ver- 
wandelt werden ,  welche  nach  Potenzen  von  (px—ffa  fortschreitet, 
wobei  tpx  eine  beliebige  Funktion  und  a  eine  beliebige  GrSsse 
bezeichnet. 
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%iTird  mir  gevvlas  zufeatehvßt  cba«  bei. dieser  Rechnung 
geringste  Speziallsirung  vorgenommen  worden  ist»  und 
gleichwohl  entölt  der  obige  Satz,  in  dieser  Ailgetneioheit  ausge- 
sprochen,^ alle  möglichen  Absurditäten  in  sich.  —  Da  uamüph 
die  Funktion  tps  heliehig  ist,  so  kann  sie  auch  beliebige  Maxinia 
und  Minima  bekommen;  gesetzt  nun»  ein  solches  Maximum  oder 
Minimum  trete  ein  ilBr  j:=tt*),  so  nimmt  die  Funktion  <px  über 
x=fi  hinaus  wieder  einen  Theil  der  Werth^  an,  die  sie  früher 
hatte,  und  es  giebt  eine  unendliche  Menge  zusammengehuriger 
Grossen  u  und  v  der  Art,  dass  g)^-» =9)^4.9  ist.  (Sehr  leicht 
sieht  man  diess  geometrisch,  wenn  man  die  Curve  construirt, 
deren  Gleichung  y=^q>x  ist;  man  braucht  nur  parallel  zur  Ab- 
scisscHuachse  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  die  Curve  zweimal 
schneidet,  dann  sind  ^ — u  und  ^-fo  die  Abscissen  der  Durch- 
schnittspunkte). Setzen  wir  nun  in  der  Gleichung  7)  erst  jr=fi — u, 
dann  x=n+v,  so  ist  zugleich 

fft-u=fa  +  ^i(q>/jir-u^^a)  +  -42(9/i-»"-"9«)*  + * 

/a*+.  =/a  +  -^i(9>/4+»— 9a)  +  A2  (9m+»— 9«)*  + ; 

und  da  <pfi-u=^fpfi^9 ,  so  folgt  auf  der  Stelle  ^ 

Bedenkt  man  nun,  dass  erstens  fi,  u  und  v  Grossen  sind, 
welche  nur  in  Beziehung  auf  q>x  Bedeutung  haben,  dass  zwei- 
tens sehr  leicht  eine  Funktion  tpg  zu  finden  w&re,.  welebe  für 
wUlkührlich  angenommene  ft,  ti,  r.  die  Bedingung  9^.11=^ ^a^+v 
erföllte*)  und  dass  endlich  drittens  fx  in  gar  keinem  Zusam- 
menhanee  mit  9«  steht,  also  völlig  willkfihrlich  genommen  wer- 
den darf,  so  erhellt  auf  der  Stelle,  dass  die  Gleichung  8)  reiner 
Dnsiun  ist,  womit  sich  die' Gleichheit  jeder  zwei  beliebigen  Gros- 
sen beweisen  Hesse.  Vielleicht  sind  ^in  paar  Beispiele  hierzu 
nicht  überflüssig.    Man  setze  erstlich 

ao  ist  nach  Nro.  7)  bei  gebSrig  bestimmten  CoefBzicaten : 


*)    DIetec  fft  braucht  kerne  Zahl,  im  Ohm*tcheo  Sinne  so  sein;    i. 

4* 

B.  für  9«  =  TiX~a  ^iidf/»=±^9  and  .das  ist  eben  so  allgemein  wie  x 
und  k  selber. 

**)  Man  braucht  nur  reehts  and  links  Ton  der  Abscisse  /a  beliebige 
Strecken  U  und  r,  n'  und  r%  W.  und  r"  etc.  abxutchneiden  und  den 
Abscissen  /§—a  und  ft+P^  /*— fi'  und  /a+V  etc.  jedesmal  gleich  grosse, 
sonst  aber  beliebige  Ordinaten  zu  geben,  so  erhält  man  soviel  Punkte 
der  Curve  !r=9x  als  man  will. 
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Die  Bestimmung  der  CoefBzieDten  wfire  hier  sehr  leicht;  denn 
entwickelt  man  die  linlce  Seite  nach  dem  Theoreme  von  Mac- 
Laurin  und  rechter  Hand  jedes  einzelne  GLied  nach  demBinomi- 
sehen  Satze»  indem  man 

setzt,  so  findet  man  leicht  durch  beiderseitige  Vergleichung: 

t 

u.    s.  w. 

und  es  müsate  nun  die  Gleichung  9)  richtig  sein,  wofern  o? nicht 
zur  Zahl  spezialisirt  wird.    Nimmt  man  einmal   x=:tu   und   das 

ander»  Mal   x^^-y   so  hieibt  die  rechte  Seite  in  beiden  Filleii 

dieselbe  und  man  bat  folglich 


A«)=/(S- 


was  schwerlich  jemand  glauben  wird, .      ' 
Für  ein  zweites  Beispiel  nehmen  wir 
4>«=sinar,    or^O; 
so  muss  nach  Nro.  7)  sein:  ^ 

10)        /*c=/o + 4i  sin.T+ |4j|sinV+  A^  sin^x +...,.. 
und  man  findet  durch  beiderseitige  Entwickelung  und  Vergleichung : 


] 


-^3  —  a  '0  +  Ä  / 


U.    S.    W. 
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Setzt    mao     aber     erst    x=^*^t(   und    daati  J^^^-i-u,    so 

wird  die  rechte  Seite  der  Gleichung  10)  nickt  geändert,  und  mit- 
hin folgt 


Kl- ")=<!+-) 


Doch  genug  von  diesen  Absurditäten,  deren  Zahl  sich  sehr 
leicht  beliebig  vermehren  Hesse.  Vielleicht  ist  es  den  Lesern 
angenehmer,  wenn  ich  den  Fehler  aufdecke,  welcher  den  obigen 
Rechnungen  .zu  !Gtunde.  liegt 

^  Stellen  wir  die  Gleichungen   1),  2),  3)  etc.  so  dar,    dass  die 
Reihen  rechter  Hand  endllcoe  sind,    so  müssen   wir  die  Reste 

r  II  III 

derselben  berficksichtigen ;  nennen  wir  letztere  JZ»,  Rn>  Rn  etc. 
SD  ist  richtig: 

9«— 9a=ai  (xc— «)+aa(«— «)*+«3(a?~»)?-f  .... 

......+a«(ir— «)»+Ä„, 

(9x-9«)*=*a(^-«)*+*5  (a:-a)8  +  64(^-«)*  + 

+  Ä„(a:-«)«+R«, 

(9*— 9«)' = Cs  (a?— «)» +<?4  (a:nr-«f)*  +  c^  (a:-«)«  + 

..... +Cii (ar— a)»+ Ä«  * 
u.    s.    f. 
und  die  letzte  dieser  Gleichungen  sei 

Äddiren  wir  diese  Gleichungen  nach  Multiplikation  mit  den  unbe- 
stimmten Coefficienten  A^,  A^,...Ant  so  Ist,  wenn  zur  Abkürzung 


Ai  km+A^Rn'¥.*.^  +  AnBn:^Sn 


gesetzt  wird: 


Ai  (9#-g)«)  +  ^  (9>Jr— 9>a)*  +  A^  (q)s—(pa)^  +  .... 

....  + J„(g>« — g>a)^ 
+ 
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and   hier  lassen  sich  allerdings  die  Coeffisienten  Ai^  A^, Am 

ebenso  bestimmen  wie  früher;  man  erhält  dann 

Ai  (q>M--g>a)  +  i<2(^*— 9«)'  +  -^3  (9*— 9«)'  + 

....  +  Au((ps — q>a)^ 

=  |r(ar— «)  +  ^  (ar— «)*  +W^  («—«)'  + 

+  ^(a:-«)«  +  Äi. 

Nennen  wir  ^  den  Rest  der  Taylor*schen  Reihe,  so  daas  also 

ist,  so  kSnnen  wir  statt  der  vorhergeheodeo  Gleichung  schreiben: 
Ai  ((fx  —  9«) + -4  (9*— 9«)*  +  A(ff-9a)^  + 

+  An  (SPf  "~  <Pa)^ 

oder  endlich 

/#- (?«—&.)  =^+^I  (9*— 9a)+-^>(9*— 9«)'+ 

..^..  +  Am  (spx — 9«)*  • 

Soll  nun  diese  uobezweifeit  richtige  Gleichung  in  die  Formel  7) 
übergehen,  so  muss  für  unendlich  wachsende  fi 

Um{Qm-Sm)^0  '     . 

sein»  uod  hierzu  gehurt»  ^eil  Qn  nur  von  f,  Sn  aber  auch  von  tp 
abhängt,  und  sich  folglich  ^  und  Su  nicht  aufheben  können ,  dass 
gleichzeitig 

Lim  ^n=0 ,    Lim  iS» = 0 

sei.    Diess  ist  aber  nur  möglich,  wenn  die  Reihen 


9x=  g>«+  "T— 9  «  +  ~f.2~  9^  «  +  • 
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conyerj<iren ,  weil  im  Gegenfalle  ^  und  Ä»  (mithin  auch  Rn,  Rn 
etc.)  sich  nicht  der  Gr&nze  Null  nähern  würden.  Obschon  nun  die 
Convergens  der  ebengenannten  Reihen  noth wendig  erfordert 
wird,  eo  Ist  sie  doch  noch  nicht  hinreichend;   denn  wenn  auch 

Limp»=0  und  LimAi=Linii?»....=:0 

iMt,  so  folgt  daraus  schlechterdings  nicht»  dass  für  unendlich 
wachsende  n 

Lim  5»=Lim[Jifi«+ilaÄ»+--+^»i^«]=0 

sein  müsse;  es  wird  zwar  jeder  einzelne  Summand  immer  kleiner, 
je  mehr  n  wächst,  dagegen  wird  aber  auch  die  Anzahl  der  Sum- 
manden immer  j^usser,  und  es  kann  folgluhi  der  Gränzwerth  sehr 
wohl  eine  endliche  und  sogar  sehr  grosse  Zahl  sein.  Wer  das 
bestimmte  Integral  kennt,  wird  wissen,  dass  jene  gesuchte  Limes 
in  der  That  nichts  Anderes  als  ein  derartiges  Integral  ist  Hier- 
aus geht  klar  genug  herror,  dass  ausser  der  Convergenz  der  für 
fm  und  9«  benutzten  Reihen,  noch  anderweite  Bedingungen  zu 
erfällen  sind,  wenn  die  Gleichung  7)  Bestand  haben  soll.  Auch 
a  posteriori  erhellt  diess  leicht;  so  z.  B.  convergiren  die  Reihen 
für  e'  und  sina;  immer;  setzt  man  aber 

e*=t  +  ^jsinar+i49sin*a;+,^:,  sin'a;+ , 

woraus  folgt    . 

2li=:l,    A^'=z^9  ^j  =  g-,  i4^=2j,    etc. 

SO  gilt  die  obige  Entwickelnng  doch  nur  von  x=0  bis  0::==^, ob- 
schon die  Reihe  rechter  Hand  immer  convergirt  --r  Welcher  Art 
diese*  noch  zu  er  Rillenden  Bedingungen  sini)  (damit  Lim  Sn^=tQ 
werde),  gedenke  ich  bei  einer  anderen  Gelegenheit  zu  zeigen; 
hier  kam  es  mir  nur  auf  den  Nachweis  an,  dass  Ohm  in  einem 
gewaltigen  Irrthume  befangen  ist,  wenn  er  die  Reihentheorie  auf 
sichere  Prinzipien  gestützt  zu  haben  glaubt  und  wenn  er  sich  in 
der  Meinung  genUlt,  es  hätten  Abel  und  ähnliche  Meister  aus 
seinem  „Geist  der  Anal  ysis'^  die  wahre  Reihanbehamllunglerneti 
bunneo;  allerdmgs  findet  sich  Mancherlei '  in  diesem  Obm'schen 
Werke»  nur  leider  nichts  weniger  als  Geist.         . 
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Velber  die  elenieiii;9i:e  Culbatur  der 
Flächen  zweiten  Orades. 

Von  dtm 

Herrn  Dr.  O.  Schio milch, 

P^ofeMor  der  höhern  Mathematik  und  Mechanik   an  dar'  tecbaiachen 
BildangaansUU  zu  Drasd«B« 


Die  eben  so  einfachen  als  eleganten  Betrachtuni^en^  weldho 
mein  verehrter  Vorsänger  an  dem  hiesigen  polytechnischen  In- 
stitute, Herr  Prof.  Franke,  im  12.  Bande  des  Archivs  miteetbeilt 
hat,  veranlassten  mich  zu  einer  flüchtigen  Untersuchung  dher  die 
Cubatur  der  Flächen  zweiten  Grades  überhaupt,  namendUck  fun  su 
entscheiden,  ob  sich  nicht  von  beliebigen  in  den  Richtungen  der 
Achsen  genommenen  Al)schnitten  oder  Kappen  derselben  eine 
elementare  Volumenbestiramnng  geben  Hesse.  Der 'Erfolg  dieser 
Betrachtung  war  ein  so  guter,  dass  er  vielleicht  allgemeiner  Mit- 
theilung nicht  unwerth  ist,  wobei  ich  übrigens  die  Bemerkung 
nicht  unterdrücken  kann,  dass  es  mich  sehr  wundem  sollte,  wenn 
Biehtl  schon  irgendwo  das  vacfastekende  sehr  aahcftkgende  V^« 
fahren  benütat  worden  wäre ;  doch  habe  Ich  in  alle«  mir  jsn  Gebote 
stehenden  Werken  nichts  darüber,  gefunden. 

Bekanntlich  sind  zwei  Volumina  gleich,  wenn  beide, 'in  glei- 
chen Utphen  mit  Ebenen  durchi^ihnitten,  überall  Durchschnitte  vop 
gleichen  Flachen  Eeben,  was  man  kurz  so  ausdrfl^ken  kannte: 
Volumina  mul  gleich,  wenn  die  correspöndirendefi  Querschnitte 
derselben  gleiche  Filichen  besitzen.  Wenn  ich  nicht  Irrfe,  ibt  die- 
ser Sat?.  von  Cavalleri  als  Axiom  aufgestellt*)  und  später  vielfach 
(z.  B.  zur  Cubatur  der  Ku^el)  benutzt  worden;  es  kostet  aber 
wenig  Mühe»  denselben  niUteLst  der  Exhaustionsmethode  zu  be- 
weisen,   und  zwar  kommt  der  Beweis  in  der  Hauptsache  darauf 


*)  Dies  ist  gans  richtig;  jedoch  därfto  wohl  bemerkt  su  werden 
▼erdienen ,  das«  zuerst  Segner  dieses  Princip  in  allen  seinen  Elementar- 
Lehrbüchern  der  gesammten  Stereometrie  als  Grundprincip  zum  Grunde 
gelegt  und  in  den  Elementar -Unterricht  eingeführt  hat.  M.  •.  x-  B 
Elcrocnta  Geometriae.  $.  194.  §.  258.  G. 
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Mnstts,  zti  Migeiiy  d%iK6,    M'enn  ^  «  /^ fu'M^  parülMeik  4)üer 

8chaitt6ftcbeo  des  .Volomens  F  sind»  und  otj  ,  0^-2*  •.^.;7n  die  Eiit- 
fdi-nungen  dieser  Pifteben  von  einander  bedeuten ,  die  Gleithuir^ 
istati  imdet  . 

F«ttimt4:i^ +:p^a +  ....  + ^,/;i, 

worin  sich  das  Zeichen  Lim  auf  daa  unondiiebe  Wachsthum  von 
n  und  die  anendficiie''AbBahme'4er  ^.beVi^bt«  --«-  Gine  Feig«  d6$ 
obic^en  Satzes  ist  noch  das  Theorem:  Stehen  die  correspondi- 
renden  QuerschnittflSchen  zweier  Volumina  in  einem  constanten 
Verhältnisse,  so  findet  zwischen  den  betreffenden  Korperräumen 
dasselbe  Verhältniss  stall.-  '  ' 


Das  EUipsold.    ^Tat  IL  Fig.  l.). 
Geben  ivir  der  belcaiititlsn  Gleichung  des  Etlipsotdcs' 

(9'+(i)*+(D='       .V":; 

<fie  Form 

SO  charaktensirt  diese  Gleichung  denjenigen  Schnitt  des  Ellip- 
soides,  welcher  dun^b  4fo/£ndpuokid^s  2  parallel  zu  AOfi  ge- 
legt werden  kann.  Statt  nämlich  eine  Gleichung  zwischen  den 
drei  Coordinaten  QMta:^,  Mf<h=fj/,  NPyS^z  autzusteilen,  kann 
man  auch  eine  Gleichimg^.zwisfebe»  'nuiT  zH^eien  derselben  iyM' 
:=zOJIi=sx  und  M*P=zMN=y  Venangen^,  indem  mau  sich  durch 
P  einen  Schnitt  gelegt  denkt.  Diese  Gleichung  zwischen  OiW 
und  M*P  Ist  aber  die  Gleichung  der  Schnittcurve  ÜPV.  Letz- 
tere bildet  hl  unserem  n Falle  eine  EUipse  mit  den  Halbachsen 

uni  dkhet  ist  die  FlÜcbe  d<»  Sclintttesl  '''••'   ."'    ",/'  "•   '"  ' 

Denken  wir  uns  eine  Kugel  mit  dem  Halbmesser  c  beschrieben 
und  föhren  in  der  EntfemHig  a  .toioea  Schnitt«  so  ist  die;  Fläche 
dieses  Schnittes 


(VSTt^^Ä 
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uod  es  verhält  steh  demnach  jener  Schokt  de«  Ellipsoides  zu 
diesem  ci^k^larea  Schnitte  der  Kugel  wie  -^  •  h  dasselbe  Verbfilt- 

niss  findet  also  auch  zwischen  den  entsprechenden  Körpern  statt 
Lassen  wir  nun  z  das  Intervall  t=0  bis  tssA  durchlaufen,  so 
erhalten  wir  einerseits  eine  ellipsoidische,  andererseits  eine  sphä- 
rische Zone,  beide  von  der  Hube  A.    Das  Volumen  der  Kugelzone 

ist  bekanntlich  (c'A— jA')»,  und  folglich  das  der  eUipsotdischen 
Zone 

_(e«-g-Ä*)Air. 

Für  A=:c  ergiebt  sich   hieraus  der  cubische  Inhalt  der  oberen 

.2  4 

Hälfte  des  Ellipsoides  :=z^abcn,  und  folgPich  ^oActt  fGr  das  ganze 

Ellipsoid.  Will  man  das  Volumen  einer  Zone»  deren  Basis  nicht 
durch  den  Mittelpunkt  geht,  so  braucht  man  nur  einmal  A=:A| 
dann  A=:A9  zu  setzen  nnd  zu  subtrabiren>  man  erhält  ao  das 
Volumen  einer  beliebigen  Zone,  deren  BägiUnzungsebenen  senk- 
recht auf  OC=^c  stehen.  Ebenso  leicht  ist  es  ähnliche  Formeln 
Ifir  solche  Zonen  zu  entdecken,  deren  Begränzungsebenen  auf 
OB=b  oder  OA=a  senkrecht  stehen;  es  würde  hierzu  eine 
blosse  Buchstaben  vertauschung  hinreichen. 


Das   einfache  Hyperboloid.    (Taf.  U.  Fig.  2.). 
Die  Gleichung  dieser  Fläche  Ist  bekanntlich 

oder 

sc      ^*       ^ ^ 

a 


Qs^T^X^VHd'T' 


und  mithin   der  Schnitt  durch  den  Endpunkt  von  z  eine  Ellipse 
mit  den  Halbachsen 


■Vh^.  »yH{0'- 


Oie  SchnittflMche  hat  demnach  die  6r3s«e 

06(1  +  ^)». 
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Denken  wir  ong^  ferner  denjeniffen  Cvlinder  constmirt,  vr el- 
cher das  Hyperboloid  in  der  KenlelTipse  berührt,  so  besteht  das 
gesuchte  VolDmen  ans  dem  Cylindervolnnien  plus  dem  Räume 
eines  ringformigeik  JK^ärpers. !  C4ri  Querschnitt  des  letzteren  wird 
erhalten»  wenn  man  vom  Querschnitt  äes  Hyperboloides  den  Quer- 
schnitt des  Cylinders,  d.  h.  die  Fläche  OA.OB,n=zab7t,  suhtrH' 
hirt;  der  Querschnitt  des  ringfötihigen  Kapers  ist  also 


Constrairen  wir  einen  Kegel ,  dessen  Achse  mit  derüSeite  einen 
Winkel  von  45^  macht,  so  ist  der  Querschnitt  desselben  in  der 
Entfernung  z  vom  Scheitel  ein  Kreis  mit  dem  Halbmesser  x,  und 
folglich  die  Schnittfläche^  :=z^.n;.  Die  «Schfiftfflfiche  des  ringför- 
migen Körpers  verhält  sich  also  zur  Schnittfläche  dieses  Kegels 

wie  -äsl»  und  dasselbe  muss  von  den  Korpern  gelten,    welche 

entstehen,    wenn  man  z  das  Intervall  s«sO  bis  x^^h  durchlaufen 

iSssty  d.h.  der  ringförmige  Korper  ist  das  Produkt  aus     -^    und 

eifern  Kegeivolumen ,' welches  h  zur  Hqhe  und  A  zum  Basishalb« 
messer  hat    Dieses  Produkt  wäre  demnach    ' 

und  wenn  man  den  Kehlcylinder  von  der  Höhe  A  damit  vereinigt, 
so  ergiebt  sich 


oder 


abkn  +-i»3  A*3f, 


1  A^ 


als  Volumen  der  hyperboloidischen  Zone,  welche  die  Kehlellip$e 
tat  Basis  uOd  A  zur  Höhe  hat.  Giebt  man  A  zwei  verschiedene 
Werlbe  und  siibtrabirt,  so  kann  man  den  Inhalt  jeder  Zone  fin- 
den,   deren    Begranzungsebenen  der  Kehleilipse  parallel  laufen. 

Für  h^c  wird  das  Volumen  der  obigen  Zone  =^4iAc-9S,aIsogleicb 

dem  ganzen   Ellipsolde,  welches  man  aus  den  Halbachsen  a,  ft, 

c  construiren  könnte  und  welches  das  Hyperboloid   in   der  Kehl* 

ellipse  berfihren  würde;  diess  Ist  der  Satäe  des  Herrn  Professor 
Franke. 
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Daa  getheilte   Hyperbtiloid.     (T«£  IL  Fig«  3.). 
Geben  wir  der  ,Cileicl|iing  dieser  Fläcbo»  oämlicb 

-e)'-(f)>(0='- 


die  Form 


80  zeigt  sich ,  dass  der  Schoitty  durch  den  Punkt  a:yz  gelegt,  eine 
Ellipse  nAi  den  Haibaehsen       '  .    :        • 

darstellt  9  und  dass  niithiu  die  FIlich«.  des  Schnittes  gleich 


a*j^-lj« 


sein  muss.  Denken  ivir  uns  einen  elliptischen  Cylinder  mit  den 
Halbachsen  a  und  h  hinzu,  so  würde  der  Durchschnitt  desselben 
in  der  Höhe  z  die  Fläch«  o^tip  besitzen;  demnach  bilden  das  Hy- 
perboloid und  dieser  Cjrlinder  zusammen  einen  Korper,  welcher 
in  der  Hube  z  die  Schnittfläche 


***  l  ;3"^^  I  ^  +  |i&«ss  --^z^yt 


be^tzt  Construiffn  wir  wj«  vorbin  etnfsn  Kegel »  .de#«9fl.A^hse 
und  Seitß  .einen  bs^U>en  i:eqht<en  Winkel  einscbiiessenj  00  .zei\gi 
dieser,,,  in  dar  fli»bf)  ^  geflchiaMten,  .4il^  Schnittfläche  2^k„  und.folg^ 

lieh  tethält  ^Ich  Teno  Scfanittfläthe  zu  dieser  wie  -^  :  1.*^  Ijaösen' 

Wir  i  das  Intervall  z^c  bis  z=/i  dtirchlanfen ,  so  entstehen 'jetzt 
z^wei  Körper;  ;de9  erste  (»esteht  aus  einer  hyperbolaidiscbea  KaMt^ 
und.  einem  elliptischen  (Zylinder,  d^ren  gemeiJMchaftlicbe  Mooe^ 
h—c  ist;  dev.z>T)eite  ist  eip  abgestfiippfter  jK«g^l. von. derselbe» 
Hohe  und  sein  Inhalt  ,     .. , 

1  «  ^      8 
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Multi|)lizireD    wir   is^»   mK   .^>  fi^  eTbalteii  wir  die.Ki^ppe  plu# 

dem  elliptischeD  Cylinder;  subtrahiren  trtr  endlich  ileo  feti^elieM', 
welcher  den  Inhalt  ab(Ji^)n  besitz!,  so  kommt  der  Ausdruck 

zum  Vorschein  y  welcher  den  Inhalt  der  hyperboloidischen  Kat)pe 
Fon  der  Hohe  A-^c  angiebt.    Nehmen  wir  A=2c,   so  findet  sich 

^ubcn,   d.  h.  die  hyperboloidische  Kappe   von  der  Höhe  c  hat 

gleiches  Volumen  mit  dem  ganzen  Ellipsoide,  welches  aus  den 
Halbachsen  a,  b,  c  construirt  werden  kann  und  das  getheilte  Hy- 
perboh>id  in  seinen  beiden  Scheiteln  bfruhren  wurde,  -r-  Diess 
ist  das  Analogon  zu  dem  für  das  einfache  Hyperboloid  geltenden 
Satze. 


Das   elliptische  PaVaboloM.    (Taf.  H.  Fig.  4.). 
Die  Gleichung  desselben  ist  bekanntlich 

e)'+(f)"=i- 


oder 


.V         » 


(ypycm- 


und  mithin  der   Schnitt  durch  den  Endpunkt  von  z  eine  Ellipse 
mit  den  Halbachsen 


a\j    und    6\n, 


Die  Schnittfläche  wird  demnach  durch  ' 

ab 

auegedvickt.    Oonefruiren  wir  ein  Prisma  >   welches  did  Höhe  A, 

die  Breite  k  und  die  Tiefe  -^n  besitzt»    so  ist  der   Qpersclinitt 

c 

desselben  in  der  Entfehiung  z  ebenfalls  =  —tut^tthd  wenn   wir 
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also  1  das.  Intervall  2=0  bis  z=i  durchlanfen  lassen,  so  hat  die 
entstehende  Kappe  A^%  elliptischen  Paraboloides  deoselbeB  Inhalt 
wie  dieses  Prisma ,  nämlich 

2    c  ^^• 

Für   A=c  giebt   diese  Formel   drei  Achttheil   des   aus  den  drei 

«albachsen  a^  hy  c  construirten  EUipsoides.    Giebt  man  k  zwei 
Berthe  und  subtrahirt,  so  lässt  sich  die  Cubatur  jeder  Zon^  aus- 
führen, deren  Begränzungsebenen  der  Ebene  xg  parallel  laufen. 


Das  byperboüsche  Paraboloid«    (Taf.  II.  Fig.  5.). 
Die  Gleichung  dieser  Fläche  ist 

(f)"-aM 

Ein  Schnitt  parallel  zur  Ebene  xy  ^yfirde  eine  Hyperbel  sein  und 
diess  hiin:  uns  nichts,  weil  die  Quadratur  dieser  Curve  nicht  ele- 
mentar   ausfuhrbar   ist.     '  '       '  "  '  "* 


st.  Legen  wir  aber  parallel  zur  Ebene  yz 
einen  Schnitt  in  der  Entfernung  Oifi=x,  so  Ist  die  Schnittfigur 
eine  Parabel,  deren  Scheitel  in  F  Hegt.  Nehmen  wir  z=0,  so 
geht  y  in  Idü  über  und  es  ist  daher 

oder 

a 

Nehmen  wir  daeegen  in  der  Gleichung  unserer  Fläche  y  =  0,  so 
geht  z  in  MV  über  und  es  wird 


(f)-= 


*r  od.,  «F=^ 
c  a* 


Nach  dem  Archimedischen  Satze  ist  die  parabolische  Schnittfläche 

MÜV  =^-rMü.MV=^  -^x^,    Diess  lässt  sich    nicht   gut  mit 

einer  anderweit  bekannten  Schnittfläche  vergleiofaeii  und  j&an  muss 
desshalb  einen  anderen  Weg  einschlagen.  Denken  wir  uns  dem 
X  den   Spielraum  x:=zO   bis    x=h    angewiesen,    theilen  k  In  fi 

gleiche  Theile,  deren  einer  tf=—  heissen  möge,  und  setzen  der 
Reihe  nach  ar=d,  28,  3d,...iid,  so  bedeutet  die  Summe 
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3  «»*  •'  +  3  ii<2a)».*  +  5-,(3«)M  +  ...  + j;jj(««)»  « 
=|^ni»  +  2H3» +  ..-+«>] 

rMiinetri8€h  eine  Somme  von  Cylindeni»  welche  die  gleiche  Hohe 
haben  und  deren  Grandfllchen  die  in  den  Entfernungen  x-=9, 
2S,  ....n j  ffefflhrten  Schnitte  des  hyperbolischen  Paraboloides  sind. 
Nach  bekannten  Prinzipien  ist  der  Gränzwerth  dieser  Summe 
nichts  Anderes  als  das  Volumen  desjenigen  Abschnitts  unseres 
Tom  hynerbolischen  Paraboloide  begrftozten  KHrpers,  welcher  zwi- 
schen O  und  einem  in^  der  Entfernung  xp:=A  parallel  za  yt  ge- 
legten Schnitte  enthalten  ist.    Wegen 

l.+2.+3.+-l  +  n.=  (=i^)* 

finäeVman  jet±t  äaA't(/hMeik  des  Abschlffites^^l^^^^^ 


d.i. 


1  äCi..' 

o  ar 


Nimmt  man  speziell  A=o,   so  wird  der  Abschnitt  =9-  von  dem 

aus  a,  bf  c  coqstruirten  Parallelepipede.  Glebt  man  h  zwei 
Wertfae  und  snbtrafafrt,  ko  bekömmt  man*  den  Inhalt  einer  halben 
Zitm^y  welche  i^on  zwei  zn  vt  parallelen  Ebenen;  vofa*  der  Ebißäe 
^,.  der  Ebene  xx  und. derTiäehei begrünst, wild.  Dil  gal||B^o{)e^ 
halb  XV  liegende  Zone  erhält  man  nachher  durch  Verdoppelung 
des  Tofhin  Gefundenen. 

L  •    -»Will.  ,-    *L       ,      «    i).».J    ■•     '    .    :    I    I    -.    ...  "^  1\    '.'•»//    ;'!       ^i*.  •/;•>{; 


Ur..     . 


i    i,.,  '>'\  .       .'.    fl        I   ..    .1    "  . 


•   .   •!• :     ,    ■ 

The»  XIV. 

11 


Digitized  by  VjOOQIC 


t«ft 


Velber,  Ole  J|e9ttaiiiiiitiW  ^^  Iiüiatts 
der  drei^eitigren  Pyramide**) 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Hesse! 

an  der  UniTenftät  tu  M arboi^. 


.,. /•  $4  h   Jfülf$$aU*  FISt  ganze  Werthe  der  Zahlen  a und 
.^.\f,tfsJt  ß\f:ik  auf  sebr  eiementiBtre  Art  beweisen»  daas 

ftr'  ed'^H  Wertti  ron  x^  wen»  u'T^  iet,  auch  ü^^x  e-eln 


mase. 


Beweis.  1)  WeU  a^2,  so  bt  a>>l  und  a<  ^  2.2, also a*>2. 
2)  Ist  aber  f&r,  irgend  einen  bestimmten  Wertb  von 


*)  Dar  Umstand ,  dasa  bei  4ar  Lahre  Ton  der  Bestimmung  des  In- 
haiU  der  dreiseitiren  Pyramide  der  Bewei«  das  Saties,  dar  die  Gleicii- 
heit  zweier  dreisettirer  Pyramiden  bei  Gletcbbeit  der  Grundflächen  und 
Höhen  ausspridbt ,  eigentlioh  der  hohem  Mathematilr  aaf^ehörl^  hat  mich, 
wie  schon  eine  früher  Ton  mir  in  dieser  Zeitschrift  ntedergelaste  Arbeit 
beweist,  öfters  in  Versachen  reranlasst,  diesen  Uebelstand  an  beseitigen. 
£iner  dieser  Versuche  hat  mich  la  einer  Reihe  von  Unteranchnngon  ge- 
führt, Ton  denen  ich  hier  einige  mittheile. 

Obgleich  die  hier  Torffetragene  Auflösung  dieser  stereometrisehen 
Aufrabe  die  Exhanstionsmetnode  nicht  Termeidet,  so  scheint  sie  mir 
doch,  besonders  in  Verbindung  mit  den  folj^nden  Arbeiten  (über  weldie 
man  unter  andern  Salomons  Grnndriss  dar  höhern  Analysla 
Seite  318  und  819,  Belapiela  4,  5  uud  6  Tergleichea  möge),  dar 
Veröffeatlichang  nicht  onwarth  tu  sein.*' 
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im 

^,  der i^äiiii*  i^  kv^pi  ^r  ]tifiwbf;^wiUevi4MBM  <KrrX>.!i;-^)t 
ist,  ^o,bt,fi|A:|l'>a:.    s''      v.-:    -  V^        /       /^    .  ^.^  .      .^ 

Oeno  Ist.  o«^* J>^  iP-. l    '  "• :  ^'  ^ .M.  \  X 

und  a      ^  2  ' 

so  Ut  a-a»-»>2(:r-l)"  '    '       '* 

>  X;^ix^2),  MthiDs  da  i--2^0  sein  soll» 

«'>a{'!^'  ^  -'-''•      -^   ■    '*    > 
Da  nun  a»>l,  also  ö»-i>2-rl,  so  ist,a«>2;^  v    >i    '     . 

ist  aber  a^>%Bo  Jst  a»-»>  3-  1;',  bLo  ,  a*>  3;  vi.  s.  ^." ' , 

Auch  ista^^lyal^o  a^O,  nod  a-*=— positiv,  also  ^  — a:. 

:  (        J  ..-,  .-''    ^\^\»0l  In'.'/»  '    I 

(•  2.  Anmerknog^-I.  Die  Beschränkung,  dass  a  und  j;  ganze 
Zahlen  sein  sollen ,  kann  man  weglassen ,  wenn  man  den  Be- 
weis weiter  aasdehnen  will.  Auch  ifisst  sich  in  ähnlicher  Ar t1>ci- 

weisen,  dass,  t^e^.^a^2^\i€f|(^  aaf:|i  «'>,;!:  9^p  mflsse. 
$.  3.  Anmerkung  2^  Wie  die  Untersnchung  in  der  Abhandl.  Nr.  II. 

zeigt,  sio  gilt dibtte^el :'  Veil  «*'>  ar  ist,  wenn  o*^  ^^  kÜi  «sp! 
moSS,  wenn  a  glSsser  ist  als  der  grSsste  Wertfa,  den 

*#•— »    ,  -   .  1    •    ■     .1       . 1  *k  ^  .  )    "  •      i    »  .     !        ...    .' .  '     ;    ' .  1  I 

V^  haben  kabn  (d.  h.  >  VT),  auch  a*>ar  sein. 
Hier  genflgt  obigqr  ^9^  fllr^g^ijze  a  und  o?..,  '  •  ,  ,  ^i . »   ;.,..; 

S-  4«  Lehrsatz.  Bezeichnet  man  ein  dreiseitiges 
Prisma  und  eine  dreiseitige  Pyramide,  wMchi'-^itk^ 
E>cke  e  und  das  Verhältniss  cA:  cB:  cD  der  LäiMgen  der 
drei»  iA:dtlss  er/Eicfce  «zttl^an^e^tt Ja dfeofde»^  1^4^ tittl killen 

gem©An,,^ab>a,v^    V'-«A     V- H''-.;^i  ^^V-'.'-*'^'^.'^/^'    *i'-'- 
d&s  Prisma  durch  jP, 

die  Pyramide  durch  p, 

und  fallscJ  in  einer^lchen.Sc^stalt  die  Länge  Ci4=a  hat: 

dW^^rismil  durch  P(a), 

die  Pyramide  durch  p(a); 

8*  bt  'ii' :.  '     '"1  ■   V        (    *  j"  •     '•  •••  '■  •*     «• 

' »#^  V*^h/«(^/K^''.?^ S •  -f ^^®*^  we>4*?isa|tig^PymirtdiS,. 
i^eicne  die  LcKevd'jAnd  die  Seiten  cl,  cm,  ci  hat,  deren  yern 
hältniss=:c^  :ci}  :  c/>  sein  moee,  so  wird,  wenn  ttiao' diese 
Seiten  in  a,  6,  d  halbirt  und  durcn  die  Halbirungspnnkte  6  und  d 
die  Ebene  gbdk  so  lefft'^.>dass  ihr  >^ie  Kante  c?  parallel  ist,  so- 
wohl bg  als  dk  mit  c2\^^flel  s^B^  sitrch  i6t  dann  /m  und  li  in 

II* 


Digitized  by  VjOOQ IC 


1164 

fund  k  balbirt.    Legt  man  nun  darch  aak  •ine  Bb^nfti  so  ist 
tßs^/^eWag^tm  und  aki^et^;4l^fAs^e  ^inliwiM»M^ti 

die  ^  (*i,)  ^{i^yt  ls;:Jj  =^.^.-H|.»|-: 

z=i    cA  \  cB  :  cöT 
Ist  alao  cl=za,  so  ist  ..  !• 

Pyramide  c/mi  =^p(a),  .  ^. . 

,       ^       ,,-  .    Pyramide  ö/^ä,F=  P^i):  ,' 


W         ir|        O^ 


Prisma  cabdkg=z  Pl^p  ^  ''^ 

auch  ist  gk  ond  &c{  mit  iiii  parallel. ,    ^,. 

Leg('man  min  durcli  6^  die  fnene  bgh^^ctit  so  ist 

Pyram.6^iA ^ afgrJSr,  also  =p  {.&]*, 

^    s.    i.        \  ,  !       .••'.•»".      \^/  ■•  .: ,  1-    '    •    ' 

'  '   Pt\amfibghdk^diadig^p{T^,       ''     ' 

indem  jedes  dieser  beiden  Prismen  ha)^  so  gross  ist, als  ein  Pa 
r^^elepiped'»  das.  die  Ecke  c  nnd "die.  in  dieser  Bcice  zusammen- 
laufenden Kanten  ^cA  (in  der  Richtung  ,cl),  ^cB   (in.  der  Rich- 
tung cm)  undäc/)  (In  der  Ricbiung  et)  hat. 
mEs  ist. also  . 

P{yr3viiißf^/Paam9L{\,-/P^ 
clmi    -\cabMgJ  +  \b^h4kiJ'^\.a^^      J*\!    i^    )' 

$.  5«  Folgesatz  1.  Da  /'(^)<'\|'}>'^  (indem,  wenn  mte 
durch  abd  eine  Eben^  l^g^  wGrde^  dte  Pyramide  ca6c<=/if  o) 
eiri  HmU  dte  Prismas  olftt^it^  Ist,  das^f^)  Wt;;  ao   folgt. 
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'■•  ')i«4i»f>(|<)     :  ■■'< 

VH(i;-...(:);;gM(:)Y)--- 

Mio  iiiiiips|\da«8a^t,;4»;Pr0  =^P(«)  5«t  (indem  P(u)  sich  in 

1)  P(«)>  J  ^(«)  ...... 

and  .  j 

.'  ,  j   ,  2)  ;.(«)<5->(«)     ,.       ,.. 

j.  6.    FoJgeiitat»  II.  >t    v  •  ,  ! 

(:).v /'<^'==t'^*'''®' 

a.  s.  w.   \ 

.     MI- 

SO  folet  dnrcb  Sabstitation 

,<.,=äi.(l)^W<|) -^    ■ 
=«Kö*^'^)+^'"'(l)+^''(«) 


a.  s.  w.   \ 
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Weil  aber  jedes  der   hier   in  diesem  Aosdracke  Torkonunedittik 
Priamen  =k-  des  nächst  er.oMr^iKl^,  so  ist 


8 


^o^r«iKl|t, 


p  («)= 2.  g-  ^«)  1 2».p  •  /^«) +2».  giP  («).".  +*••  g;P(«)+2".7?(^) 
Da  aber  ferner  die  Summe  der  geometriscbeo  Reihe 

G)+a)*+a)'-+G)"=^-tr'-^^" 


isty  SO  i«t 


also 


p(„)=(_^^>(d>4.8»;,  ^J). 


1        v|«V  ^-^    "    ^■''  ' 

Da  ounaber  ^^(<')=-''(  ön)  ''^^'  ^^  ^^^  ™^"  ^^^  merinvdrdigeo 
Satz: 

p(«)=  J  P(«)  -  2- [?  P  ( J)-^^(|)^^^^^^ 
$.  7.    Folgesatz  III.    Da  Dun^dQr  Satz      ^ 

filr  jeden  denkbaren ''Werthv1rl^*n  gill^tj/ber  pf^ 'sö   nöhl  als 
hP  i^)    gegebene    constante    G^s^i\,  sind»     so     muss    auch 

^Lä'^Cw'^^  VwJ  ^^^f^  ^on»*f"^P».r*'9«^  dep)  Wachsen 
von  n  unabhängigen  Werth  liaben,  nelhtf^^  u>  heiMA  möge. 
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1)    lit  noD  dieser  conetuite  Werth  wzssO,  so  ist  i 

/i(«)=äP(«). 

^  2)    lll^ire^iiigegeDdiesereedbteiitoWertiiisiiicIitM^^ 
er  entweder 

bei  jedem  Werth  von  jt  pesitiv,  also  >0,  oder 
bei  jedem  Werth  tod  n negativ,  also  <0  sein, 

md  man  kSnote  also  für  jeden  Werth  Vm  n 

entweder  to^+^P(a)  und  constant, 

oder  «o^««-«'^P(e)  und  constant 
in 

seilen,  wo  m  irgend  eine  constante  Msiflve  ganae»  oder J  gebr.9- . 
chene,  rationale  oder  irrationale  Zahl  nedeuten  kann,  au  welcher 
M  die  nächst  grossere,,  positive  ganzem  also*  rationale  Zahl,  «sein 
mSge.  '  '  .. 

2,1)   Wäre  nun  f  flr  jeden  Werth .  von  n 

m 

•■"  •■.■;')■ 

SO  mteste,  da,  wie  oben/ bewiesen  wf(rdd|. 


ist,  auch 


also 


mithin 


sonach 


^G''(5)-lKl=)]>i''<"- 
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UM 

folglich  '•  '  "•    .'*---u  il.'.',      'iij.)    I«.  •  n>/»!!    ♦;ji'«  i"!       I 

sein,  and  zwar  Hulr  jeden'Werth  von  »»  aiso  auch  fOr  ii=ilf. 
Da  mn  ab^  4>2,abd.  Air ^ jode»  donkbaMi  •  W^thi>vm  4H  [t 

j'i'»-  i.^*'    ......      •  ...f   .::.•>.'    t.i ., ;.  M  j   .-]<( 

Ut,  mithin  um  so  mehr, noch    .  ;  ,,.,:,:  ^  i  ...•„  ^  .j  „.^  ,.,.,„  in,., 

12.4*  >üf 

I'"  :  •  :o'i  I  -..1    '  •  '  .     •  !        -.    ! .  \\'}f/  ,i(  *, 
ist,  folgllcby  da  m<  jy  ist,  um  so  mehr  noch 

j--''   '"  niJ^ym    "  ■ 

ist/'so  kuin*w'ik\dU  p<Miitiv:selD/        •*  -  \  ^  i  .•    :  w,  <i//    .if/xr 


'  2,2!)f'iJViii6'uJttfefeltilirtfiJfr  jfedftn  Wirth  Hh-^^^^^    •'-'*"   ''•  ;' 
so  müsste,  da  '  '  ^    )       1  '  )  '  ; 

'':(£)<H^ ■■""■■■■'■  ' '■■ 

wt,  auch  (')'•■(,)  '^ 


also 


oder 


d.  h. 


2"- «gf  **(••)> -^(«). 
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1  I  ..'•   '  TV.V     ,'i  .)-'tn..l.    II-     .       : 

•••fi    uvx  «>«iifj;|T)   1    1      ..i:-.-'  »IX   6t4*!J^  ar» '""•     •.;")•'   !•'    tM.'iifijjjjn' J 
•  '.MiMn-MiMr;    >in;     ;••  •  :     .     ;  '.  •  .    ti  ;  i  i  '      .'     •       h'  >[•«.•     ■•    '    ij      •  .■ 


da  aber  4^>  M,  also  6.4^  >  Jf,  folglich  6.4^>m  ist,  so  ist  dies* 
nicht  möglich.  Es  kadh  kboit  .aHth^lnibht.  tega^V'.nelni'MXaiilk 
aber  die  constante  GrOsse  w  nicht  positiv  und  auch  nicht  negativ 

»elf,  4^  'm%  ^i^ff^ftv  f<l|gl9Y4«;i  -.  ,11.    ij.  ...-  •  . !  .;• 

p(«)=3P(«); 


d.  b.  die  dreiseitige  Pyramide  =-»  des  dreiseitigen  Prismas,  das 
mit  ihr  auf  derselben  Grundfläche  steht  it^d  4fea)^be  Höbe  bat*). 


--n;')'--v 


..'  ..-..> -ii-. 


Heber  das  merlLiifilrdige,VNtel»lel  einer 
zum  Theil  punctlrt  seblldetM  Onrre, 

das  dfer  ^lelchuiis  eiitsplrlciit:  ißV^.' 

Von  dem      •»  '/  rz  \.  V  ^-  v 

Herrn  Professor  Dr.  He s sei 

an  der  Uaivertitat  sa^Harbiirg.  ''*^  ~* 


r  !('•.. M  .-.       rj\...  .''(»(.i  {:   1. 


des 


Beim  Zeichnen  von  *  Polyedern  pflegt  man  bänflg  die  Linien 
Hintergrundes  (gleich  als  ob  das  Polyeder  dnrchäebtSg  wäre) 


«)    W«l  Jülich  drei^f^Üg^  J»Vi«m^  Toä  s^^^^^  Oru^ächc 
Dhen  mheo  gleich  grofklSw.     >      /      '    *»[.T.Tr,_7 


Digitized  by  VjOOQ IC 


170 

mit  darzastellen,  und  man  stellt  sie  dann  gewöhnlich,  um  sie  ▼ea 
denen  des  Vordergrundes  aogenß|llig  zu  unterscheiden,  als  söge- 

nannte  punctirte  Linien  • dar,  deren  jede  als  blosse  Reihe 

von  Punkten  eine  unterbrochene  Linie  bildet,  wfthrend  die 
Linien  desVordergrundes  als  un  unterbrochene  d.  h.  gezogen« 
Linien  dargestellt  werden.       | 

Fälle,  in  denen  darch  Gleichungen  Linien  (Curven)  bestimmt 
werden,  die  ihrer  Wesenheit  nach  als  punctirt  gebildete  Li- 
nien betrachtet  werden  können,  scheinen  mir  nisher  in  den 
Compendien  zu  wenig  hervorgehobeti  zu  sein.  Ich  erlaube  mir  da- 
her in  Folgendem  ineine  Arbelt  über  das,  auch  aus  andern  Grün- 
den nicht  uninteressante^  Beispiel  eines  solöhen  Fniles,!  meUktm 

die  Gleichung  yzs^x  darbietet,  miteoiheileii*   -  .     .>     • 

■       •        *  •    ■    .  -  g. 

$.  1.  Um  etwaige  grOsste  oder  kleinste  Werthe  von  jr^^VÜ 
zu  bestimmen,  hat  man  nach  den  bekannten  Regeln : 


=  -:ä  •(1— to)-rf^*«..(I); 

sc 


also 


Setzt  man  l-:-i!ar=0,  so  ist  £z=l,   also.  xp;:s=2.718—*  und 

=1,444568 ....( i^=:^=:0,367S796). 

:.  •  •• I.  M  I-  •••  ..'  ■    .'  ^^-   :    •  .1 •  •:   V :   ' 

Etk  ist  te*er.'  r^l  ;• :  •  /     :  -   '.  .;..  Ur,  -.  :-:   .  •.'!.' 
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=<d*)C*W(=^)¥-(iTH£r)^rf*)^^ + (^)'^a'tt^y^i 


if»J; 


•    'j-  ..I         . .      .  .     .  '  •  »      •    ''  . 
Es  18t  alm 

....  i.  ...  ,  . 

oder,  da  fe=:l  ist,  den  Wertb 


1 


'(^^  ..)-.■-•■: "-^•' 

ifo^djadiesery  w^DQ«=e' positiv  Lst^  negativ  ist,  so  ist  derfiir  :r=e|;e- 
ftttidt^f  Werft  W^^WeW'tekxi^iirf  iltt' WertbÄ  vW  y.    '/^    \ 

«ir«i  WMAeQ.v^jT^kiiigwMavdeiii  m^,  oscdOj  ä;?=+^,jc<^>-oo, 

wi  welchen  Werthe  von  y,  Hiä  |f==?»V,Q,>y?;=^'  »i».aqfcijrf=^V<r^QOi 
die  erst  näher  bestimmt  werden  müssen,  geboren ;  so  schlagen  wir 
folgenden  Weg  ein, 

«!  Z.  NäheW  si^e^  x.h»  > e^,  jdsö  JJ^  Wi/^-^V ^<^'<l 
alfaAiMgetr  WacUeii  deM  Werthe  Iks^oo  /  «7  wird  H»^  daasag^- 
hörige  y  Icieiner   und  nähert  sich  dem  Werthe  1.     Denn  wenn 

/y=—    kleiner  wird,  so  wird  aue|l  «  klelierc  nun  wird  aber    — » 

wenn  x=e  +  x  ist,  beim  WaehseiK^n  j^  um  ad:==a2.  verändert 

also  vermindert «  da , Fvjrklic^  /(f +?)  ?L  || !  i£^> . ^.  P9IK% ;  g^q^m* 

mene  Werth  von  x  m5ge  noch  so  sehr  gross  genommen  werden^ 
was  also  auch^.dänp  na^  der.  Fall  ist,  wenn  er,  e^V  d^  , Werthe 
QO  nähert.  "^  ;  ' 
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Es  wird  also  auch  y,  filr  a=e  bis  d?=aD ,  stets  abnehmen, 

▼6B>ail,4445i5^-  bis  zd^V^*  -  >Det  Wertb  y;=5V«"  tann 
aber  nicht  Icleinet  als  1  sein,  denn  wftre  y<t  und  ^0,  also  eb 
ficht  er  Bruch  y  so  könnte  nicht 

aus  y  =  V^»  folgei",  d^8'y^=oo  ist,  waA^och  durcli 
Erheben  beider  leiten  dieser  Gleichung  zur  Potenz  oo 
folgt,  ,1 

sondern  es  wflrde  y'^^jf*),  also  um  so  mehr  noch  y*  <  i  sein. 

Setzen  wir  aber  ti=zl-i-8,  wo  8  ein  unendlkh  kleiner  Brach 
=  05"  ist,    so  '  wird  sicher   y*=i(l+d)*tt=flD,  also  Ist  y=yQo 

s=:l  +  d  =  l+ö5-;    da    aber  qq-  gegen!  verschwindet',  so  i6t 

OD 

y=yoo  =  1  zu  setzen. 

§.  4.    Gehen  wir  umgekehrt  Ton\2*=e  allmfihlig  zu  kleineren 
Werthen  Ton  ^  über,  und  zwar  zuerst  zu  den  Werthen;i;<e....>l, 

*  .-  •.  v    •.:  i      /  .  . 

so  wird  dabei  auch  y=z\x   stets   kleiner.      Denn   Ist  ;r:=e<— : 

e— » 

und  r  <  e,  so  ist  y  =  Vc-^iv  i 

stets  negativ,  indemls  —  i  !^  1,  also  /(«— '2)>  /i ,  d.  h.  ^  Oj  aber  <  &  i 


h.<l,also  .l^/.fe-^i^T)^f^iY.>ti,w^^^  (f-Tt^J*  P^«)^'wfc 

Es  wird  also  innerhalb  der  angegebenen  Grenzen  auch  ly  stets  kleiner, 

dahertfüchystets  kleiner,  bis  endlkli,  bei4?=^I^  att<ihy=^Sr}z=l^ird. 

. .  -%.  5.  Die  «fichtften  nun  folgendM  WeHhis  von  »^sfaid  ftchfe 
Bräche,  die  immer  kleiner' werden ,  so  dass  dabei  ;p<l.uDd  >0 
i#t;  und  itian  rfebt  leicht, "^dass  z;B..  -^ 

ntfd  dass  allgemein  V  "=1  ~]  =1^  Ut>  und  dass  dieser Werfli 
mit  dem  Wachsen  von  2>1  abnehmen  muss.  undxU^  fiudlich 

also  V()=0  wio  muss. 
"  *)'^f  (iY,  weiiiiir>l  und  >>1  rrt,.»telU  <1  iilJ.        ' 
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§.  6.    Ehe  wir  so  den  oegatiyenr^ü^ithm  von  x  übemhen, 

wollen  wir  hier  lidcl  b)»dke)pk^/dM4^F'^°^'^®l^^'$®^^'>^^^^ 
suchanff  bloss  auf  die  positiven  Werne  tod  y  Rficksiclbt  eenom» 
men  haben^  dass  es  abei^anch  negativus  Wertne  von  y  giebt,  die 
XU  positiveil  IWeHbeir  'vötftjb^g4fa()r^^  Ji^ll'  deftefS  ^^^  aber»  so 
wie  von  der  Berficksicbtigung  der  negativen  Werthe  von  x,  vor- 
erst noch  lerner  absehen  woTieo.  i.,  ,\.^'\  ,,:. 

"  Dellken  wiri'bn1ef'-diei8%v!)|?oraussetnuig,  dieOurre^  ini welcher 
die  freien  Enden  der^^«  iiesen»  die  ^u.a;==0  bis  ar=<30  geboren, 
nir  ein  redhlwibkltges  tÜoorainatfensysteni  crJnstwrl  und*  unter^u- 
chea.win  dieselbe  /noieh'wkeltfeit»  isD  ergitibt.  skIi  4^  in  .dei|.  f^i 
genden  Paragraph^i^itwicjl^^tf.  ..  |"i^^,  *  ..'.  \    ,  | 

§.  7.    Fragen  wir  aofii^t/^  ob,  flv  dap  yed^ltniss  ^'Welebes 

die  Tangente  der  Neigung  des  Eleiji^entes  der  Curve  gegen  die 
Abiässenaze  anglebt/  etwaig  Maxima' vorkommen,  so  haben  wir/  da' 

ist,  falls  dieser  Differefifialqttött#irfti=^0- gesetzt  >«rir4,  dl«  Gleicbdifgt 

oder,  da  l=fe,  so,  das^  £ir-^l'=Ii?^7e  ==/(-)>  die  bequemere 
Gleichung:  >'  ) 

(,(£))%,w(f)-.=., ' 

so,  dass,  wenn  /(— )=;— «±  V  x  +  x*  ist,  ein  solches  Maximum 
statt  haben  kann.  Berflcksicbtigen  wir  aber,  dass,  wenn  X'^e 
ist,  der  Bruch  —  <1,  also  /(—}  eine  negative  Zfalil  ist,  folglich 
= — p  gesetzt 'werden  kann,  und  daj^,  wenn  j:>e  ist,  auch 
-  >  1,  also  /  (— )>0,  folglich  positiv  ist,  und  =+P  gesetzt  wer- 
den kann;  dass  aber  andererseits  die  Zahl  +V x+x*^x  ist, 
gleichviel  welchen  positiven/ Werth  x  hat,  dass  mitbin 

stets  positiv  ist,  also  s-f  7  gesetzt  werden  kann,  während     • 

stets  negativ  ist,  also  = — /  gesetzt  werden  kann;  so  ist  ersicht- 
lich. 
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möglich  ist  *   ■ 

..i>   Eki  nun  fllr  j;<«»  Jieiin  WadittnAet  Zahln^r,  vaq  «=0 

Bis  j?c=;:^,' auch!/ /f  —  T  wSch5t  voo  -^öo'IWb  0,  aUb  i^   abnt/nm 
Ttfiif  p^QO  Vm  prfaft,  während  heinri  Wadiseii  Toiibs=tO  bia 
die  Zahl  <=  Va:+j:«  +  ar  wächst  Von  fi^OMiB    ;  » 


fifö'  fo|^'^,  4flCf^^  zwischen  ;r=fP'  (lis.  afx=jß  sicher  ei ii,'  ahe/  j^cH  iiif'r 
ein  einziger  ü^all  vorkommt ,  Wo  /i==:{  ist,  wo  also 

wifffl^d,  V  »W.  j^  ei»  Marimuni  ww^efi  kai#-    ,*.       y;-  ::. ,  . 
Aach  6ndet  n^^n  leiqht,  dass  zwischen 


I 


N       .^1 


X 


===2    <ind.a:=l, 


genauer  a:=ö'  unda:=j^ 

„       .T=d^  und  a:=:0,5ö 

der   Werth  /T'-f«'  *"«  +»  <Iurch  0,  in  —  Qhei^eln. 
.     Eis  ist  dahei,  weil  /  '\  i       '•   i      « 


alsoüarrrl—Car  +  V^T^«)  ist,        •    ^  » 

auch        '   •  •'•'.»•  '\   I  :- 

l-(ar-f-V^arl^  .XJ- <0>»8->-+ V0>S8>-.  +0,S8,..«) 
^""  ar  0,08... 
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folglich  ,    , 

=«-ö,98  ohngefähr 

=0,394... 

.'  :     r  '  >  iiM  .     .• 
II)    Was  nuD  das  fernere  Wachsen  der  Zahl  x  von  x=:e  bis 
.r=QO   anlangt,  so  ist  zqBefli4rketo,  dass 

l;  Die  Zahl  7=  Vü^^W^  dabei  gleichfalls  stets  wichst, 

von  T=V7+?— er=0,4q0ü2^  bis  T=:  V^»+5b"« --« <i. 

1,1)  Es  Ist  n&nlich  T  stets  wach  send,  weil  (2 7 stets  positiv, 
d.  h.  >0  ist;  denn  wollte  man  annehmen,  es  glibe  einen  Werth 

dT'^0,  so  mösste  Ar  denselben  :><   '   >  .'*  .     i   .     •• 

■     '      '    -••■•;■   '-*'.:.:'••  '  .    •.    •   ^    •  .  .;!. 

mithin,  da  f{j;  nicht-O  sei»  snil',       ^    •  » 

««■  »         .        » 

•••  •  .  i  -  ~  '.  .•  •  •'.< 

'. '■/-'■'•■:.■    •'.  ,H2'4^<2Vl1l^,"       ,'   ■     ■......•, 


d.  h. 


1^0 


sein,  was  nicht  möglich  ist.    ^  *  *    ^* 

1,2)  Es  ist  aber  ferner  T  stets  ^<,a*^enn  wäre 


also 


so  wäre 


T^4/^..u-^s     -^^Vi^o  ^  «*•*•  positiv  ist, 
r-  V  ^«^'t^'T'^^  weil  Tpositivsein  muss, 

.  >.     . .  i 
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oder 

;r(2i<"-l)=-il«, 
aUo  ^ 

da  nun  aber  x  positiv  sein  soll,  so  rnnss  2il— 1  negativ,  aino 

•M    ..;     is'.-  .  '.    !.?.'     ••    '-1. -«ii^l,-.    /       v    •«■ 

•    '•  '    j    •  I  . '  •-      • . ..  »••...*.•!         '    . : 

also  7  stets   <a  seio.  ,, 

^  ••*».,'».•>* .{; 

Es  ist  aber  ferner  zu  beachten,  dass 
2)  bei  dem  Wachsen  der  Zahl  .ap,,von   :r=«  bis  07=00,  auch 

die    Zahl    P=/(^VstetÄ^trIchst,   vjiM»)p=i:l(j)=Obi8P=oo' 

dass  also  nothwendig  wenigstens  einmal  P  so  gross   wird,  om 
dem  betreffenden  Werth  von  T  gUittb-zu /seip^.!  .1.1  ^ 

Gesetzt  diess  sei  der  Fall  bei  dem  Werthe  az=B,  und  zwar, 
wenn  mehrere  solche  Fälle  vorkommei^y  so  sei  x^=B  innerhalb 
der  Grenzen  x=-e  bis  '^^^do  '  der  icleinste  solche  Werth  von  x, 
der  die  betreffende  Gleichheit  herbeiffihrt 

Um  nun  zn  untersuchen,  ob  noch  ein  zweiter  n.s.w.  solcher  Fall, 
z.  B.  l&r  x^=iß-\-x»  vorkommt,  kann  man  in  folgender  Weise 
verfahren:  -     •   I      >   .  i 

Es  ist  allgemein 

rfP=~rfo:i; 

X  ^ 

l-|-2:r 


•  1;  ■.  ■   ) 

mitbin  da 
folglich 
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ist,  aadi  .  :      •  .,.     .'  ->()- 

.:.•;.■  .■;;.;   ./^^.sv^^*^- 

Da  aber  ferner  V  ar  +  Ä*>ar,  ako  umso  mehr  noch  2  V^a:+^>*. 
1  l  '  \  1 

folgt,   das«    allgemein  (firx  jeden    unserer  Werthe    von  x)  stets 

rfr<d/>  ist  r   .  J 

£8  bt  also  auch  fürx^B  ooch  immer  dT<,dP.  Parans 
folet  aber,  dass  die  Summe. def>zu  ar=£  bis  x=dS-t-ai  gehörigen 
aoi  eimto^r  folgenden'  Werthe  vt»  dT  kleiner  ist  als  dieSamae 
TOP  eben  «n  Tieleo  dazugehörigen  Wertben  von  dP»  dass  also 
beim  rernereh'  Wachsen  von  P'und  T  die  Zahl  P  kein  zvreites 
Mal  i^leicb  der  ZaAl  7^  *  werdet'  kaon,<  dass  also  4iueh  für  dr>€ 
nur  ein  bestimmter  Wertb  voa.a?.  der  Gleichung 


/(j)ö  +  V^^H=^-^ar 


GenOge  leisUi.  '  ' 

Aach  Qndet  man  leisht;,  4fws  . ,   , 

asH'ischen  iras4  und  ap=s6  ' 

genauer  zi^'ischen  .r=4  und  xss4fi 

„  „       x'^iji  und  x±zifi 

„  „       x=ii,3  und  a?=4y4 

„  '  „       x=s4,35  und';rts:M      »     • 

• '»  ^  f»/,^^=^>36  und  ;rs=:4^4 

und  endlich  swlseh^n  :r=s4^nnd  :r=:4^7  die  Zahl  rJJ^ 
durch  0  in  —  übergebt«  > 
Ist  aber  «=4,36...  und    ' 


'■.\'\'i''\  •»:!• 


also 


und 


Mist 

'     ap/ 

\~: 

■ "  •      « 

y= 

!±1 

ff 

'f 

Tktil  Xir. 

1   ,     i—ÄjVx+i* 


^^^•=,.39.. 


IS 
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^.  8.  Es  findi^n  also  nir  x=0,W...  aod  für  ^=4,3l^il  dt# 
Alaxima  der  Steilheit  des  Curveneleroentes  statt,  bei  welchen  die 
Curve  eine  Wendung,  «imcbt,  d.  &,>*  an*  positiver  Convexitit  in 
negative,  oder  umgekehrt,  iibei^eht,  indem  (bei  constantem  da:) 
bekanntlich  die  allgemeine  Formel  für  den  Krfimmongsradius 

WM.,  ■    <  ..  -■•..  -,     •  ,  :S(Wv  ,    .  ^  ,,:■•',■;:!  •  ' 

d^'ttv^eit^n  Blffel'«ntiailqiiatiente«(/^^4)  1  als    Neoticri  4at,  i'ako 

au^' -f^xio,  .«-^  ubeigohl*  jkveiHi  die$»eK'I^^fiperaus.|-7^ih.^^^  (iber^plii.. 
'  <  f  9. 1  Bs  ist>al«o  di^  Cwve.^igM  dia  AAshSsssbaxte  s'  zvL 

zwischen  j:  =  0  unÄ  ir=6,58.;.  cAiiVipi:;'    '      '  '•     '  '^        •    '  •'  '* 

zuischen  a:=0,58  und  a:=4,36...  concay-,  v 

zwischen  j;=4,36...  ttBd-;0^:;;=paA,c#njveji;(     )\ 
bei  a;=0  ist  ^=0,  V  / 

bei  a:>ü  bis  a:<«  wftchst  y  beim  Wachsen  von  ar, 

bei  a:=e  erreicht  y  das  May?nfüm  V^7  «eMer  *C9r<iii8e/' 
bei  a:>e  und  •<  qq  nimmt  5|.ftb  b^joi!  Wa^^hsen  von  x, 
bei  x=co  wird  j/=l.  , 

§.  10.  Substitiliren  wir  dber^^upt  in  die  bekannten  allgemei- 
nen Ausdrücke 

i  A  -    \,  !mu      »  .' 

filr  das  Element  der  iGurve;^  :-    .     A=^  V(5S)*+(^, 
fflr  die  TapÄente  de«elben"''    'tI^^I^^^^M. 


.f!s  ),.; 


fdr  die  Subtangente  ^"^^•'^.'^JT'. 

nir  die  Normale      .       «  .     -  yam.r^3^y(*'^(^ , 

fflr  die  Subnormale  ^     Subn^jr=  ^y^* 

tÜT  den  Krümmungsradius  g=-,  (J!^^H<rfy)*)' 

die  betreffenden  Werthe   von  y  und  dy  und  li^  so  erhalten  wir 
nach  gehöriger  Vereinfachung: 


•  *'^=(i^iV>+f(»-^^)VT]*' 
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Tp  .^V  ^-f  Kl-/a:»V^^3*. 


\—u 


ja*.  . 
Subt..=  j^, 


fi=. 


;r«.  V«[-«- (1  -  et).2ar+(l-fa)«] 

umI  wir  buMlheil,'  daM  in  |eden   «Beaer  AuRdtiücke  di«  GrSss^ 
1 — Ix  eine  wiefatige  Rolle  spiele       ■      ■ 

Da  Bb*r  die  GrSsae  l-*-la  einfache:  Formen  annimmt,  wenn 
M  .eine  Fetenz  too  e  nh  einTseien  sanzen  oder  ^broehenen  Ex- 
poacMen  z»  B.-  «=«•,  e^,  e*  «tc.  e»,  «s...  «-*,  «-'*....=!:^  winJ, 
weil  dann  b!=iLe^=nle=in,  also  1  —  £r=l  —  n  wird,  während 
dabei  zugteich  die  in  mehreren  dieser  Formeln  vorkommende  GiCsse 

s:«"'     '.  wird,  «o  wird  io  dfeMw  Falle  jede  der  fcetrefenden  For- 
jneln  eiaficber. 

,,    {.  lU   .Per  wiebtigflte  ..Fall  istdfcr,  .vobei.«ax:0,'«lao  lir=0 
und  «=1  ist    Es  ist  dann 


/ 


/2=+V2       =       Norm.  fcrrV^. 


$.12/  Gehen  wir  jetzt  zur  Berficksichfigoi'n^  dei\  oegafiveti 
Werthe  von  y  und  auch  der  negativ«»  Wertbe  von  x^  ifher^  «o 
kommt  es  zunächst  wesentlich  darauf  an,  oh  x  als  eine  gerade 
•der  ab  ^inei»g«r«de  fiCttU. auftritt.  :     i    ^ 

$.  13.  Ist  nämlich  <r  eine  gerade  gapze  Zahl,  oder  ein 
gerader  Bruch  (d.  n.  ^n  Bruch,  d^r,  wenn  er  .diirch' A'Mhetieti 
gleicher  Factoren  im  iLmef  und  Neifner  auf  die  einfachste  Form 
gebracht  ist,  einen  geraden  Zfthler  und  einen  ungeraden- Nen- 
ner hat),  oder  ist  x  eine  gerade  Irrationalzahl  (d.  h.  eine 
Irct^tjonalzaMf  ^'^^,  ^^M  ^o^^elte  ist  von  einer  apdaren  Imttionai- 
zahl)  z.  B.  =3 TT,  wo  n  also  ganz  oder  gebrochen  oder  irrationa- 
Mein  kann,  so  ist 

12* 
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*        2^  r  TT*  ' 

80  dass,  wenn  V^27c  niuglich  und  positiv  ist,  sieber  y  zwei  Werdie 
bat,  einen  positiven  u n d  einen  negativen  möglichen  Werth. 

Was  insbesondere  den  Begriff  Irrationalzahl  betrifft ,  so 
ist  eine  Irratio^aizabl  nichts  weiter ,  als  „eine  Zahlengrösse. 
».deren  Verhältniss  zur  Eiqheit  nur' durch  unefKlItch  grosse  Zahlen 
>, genau  ausgediMckt  gedacht  Werden  kann.    Z.  B. 

%x  1=:;»344199....;  1,00000... 
=  314159  ....:  100000... 

Auch  int  z.  B.  von  den  beide^  Irrationalzahlen  043113111311113.... 
und  0,)^263'22a2!223«...  dic^Utztere  sicher  im  Vergleich  zur  er- 
steren,  m  unserem  8inne>  gerad.  Die  Trratiorialzalil  ist  uns  also 
eiii  Bruch' mit  unendlich  grossem .  Zähler  und  unendlich  grossem 
iNenner,  und  es  kann  bei  ihr,  sowohl  beim  Zähler  als  beim  Nen- 
ner«  gefragt  werden»  ob  ;er  |eera4  oder  ungerad  ist^  -^(leich  wie  cfteae 
bei  einem  gewöhnlichen  Bruche  gefragt  werden  Idann. 

§..  M«.  'Würde  man  hi^rhei^  wie  wir  es  oben  sttHschweigend 

Sethfin.  hftben»  annehnieB>»  doss  «Me  Zahlen  x  (also  auch  all«,  ge* 
rochen^n  und  all)»'  lrrali<Analwertfae  x) ,  wenn  sie  in  .Bmefamm 

als  ^ ai/sgedrücki  werden «  einen  und  denselben  (t^enstanten), 

unendlich  grossen  Nenner  u  haben  *),  so  würde  dieser  ausdrücken, 
wie  viele  dx  in  der  Einheit  enthalten  sind,  und  der  Zähler  |  würde 
angeben,  wie  viele  ^r  in  dem  betreffenden  Werthe  von  x  enthal- 
ten sind.  Die  Zahl  tc  müsste  aber  dabei  entweder  nur  eine  un- 
gerade, oder  nur  eine  gerade  Zahl  sein,  und  es  würde  z.  B.  ange- 
messen sein,  (d^mit  die  Einheit  irod  jede  andere  ganze  ungerade 
Zahl  ihre  Bedeutung  als  un^^erade  Zahl  nicht  verliere)  die  Zahl  u 
als  un  ge.ra.d  zu  denke«.     Eis  käme  dann  nur  auf  die  Frage  an, 

*  Jf 

u  

ob  i  gerad   oder  ungerad  ^ist,  um  zu-  entscheiden,  ob  y= V  1 

=:V  (^  }     zwei  oder  nur  einen,  oder,  falls  --    negativ    und    $ 

gerade  ist,  gar  keinen  möglichen  Werth  hat. 

Man     hat    nämlich    bei    conaiantem    angeraden    Werifae    m 


1)  wenn  ^=  +  |.  also  y=(|)^  ^i^ßVht: 


*)  Da««    al«i  Jeder  nioglhthe  Wen)t  von  X  durrh  £  mit  con-itaptetn 
nnendlich  grotten  u  erreichbar  sei. 
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1« 

1,2)  bei  geraden  WertheD  von I,  sowohl  positive  als  nega- 
tive Werthe   vtjn   y^^i^fiY; 

2;  wenn  ^=— |.  wobei  y=(— |)~J  =^^_i^""l  al«o 


» 


ako, 4a  tt  oogeiade  ist»  so  da9S3f=V'L.(^  j    ist. 


!    ^ 


%l)  bei  ungeraden  Werthen  ton   |^  bloss   liegalire'  Wertlie 


von  y,  indem  y=*— 4/  f^- V  >«*; 


2»2}  bei  geraden  Werthen  von  £  keinen  möglicheD  Werth  von 


ff»  indem  dann  y^dbV  —  (  —  )     unmöglich  ist. 

S-  15.    Berficksichtigt  man  aber/  dass  för  eine  Irrationalffabl 

X  recht  wohl  ihr   Vbrhältniss  sar  Einheit'  durch   einen  Bruch  — 

(mit  unendlich 

dargi 

schu 

—  dieselben  sein  miisseu,  berficksichtigt  man  weiter^  daas  jd  bei 

sf^^ie^  slteti^en  W/fetchsen  sieher  aviph  Werthe  erreicht,  die  als 
Bruche  mii  gj^rademVNenoer  (bei  ungeradem  Zähler)  äusxudrficken 

sind,  indem  z.B.  *=2*  ^^^'  ^^^8"  "'  *'  ^'*  durch  ^==r"  .  ^'t 
ungeradem  Nenner  u,  sei  u  auch  noch  so  gross^  nie.absolut 
eenan  ausgedrückt  gedacht  vr erden  kann,  so' sieht  nmn'  tercht  ein» 
dass  man  hier  nicht  nur  1»  son^dern  attch  tc  als  verfinderttefa  den- 
ken muss.     Es  versteht  ^ich  dabei., von^  selbst»  dass  der  Bruch 

^  (durch  Aufheben   der  igeiiieinseb^ftlichen   Factoren  im   Zähler 

und  Nenner)  auf  die  einfachste  Form  gebracht  anaunehmen  ist» 
(weil  sonst  ein  und  derselbe  Werth  von  x  in  unendlich  vielen 
verschiedenen  geraden  und   ungeraden  Formen    In    Betracht 

käme);  oai»' also  invdem  Bruche—    Zähler     und    Nenner     nie 

gleichseitig  (dr  h.  för  einei^ ,  und  .denselben  Werth  von  x)  ge- 
rad  sein  können. 
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Wird  dies^votansgesetzt,  00  üRiid  ira'r  fhfgMtfe'mte  nuglMih: 
1)  X  Ist  positiv,  also  x=+jl  dann  Ist  {    ^ 


,=(tiyi.-.,=V"(+i)'=V^.: 

/ 

1>1)  I  ist  gera4^,  also  u  ungerad^  dann  ist 

d.  h.  es  giebt  fOr  ein  gerades  S  sowohl  eineo  negativen  als 
einen  posi^vep  Wertli  vony.  ^  .,'>:. 

1,2)  S  ist  ungerade  es  mag  dann  u  gerad  oder  uni^erad  sein,  so 
bat  doch  y  nur  den  etne^jaugUchen  Werth  ;  ,  j 

i 


-■^v^ar 


2)  j?  ist  negativ,  also  a?=— ^»  also 


I 


Ist  nun  dabei 

41)  I g e r ad ,  also  ü  uhgerad,  so  ist  ( -~  y}  =  "^  vt T'  ^'^^ *^^ 

gativ,  mithin  y  anmogllch.  ... 

Ist  dagegen  ' 

2,2)  £  «ngeraÄ  und  es  ist  '    ' ;  ;''" 

2»2i)  auch  u  ungerad,.so  ist          .  .     'j    ■[ 


(-t)=-(t)- 


also 


--V^' =-(!)?: 


also  ein  negativer  (aber  kein  positiver)  Werth  Venj^ 
vorhanden;  • 
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....... -XriXr.^)" 

also  ' . 


\^ 


i'.'  1./  ».,  /  .  ltri.7  •:>n--  M.i  ••  Y  1'«./  it 
folglich  ein  positiver,  ab^  k^efitlhli^^äfiter 'Vfehltf"Ydb 
y  vorhanden.  1         y  1  \'... 

§,  lÖ.'  "Es  giebt  also,  wenn  Ix  positiv,  ali^  ^=^+  9^i«t, 

I)  indemQuad(a»M:(-MH*>^3^'J6deni  Werthe  von  x=:  +  q 

einen  dazu  gehörigen  W^l)  ^t^Y  fr^r.uad  ^0,|G^m^min1^eUd<9r 

durch  die  Gleichung  y=  -f  V^^  b.estimAitQi»  Fiilikte>  bildet  1'  wenn 
maO'\^  stetig  WaebB^iidw^klr  elHä  uaunterWoi^nen^ LiiHe;  einen 
gezogenen  Curvenschenkel ,  den  ^U  bereits  oben   beschrieben 

II)  in  dem  Quadrahten  (4^— >K)  Hur  ^u  jedem  geraden  Werth 
x=-|^^  einen  clazu' gehurigen  Werth'  y=^^\q  ^  uad  nie  Ge- 
sa'mmtheU' der'^'urch'  oTe  Gieichiing  y==--^Vi7  bestimmten  Punkte 

iuldet^t  wwl  ,R.ur  dw,je5rji^n  .^^rt^^  »^fi^  «^  ,beriicMj(eb^gt J^^nfhli» 

eine  unterbrochene  Linie»  emen  punktiri-.^ebMA^t^^  ^ejpJI^M- 
'^  "    )cnei] 


geraden  Werthen  to»  f  g^kSUebinr   > 

§.  17.    Setzen  vaff'jcftztrjr:  abgdthiyiiM-jTL-^^miw  iij>  ib||L 

biny=v7^'  ®®  giebtses  . 

UU  iiLdem{,Qj9fdrdp^fB>^-*^jC^^  |Hi^9ii(jad^nMiolcben  Werthe 

von  f  =.^»  bei  dem  sowohl  u  als  |  ungerad  ist,  eio^  dazugehö- 
rigen, muglichen  Wer^h  von  y,  hälplicJL:    1         , 

1.1  :<    -/.      ;  i.   ^..y'^TTC■^piT=T;\^)?^  ..      !  '  /        I  .^ 

M 'TU  > '»♦  .1 )  I.  •    •  ■  •  •.  ilil»  hvjiL;   '  ^  ' -^-'i,  «    «"^rttO*         '  '''-     \* 


i>.i  I 


•^ 


>-^>.;. 


,  IV)  iÄ  dein  Qvadvttpt^  ^T'^^.  Ti  ^^  nur  z«  jeden  splt^bf^s 
Werthe  yon^—-,  b^i  dem|  w^nft^,  u  abe^r  g«n^  i«t,  «Ipfsp 
dazu  gehSrigeo  mSglicben  Werth  von  y,  nSmlich: 
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tu 

=  -|.ü-  (slfebe  sAs.  Nr.  2,22). 

{•  18;/"  Oa  wir  pbeik  g^^eobaben,  da«8  xu  ungeraden  Wer- 
tben von  4-^  nur  positive  Werthe  von  V^x  geboren,  und  daM, 
W^DVii.4?idie.Wjertbe  bat:     i  w.  ,    .       i 

aucb  V^  die  dazti  ^ebSri]^efi  Weitbe  bat:    '  "    '' 

.        =[V7]j(<;V7  ttnd>i);(=i)      ,  ^.    .  ;, '   ' 

und  da  das,  was  ron  einem  ungeraden,  x  und  dem  dazu  gebDrigeo 

Wertbe    V";r   gil^  aucb    Ton  dem  ungeradjen  Wertfa^  von   g  und 

dem  dazu  gehdrigen  Werthe  von  VcTgi^lten  mu^s,"  sb 'föKt/ da^, 
wenn  ^  die  Werthe  bat:  .      /  ;'       :       '7 

[=«]»(>«  nnd<(»)4(==«o)  ..... 

«Mb  a«  Gr8a«e-L  die  Wartbe  haben  SMUs: 

[=-^];  (>  ^nn;r<li;^  '        ' 

{.  19.  Wollten  wi^d^er  in  (denj  Quadranten  (-A-K)  fOr 
Werthe  der  in  ( — X)  zu  nebmenuen  Abseisse  q,  die  zwischen 
qz^O  und  9==op  liegen,  jene  qnuntefrb rochen  gedachte  Corve 
construiren,    för  weicht  biei  jedem   solchen  Werthe  von  g  ein 

i  1 

y=:— •- — in  Betracht  kommt,  das  als'o   die  GrOsse  :: —  bat  und 

in  der  Richtung  (-^1'')  ti<fgt,  so  tvurde'n  wir  die  eben  angegebe- 
nen Hauptwertbe  von  ^  und  von    ^—^  benutzen vkuiinen.' 
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zu 


IWi 

Um  aber  die  ip  diesefr  Cumß  iMvk  otanendaii  Weedepftnkte 
be^timineD,  liSfce^man  se  berficksiobtig^n,  da«»«      •    v  .  .     .  > 

ist,  und  da^,ß^SidiK  iUl^ichuiig 
aUo  aus  der  Gleichung 

der  Werth  von  11'-)  gefunden  «rird  ab 

A<y  "  i  .  .    .,  ..       .:•■.•,•.,■.. 

oder  vra^  im/WesenAlicben  di^fl|l^Mi#t,,  da99|.«^enM  di^e  (Blei- 
cbnng  gelten  soll,  .:      . 

-      ..;>       V     ■  /y*  +  (9  +  l)±.V  r^^+y«  .         .       '     .'    !! 

sein  muss«  l 

t>araa8  Wfirde  sich  sogleicTi  ergeben'»  dass  tü^  Werthc^  vori- 
ge die  >0  und  <I  sind,  diede  Gleichung  nicht  möglich  i|it  .{zu  un- 
mOglidiei^  Wertnen  von  Iq  ßihrt)». llass  also  znischen  ^=0  und 
9=1  für  äiese  Gurve  kein  IVendepurikt  exUflH.'^  ' 

Daraus  wHrde  ferner  sogleich  ersichtlich  sein,  dass,  wenn 
q^l,  also  V— 94-9*  möglich  ist,  nur  der  Werth 

i.  ■  .••1*1».^    ..'.,•     •       -.i..;     ',     '.....      -.;     ,{' 

|^(Mchhai;  .sein  kaim.  u^eqfi  phn<;h)i»  ^jf^/f  ^*.^!^?*l,  j?^!^/*  jffr. 
e>V7'W),  also  um  so  nebrnocb  .   »,;  1    ;  .,.:•,,,  , ... 


.••.1    n  .  t"     >   M 


(q  +  i)  +  \-qfq*>lg 

ist    Daraus  würde  folgen«  dass  zmscti^  qtc=:V^ihid  9:±=ao'  nur  ein 
WenlAejiMiikt  vorkommt,  und- ife^s' f^^  ; .        .  .1 

8eipM»»i  Wid' wallt  \vd^de  leMittinde«^'         .     / 
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genauer  zwischen  9=^:4,5  und  .9 


=6  ]    (g+i)-yr- 


^  „         j=4,6undv=6    (      (9  +  l)r^T^+.** 

;, ;        :    :„         732^6.  pfid  y=4,7       aus  +    id^.— (Ibergeht, 

U.    6.    W«  :  '     •  i         ' 


gehört. 


80  dass  der  gesuchte  Wendepookt  zu  einfm  Wertbe  Yon.g 
der  zwischen  ^=4,6  und  9=4,7  Hegt,  liknd  dass" dabei 

V^q  V4,6.. 

•■'C:-.^  ((0) 

In  dieser  Gurve  liegen  naturlich  auch  A||e  jene  Punkte,  die 
durch  die  Gleichung  ^=:  V^  für  den  Fall  H»eiAininit  werden,  in 
welchem  ar=  — 9  und  9  =  -'8p  beschaff||te  ist,  dass  sowohl  | 
als  u  ungerad  ist.  ^    ^ 

^.20.  I>äs  Bild  der  un'trnterbrociben  gedadi4e»  Curre, 
welches  in  dem  Quadranten  ( — X+  Y)  so  construirt werden  konnte, 
dass  in  {—X)  die  Absciase  =9  (abgesehen  von  der  Richtune, 
also  vom  Vorzeichen)  >0 und  in  >  (ler  Htcbtvbg  (+ Y)  die  Ordi- 
nate y   genommen  würde,  wenn    zu  jedem   Wertbe  von  g   ein 

K'=;+..Tj7-77gpborte,.bedarC  als  o|n  blosse«  Gegenbild  «Jer  im  vo- 

rigen  Paragraphen .  arvi  ahnten  Giifve,  ^Q^==— :^T^   nar,  *  keiner 

'    .;  '    •  „'i^  /'•  '^        ''•!-»       .  '  •        •  f    '    .V  ^'^ 
weitern  Erläuterung. 

Da  es  alle  Punkte  umfasst,  die  durch  die  Gleichung  iy=-t-^ 

In  der  angedeuteten  Weise  bestimmt  werden,  so  umiasst  es  auch 
alle  jene  Punkte,  Welche  dur<hh' die  Gtöclhfc^g '^^re ^r^m4mWM 
bestimmt  werden,  in  welchem  irtta-^qrdtt-urli.igov  -hies<?btfen/  iirt^ 

dass  £  nngerad,  u  dagegen  gecad  ist« 

.!•;--  ^   i    M  .• 

s 

,  ^  2L.   DleCurv«  y=V>  M  dlßf  ;  .  ;      .  . 

I)  in  dem  Quadranten  («f^Ä^'F)  iMnenigasogeaeoSeiieiikel*  (ii 
welchem  kein  bildender  Punkt  fehlt;! 

II)  in    dem  Quadranten    (^-A«— F)    einen    punktirt  gebildeten 

Schenkel,  in  welchem  die  su  ungeraden  Werthen  von  d?=-,  also 
zu  ungeraden  Wertben  voer  |,  gebiMgen  MIdendMiSHikte  Milen; 


Digitized  by  VjOOQ IC 


um 

III)  in  dem  Quadranten  (— JT— F)  einen  puDktirt  gebildeten 
Schenkel,  in  welchem  diejenigen  bildenden  Punkte  derCnrve  fehlen, 

1)  welche  bei  :r=: zu  geradenWerthenvonS  gehören,  sowie 

2)  jene,  welche  zu  geraden  Werthen  von  u  gehören; 

IV)  in  dem  Quadranten  C^X-^-Y)  einen  punktirt  gebildeten 
Schenkel,  in  welchem  diejenigen  bildenden  Punkte  der  (ununter- 
brochen gedachten)  Curve  fehlen,  welche  beia:=  — — 

1)  zu  geraden  Werthen  von  §  eehuren,  sowie 

2)  jene,  welche  zu  ungeraden  Werthen  von  u  geboren. 

§.  22.  Die  Zeichnung  auf  Taf . lA.-soll  dienen,  die^  Curve  y  =  ^i 
zu  versinDÜchen*  Die  Unterbrechungen  einer  Linie  durch  oooo 
soll  eine  uneedilehe  Eratreektog  "ätiimk. .  ü'j..'^  l 

§.  23.  Merkwürdig  sind  die  verschiedenen  Ursachen  des 
Fehlens  bildender  Punkte  in  den^,  den  verschiedenen  Quadranten 
angehorigen  Schenkeln  der  Curve.' 

Im  ersten  Qeadi^niaeii  ft-f  ^+  YhS^^^  ^^*^  bildemler  Punkt. 

Im  zweiten  Quadranten  f-f  AT-^  yS  fehlen  die  zu  ungeraden 
Werthen:  VM'V^'fcebdrlgen  bildenden  JHinkte,  weil  die  «ageffadei 
xte  Wurzel  aus  einer  positiven  Gr^se  of  keinen  Werth  von  der 
s 

Form    —  V^  hat. 

Im  dritten  Quadranten  {— Jl— F)  fehlen 
l)i|diezugeradea  Werthen  von  a:  gehurigen  bildenden  Punkte  der 

■  '      '  '    .      *  '^^ 

Curve,  ^etl  die  gerade  —  orte  Wurzel  aus  "^x,  d.  b.  V^"-»ä?,* 
.  unmoglicb  ist;  .'    '     '  #    .    ;;>  .«.. 

ü)  die   zu  geraden  Wertken  von  ^  -  .  geb^rigert  :.bildendfin/ 

'"*.•'  • 1  • 

'    punkte  il^'C^irve,  w«l  bei  ^radem  Werthi»  vom  ^  ^     eiri* 


-y    tef  V^-f   nicht  exWtirty.; 


\ 


Im  vierten  Quadranten  (— Jl-|-  F)  fehlen 
1)  die  zu  geraden  Wertbpp  ^W  x  gehörigen  bildenden  Punkte 


— jr 


der  Curve,  wei|  ftiiigerade  Werthevon— «  die  Grosse  V  —  j? 
uopOglich  iät;,_;     -.    .      .       ■■     .^        ^, _;__•.,    -     .1   ,'_^    _. 

2)  die  zu  ungeraden  Werthen  von gehurigen      bildenden 

.  Punkte  d^r  Curv^,  weil,  bei  ungeraden  Werthen  von  — rebi 


We»*  +  (-)«  ßr  V^  nicht  «ristift. 


« 


mm 
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Ueber  eine  gaomonisebe  Aufgrabe.  ^} 

•Von       /      '       •  •    .'•• 

Herrn  Pr.  Benjamin  Witsscfa-el', 

Iiehrar  d«r  Mathommtik  and  der  KtttanrUäenAclulffteiL  am  6jni|iMimo  V». 
Zwickau  im  K.  Sapbsen.  .,/  ■  ^    . 


Auf  einer  Horizontalebene  stehen  in  drei  Punkten  A;  B;  Cy 
▼00  deren  gegenseitigen  Entreniungen  nnr  eine,  z.  i^.  AB^  bekannt 
ist,  drei  vertikale  Stäbe  AA^  B*B^  OC  von  kegebener  Länge. 
An  welchem  Orte  der  Erde  und  an  welchem  Tage'  des  Jahres 
wird  es  Hich  zutraeen,  dass  das  Stfaatteneode  des.  Stabes  y^'il 
durch  den  Fusspunkt  B  und  C  des  zweiten  und  dritten  Stabes, 
das  Schattenende  de9  Stabes  B^B  dorob  den  Ffismunkt  C  und  A 
des  dritten  und  ersten  Stabes,  und  das  Schattenenae  des  dritten 
Stabes  CC  durch  den  Fusspunkt  A  des  erst^n^  und  somit  auch 
durch  den  Fusspunkt  B  de^  zweiten  Stabes  g^ht^ 

•       \  i\  ^'      '  .         '  "      

'"'  *      '  '■    *     i:  'AnflföVürig. 

D*er  Einfachheit  wegen 'stellt  mäA  siich  Vor,  d^s  die  Soone 
innerhalb  24   Stunden    sich  um  die  Erde  in  *  einem  Kreiere  der 

■•  '■'    '  ' ■  '       ''  .  '       •..'.•..■«..... 

*)  Zn  dieser  schon  siemlicli  alten  aber  gowitt  nicht  uninterensAnten 
4galgaue  hajl;$c^oi|i^n  indenZniiätfra  xnrGeorne.trie  desCartesint 
eine  iHinieriiche .  für  den  jetzigen  Siand  der  Witiehschaft  wciüchweifige 
Lösung  beigebracht  Die  am  renannteo^  Orte  gegebene  FaMung  der 
Aufgabe  ist  folgende:  Tenpore^venio  eree^t  alioaEi  tlrhinim»  «d  per- 
pendicalum  tribnt  baculi«  in  piano  horizentali  in  ponctis  A^  B^  (7,  qao- 
mm  it  qni  in  Ä  tit  6  pedum,  qni  in  B  18  pedum  et  qui  in  C  8  pednm, 
existente  linea  AB  83  pedum:  contigit  qaodam  die  extremitatcm 
umbrae  bacali  A  transire  per '  pttntta  -B  et  C,  baculi  autem  B  per 
pnncta  il  et  C  et  baculi  C  per  pnnctam  A^  mide  fit,  ut  etiam  per  punctum 
B  tit  trantitara.  Qnaeritur  jam,  quo  t«)rrae  loco  atque  anni  die  haec 
eveaerint? 
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IfiimMbkiig^  b6v«^e.  Der  Mitteipiiiilrt  diesep  Krekies^Iiffi  in 
der  Himmelsaxe  und  entfernt  sich  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel 
um  den  Sinus  der  Deklinatian  d  der  ^onne.  Der  R^üf^  ,4fS8ei- 
beo  Kreises  ist  dem  Cosinus  46r  Deklination  dgieich  zu,  setzen. 
Es  werden  demnach  di6  Richtungen  eines  innerhalb  24  Stup^n 
durch  ein  und  denselben  Punkt  A'  gehenden  Sonnenstrahles  eine 
Kegelfläche  zweiter  Ordnung  beschreiben,  als  deren  Leitlinie  der 
Ton  der  Sonne  scheinbar  beschriebene  Kreis  angesehen  werden 
kami»  deren  Sebeitelwinkel  dem  doppelten ;€ompiement  (n-^2i) 
den  DeklimtioD  gleich  komhit,  und  dereh  Axe  wegeh  des  Varal* 
lelismu«  aller  an  verschiedenen 'Orten  zu  gleicher  Zeit  einlallenr 
den  iSonbenstrahlen  der  Eird  ••  oder  Himmelsate  parallel  sein  nitiiss« 
Ob  der  Punkt  A'  nach  seiner  materiellen  Bescbaflfenbeil  die  S^n*- 
nenstrahlen  ungebrochen  hin  durch  lässt,  oder  dienelben  ganz  unter- 
bricht, bleibt  sich  hierbei  ganz.gieich,  indem  ingi  Ifetztern  Falle  die  ex- 
wähnteKegelfläche  von  ihrem  Mittelpunkte  aus  zur  einen  Hälfte  als  von 
Sonnenstrahlen,  zur  andeni  als  von  Schattenstrahlen  erzeugt  gedaehl 
werden  kann.  DerKörzewegen  wirdinderFolgedieeineHäliiederSon- 
nenkegel^dieanderederScli^tt^kegll^l^enaiint  werden,  wenn  sich  die 
Nothwendigkeit,  beide  Häliten  von  einander  zu  unterscheiden,  heraus- 
stellen soltte.  Das  Schattenende  einer  von  A'  auf  die  Horizon.- 
talebene  geföllten  Vertikale  A'A,  die  als  einer  der  in  der  Aufgäbe 
erwähnten  Stäbe  angesehen  werden  kann,  muss  nun  in  der  Durch- 
scbnittslinie  der  gedachten  Kegelfläche  mit  der  fiorizontalebene 
liegen.  Es  ist  ferner  leicht  einzusehen,  dass  diese  Vertikale  A'A 
oder  der  Stab  mit  der  Axe  der  Kegelfläcb^-einen^ Winkel  bildet, 
der  dem  Complement  zur  Polhohe  (p  desjenigen  Orts,  in  welchem 
der  Stab  eingesteckt  ist>  gleich  koroipt».  Die  Gid'cbung  der  er- 
wähnten Kegelfläche  ist~  bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem 

a:'a  +  ^«=2'«cotd«, 

'wobei  i  wieder  die  Deklination  der  Sonne, /liedeutet,  lind  diä  Axe 
der  z' mit  der  des  Kegeis,  sowie  der  Coordinatenanfaqg  mit  dem  Mit; 
telpunkt'  desselberi  züsajnmenföllt.  Hinsichtlich  der  neiden  andern 
Coordinatenaxen  soll  noch  bestimmt  werden,  dass  die  Ebene  der 
arV  in  der  Meridianebene  des  Orte«*  Iieeen  solL  Verbände  man 
rillt  dieser  Gleichung  die  der  Horrzontalebene,  so  würde  man  die 
Gleichungen  der  Prpjectloäeh  de.s  KegelischniHiü,  welelien  das 
Schattenepde  des  Stabes  innerhalb  24  "Sütndei»  beschreibt,  utid 
um  dessen  Bestimmung  es  sich  handelt,  erhalten.  Dieser  Weg 
wörde  aber  zu  schon  jetzt  ersichtlichen  Weitläufigkeiten  und  Ver- 
wicklungen fuhren,  die  auf  folgende  Wel^^c  vermieden  v^erden  kön- 
nen. Man  drehe  das  Axensystem  um  die  Axe  der  ^,  so  da$s 
die  neue  zAXe  mi^  dem  Stabe  A'A  zu^amnienfäilt»  also  der 
Dr^hung^ Winkel  dem  Complement  der  Polhöbe  g>  sIeich  ist.  Ver- 
mitiets  der  dazu  gehörigen  Tagesformationsformelo: 

;^?'=a?sip9 — 2C08q>, 

t'=:z^mq>'{'XCOsq>    .  . 
geht  obige.  6|eichlmg .  der  Kegelfläche  ^ber  in;  - 
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"Danach  tlies^ni  ttiiUen  Atengy^tetn  die  Hbt4zofitatehen«  tnr 
Ax^  dei^'z  fiorinal,  od^t  der  ay*Ebeite  pwtA\t\  isü,  so  tlat  man 
n!r  dieselbe  die  einfache  Gleidbang  '  . 

u    !  '  .  •     .  '  .  ,        '  • 

iivenn  6  dfi^fr  Eo<^nan|i;  der  Ebene  >vdfu'€oordiiiatenanhirt^,  4.  h. 

dliß  tiHnffe  des  Stab^te  bezeichnet. '  Durtb  eiitCaobe  8iibistitutioB 

von  4  fCir  s  in   der  Gletclisi^   der  Kbgelflftcfce  erhält*  »im.   die 

€(Me(iffne  de»  daroh  die  Horlzontalebene  mit  d«r  Kegeifläcbeig^ 

blideteii  Kegelschnitte}  i  . 

-'"'"'  •      .  •     '  ■'  1      •  ..  ••  /.  •    .1'  ' 

it*(*fiiif<)^— cos  d*)  H^yM«  d*^2Aa^sitt^oos^  +  6*(siii  d» — sin  <jo')Gtt<|, 

bdW' 

■  ■•  I.     .•'•••.      ■ 

7tf:r*^iVya— t>/%af +  <?A«=0,  . (©) 


Wobei 


iVssikid«,."'  ' 


cos2<p-f-Cf>«f*2Ä 

"T^      '■■    ■■    '       >> -— ^.i 


P  sssln  ^  cos  91        =: 


—     flu.?!??. 


2 


^       •    JM       •      Q  cos2g)— cos2d 

ges^tsit  worden  ist.  Es  it»t  aUo  (0}  die  Gleichung  des  vom. 
bcbafteneritie  de»  Stabes  ^6  be^clirlebenen  Kegelschnitts >  wenn 
die  PothOhe  eles  Ort  es*  wo  dlee  geschieht,  =9  und  die  Dekli- 
nation dcr^^onnezur  Zeit,  während  iler  68  vor  sich  geht^ '=:d  ange- 
nommen, der  Coordinatenanfang  in  fleh  Fusspunkt  des  Stabes  und 
die  Ate  der  ^  in  die  MtttaG;s1inie  s^tegt  wird.  Sind  nun  '631,  6«, 
^adieLän^n  der  HU\\m  A*A,  B'ß/(yc\  di^d^,  d^  die  Entreroun* 
gen  AB^  BC,  CA  der  Fus^punkle  A,  B,  C dieser  Stäbe,  von 
denei^  der  Aufgabe  gern  äs**  nur  eine,  z.  B.  ^ß  =  rfj,  als  bekannt 
?oraiJiizü.setzen  bt;  liegt  ferner  der  Coordinatenanfang  im  Kuss- 
punkte A  dps  ersten  Stiibef«,  und  sind  die  Coordinaten  der  Fuss- 
punkte  B  lUJil  6^  des  ziveiten  und  dritten  Stabes  resp.  cu,  ß^  und 
%i  ß^i  w"bei  die  ß  auf  die  Axe  der  x  un4  4»e  ß  ani  die  der 
^  ahn  bezielien :  so  fAnd  die  fBJekhungen  der  von  den  Schatten- 
enden  der  S(äbe  A*At  B^B^  OC  beschriebenen,  nnd  anC.elp  und 
dasselbe  CoordinaCentüystcm  beFOf^enon  Kegelschnitte: 

J!fa:*  +  %«-2P6iar  +  Q6i»=0....    (I) 
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NmH)  dea  Vb4it#iagpii,Mr  kit(g^  jApiEe^  -  :      <■  V 

1)  die  FuMpunkte  dcM  zweiten  and  dritten  Stabes   in  der  vom 
Sdiattm  dea  broteil  lMMlHifcb.eMn  Linie  li«g«nid...li. 

yif«i«+iv^«--2P6i«^+<?6i»=o  ;., /.. a) 

. .     .!•  ,Jlf.i%»+iV/?,«-aP*ii%  +  Q^«=0,  .....  (2) 

2)  die  Sdiatteofinie  de«  zweiten  und  dritten  Stabes  durch' den 
Fofspiinlct  des  ersteif  geben,  d.  Jk 

jiray»+iy^^+ßPA,«.ri-«*i»=o (3) 

.    .  .  .ilf«,«+iVA»+2/^«?  +  ÖV=0   ., (4). 


J 


3)  endlich  die  Schattenliiiie  des  zweiten  Stabes  durch  den  Foss- 
punkt  des  'dritten .  sehen ,  sQfi40'  die!  Eatfirnims^  «de«  ersten  and 
zweiten  8rabes  =ai  sein,  also 


'f      .  T 


jlf(«i-«j)»+iV(|S,-/J^»-2/%,(«3-«,)  +  QV==0....  (5), 

«a»+Ö»«-<iv«; (6) 

»Die  in  Riesen  6  .CMeic(ii4nffei^  «ntKaltenen  6  Unbekannten,«^ 
ßs,'  <^,  ßi,-tp  uää'i  kontier  auf  fof^eode' W^äe  besttmnt'nercreii; 

Uarfcb  iSnbttirtUiaii  dur  fiU  (idiHid.(2)  ve»  .t«»f^  (?)t«|Bd,<4^ 
erllSit-MMl  i  :,i.  .  ;  -...•■    .  ..  i...    .    ^ 

'■''■'•""•'.■•■'■'        "■■  Q  '    '■'■'  ''''' 
2«*.  +  M«.=<? f^«-**«) 5,  «!>-  fp.C6i  -«,) ......  0 

'.■■:■;-•.■•'    ■      ■     ■      ■     ..'  .•■•..•I 

folglich 


-■  ■••„'•I  .M  -.',y 


'  I 


Der  Werth  von  o^«-«,,  im  dritten  Gliede  von  (5)  eing^eiz^ 
giebt  ,      . 

'ir(f^— ai3«+iV(ü^--«jj*+'<?»i6^=o..;-w (5)* 

Addirt  man  zur  letztem  Gleiebung  -^Q/>,^-f  Q68^=0  und  be- 
rOcksich^igt^  d^ss  man  (a^-rOs)*  für  («3— ofa)*  s^tzerf  kann,  so  er- 
halt mw       j  .  .  I     \ 


oder,  da 
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woraus,  mit  Ve^eichung  Ton  (III),  hervorgeht  „dass  aoeh  i^M 
Schattenende  des  ^ritten  Stabes  durch, den  Fusspuokt  des  zwei- 
ten gehen  *mu$s/'>  '      •  i 

Man  fahre  fernler  lA  iten  Gleichungeii  (3)'  und  (4)  die  unter 
(7)  und  d^)  enthaltenen  Werthe  von  c^  und  «^  ein«  so  ist 

ilfff,«  +  iV/Ja«+Q6Ä=^0'.  .  .  .  •  .  '.  .  ...  (8)* 
Jlf«i*+A%*+<?6|6ä=fca (4)* 

Die  Summe  beider  GleicAtihgen  von  (5)'  abgezogen»  giebt 

»2  Ä«,«^ +ai«ftft  +  ©(V*»'^  *«As  +  Ml)  =0 

oder,  wenn  man  ßNß^ßz  transponirt  und  hierauf  die  Gleichung 
qoadrtrt>    ■'','*- 

Versetzt  man  ebenfalls  in  den  Glelchuhgen  (3)*' und  (4)*  res^. 
Nß^^  und  Nß^^  auf  die  andere  Seite,  multiplicirt  dann  iievae  Glei« 
chungen  mit  einander  und  vervierfacht  das  Produkt,  so  erhält  nao 

Zieht  man  beide  xnletzt  gefundenen  Gleichungen  iven 'einander  ab, 
und  dividirt  den  Rest  durch  Q,  so  hat  man  ^ 

4ilfaij«3(&,ft,-6A  +  Mi)+Ö(*i*i- At**  +  «*6i)« 
=  4ilf(V6i,*i+VMt)  +  Q*i*Ä^6s. 

Nun  ist   .^  .     .^^ 

öi«s(*i*«  — Aa*3+Mi) 

Diese  Werthe  snbstitnirt  )teben,  oachdem  maa  das  Resultat  durch 
Q  abermals  dividirt  und  mit  P*  multiplicirt  hat, 

Ä0*>*(*i*.-*A+*s4i)  -  (MQ  -  /»)(6A-i,6, +6,6,)« 
=  ÄfQ(6i«(6,6,  +  6,6,)+Ä,V»»  +  6iÄj6s»)-4(AIQ-P«)6i«6,6, 
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oder 

Jf«p+ (*ö-/^(9-.2p)=Ö; 
wenn  man  der  Kurze  wegen 

setzt.  Führt  man  statt  der  abgekürzten  Bezeichnungen  M,  P,  0 
die  durch  die  doppelten  Bogen  von  g>  und  d  ausgedrückten  Kreis- 
fooktioDen  wieder  ein,  setzt  ateo 

^— j statt  MQf 


so  erhält  man 


sin2g)2=SL£sln2d«. 

r 


Dem  Aasdracke  des  Faktors 

kSnoen  noch  einige  andere  Formen  gegeben  werden,  als: 


'  ±  +  -1  +  2 

6,*,  +  ^ +6,61 


1, 


(T) 


26,6,*B(6i+6,+6a) 
Theil  XIV.  la 
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von  denen  die  beiden  ersten  zur  Vereinfachung  der  nnmerisGlien 
BerechouDg dienen  dürften,  die  beiden  letzten  insbesondere  aber  bewei- 
sen, das«  der  Wertb  von  ^ — ^  stets  positiv  sein  muss.    Es  soll 

P 
daher  auch  in  der  Fol&e  dieser  Faktor  durch  C^  bezeichnet  wer- 
den, um  dadurch  zugteteh  den  stef«  positiven  Werth   desselben 
anzudeuten.     Somit  hat  man    als  die    erste  einfache    Beziehung 
zwischen  (p  uud  ö  die  Gleichung 

sin2g>«^€^sin2*^.  . (10) 

Werden   In  der  Gl<>ichnn^  (6)    die  aus  (7)  und  (3)*   gezoge- 
nen •  Werthe  von  o^  und  ß^  eingesetzt»  so .  hat  man 

oder,  nachdem  man  eingerichtet,  für  31,  iV.  P,  Q  die  durch  die 
einfachen  Winkel  a>  und  6  ausgedrückten  goniometrischen  Funktio- 
nen gesetzt  und  die  Gleichung  durch  den  gemeinschaftlichen  Fak- 
tor cos  9^  dividirt  hat, 

(*i  +6a)*sin  9*— 2(Ä,HV  +  'M*)sin9)*sind«+(6i-^Vm6*=0, 

Setzt  man 

,    &1+Ä.      -*^'      A,+A,       -^ 
und  beme^t,  dass 

SO  erhält  man  aus  obiger  Gleichung 

(siü  9«-  (.4  +  Ä)«sind«)  (siny^  —  (.4— Ä)«sind*)  z^O . 

oder  Afitp^={A±BfmnS^ (11) 

als  die  zweite  einfache  Relation  zwischen  9  und  i.  Hierbei  ist 
noch  zu  untersuchen, /ob  beide  der  unter  ()])  enthaltenen  Werthe 
für  sin  9^  zulässig  ^tnd,  nnd .  welcher  Au^rtidc  Im  entgegenge- 
setzten Falle  für  die  weitere  Berechnung  zu  l^enntzen  ist  Zu 
dem  Ende  möge  erst  die  Entviickelung  der  aqs  (3)^  und  (4)^  ge- 
zogenen Ausdrücke  für  /?2  und  ß^  vorgenoimneu  werden.  Mao  bat 
nämlich 
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US 


Knn  ist 


d»her 


7»"— *~iln79«-  q—p' 


Fulirt  maii  statt  q  and  p  i\t  oben  angegebeoen  Wertire  ein »  so 
findet  sich  nach  einer  leichten  Rechnung,  dass  die  ZihJer.  Var«- 
gtehender  Ausdrücke  vollständige  QnadMte  sind;  so  dass 

^»=± r^-p)*""; — V  "r 

Da  (^-fJB)>>l  und  {A—ß)^<,l  ist,  wovon  man  sich  leicht 
liberzen^en  kann,  so  \^i 

i  •   .  .  ' 


y  =^=:Vp±5)^=T. 


reell  oder  imaginär,  je  nachdem  man  das  obere  oder  antere  Zei- 
chen zur  Geltung  bringt,  nnd  daher  die  Gleichung 

8in<p«=(i<— Ä)«sin3«, 

insofern  dieselbe  imaginäre  Werthe  für  die  Ordlnaten  ß^.^  ß%  ^^^ 
dingt,  nicht  weiter  in  Betracht  zu  ziehen,  so  lange  man  alle  mit 
dem  Faktor  \^*^\  behafteten  Formen  als  imbraachbar  ansieht.*) 


li  'i()'>{|[^aiiiiAijp||  «ehfHak^  man  jetst  den  imaginärea  nnd  complexen 
6roMtiiniQelfr.>4l^f^rk«afnk«^5  oi»4  hat'  iMbesMidere  die  geometeitth^ 
Beaeiitung  nnd  Con«truktion  derselben  dadorch  gewonnen ,  dau  map 
V-^1  als  mittlere  Proportionale  von  .1  und  -~1  anzutehen  und  bei  den 
eiavelnert'  FSften'  anf  eine  Teralbperaelnernng  des  Problems  hinKudeaten 
ff^^t.  (vergl.  tt  Ai'isine  Mitthenong  Drobisch't  in  den  Berichten  d.  K. 
9.  GesflAlsehaft  der  IVissenschaften  su  Lei|i«ig  II.  8;  6.  Heft).  Auch  hier 
hat  der  Faktor  {A—BY  seine  Bedeutung,  wenn  man  die  Aufgabe  erwei- 

13* 
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Durch  Verbindung  von  (10)  mit 

erhält  .'tQao  endlich 

Hiermit  kann  man  die  Aufgabe  aU  gel8st  ansehen.    Dei  Tag 
nämlich,  nach  welchem  in  derselben  gefragt  wird,  iSsst  sich  durch 

**  ,    ,      »in« 

sml=  -7— j 

sind 

bestimmen,  wenn  e  die  Schiefe  der  Ekliptik  und  iL  den  Bogen 
bedeutet,    welchen  die  Sonne   vom    }  o'^^t^*^'  {    Nachtgleichen- 

punkte  an     il'*«^"??*'»  *•**  | 

•^  ...   :  (beschreiben  wird)*  ..   •'    i.  ■ 

Ist  z.  B.  6i=6',  Ä,=18',  63=8'  und  «ii=33',  so  ist 
Äi^.Ms.*»*,  27  8 

c«- A_l_*rjLÄ:_,i-Xl!li3_i_  4» 

*i+A.+.*»  32       '-r^ 

log.C»=9.40690=log|^ 

log(^+Ä)=0.47185  =log(^^+VT^) 

log  sin  d=  9.52247  =Iog8iiil9«27'cwc. 
log8in9)^9.99432  ^logsinSO« 46' cjrc. 
log  sin  A= 9.92248  Ä|ogsin.ö6P  46*4'. 
logA=9.99604\ 
+ log  365,21 =2.56-254  j  =  1.76040=log  57,6. 
— Iog2»=0.7««18' 

Es  ^rerden  demnach  am  57  and  68  Tage  |  '*'^'*  \  Frühlings  An- 

fang,  oder^JJ^^Herbst-Anfang  auf  der  ^2dthe'n"^R^"8«'""- 
tdi  einer  Polhuhe  von  SO^'  46'  die  Stäbe  von  angegebener  Länge 

tert,  lind  alt  Conttruktionsebene  nicht  die  HorizooCfileben««  pondemdie 
auf  derselben  «enlfrecht  stehende  Meridianebene  annimnit.  Für  diofoi 
Fall  erbält  man  co«  (p*=z{A^B)*  cosJ^.  £lne  weitere Betrachtuqg  dieter 
%'erbältni««e  würden  zu  weit  fahren. 
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eiogesteekt  werden  inOmen,  'vrenn  die  ei^artete  ErswAehnni«:  he- 
obacbtei  werden  -soll.      • 


II. 

£ioe  kurze  Ufsbosgion  dct  m  vorBtefiender  Auflösung  vergeh 
kommenen  deichnngen  ii.  b.  w;  dOrfte  :geeignet  eein,  das  li^ter« 
esse  an  der  Aufgabe  noch  etwas  «ii 'erhöhen. 

Wenn  man  zuerst  fragt,  von  welcher  Art  die  von  dem  Schatten- 
ende eines  Stabes  beschriebene  Curve  ist,  oder  da  dieselbej  wie 
schon  erwähnt,  ein  Kegelschnitt  ist,  welche Ijinie  zweiter  Ordnung 
durch  die  Gleichung 

Ma^  +  Ny*^Wba:+  Öi*=0  .!...'...(©) 

bezeichnet  wird,  so  hat  man  nach  den  allgemein  Jbekannten  ana- 
tytischen  Kennzeichen  die  Fraijce  dahin  zu  beantworten»  dass  die 
Oarve 

eine   Ellipse     j  >  > 

Parabel    { ist,  wenn  JIRV=0  oder  sh)g)*=:  cosd*,  * 
Hyperbel»  <  <  ' 

d.  h.  die  Ellipse  und  Parabel  kann  nur  innerhalb  der  Polarzirkel, 
ausserhalb  der^ll»ea  k^nn  nur  die  Hyperbel  beschrieben  werden. 

$  Unter  den  Polen  und  unter  dem  Aequator  zur  Zeit  der  Tag-  und 
^achtgleiche  geht  die  Ellipse  in  den  Kreis  und  die  Hyperbel  in 
die  gerade  Linie  über.).    Nach  (12)  ist 


.^=S^iSE&M+*)-. 


'Da  fei*ner  (^+B)*>1,  so  mus»  auch,  wenn  cosd  reell. sein 
soll,  (A^B)^'^C^y  und  för  jedes  reelle  9  auch  (A+B)'^'>C^  sein, 
demnach  wird  1 

sina>*=coidF,weno  C^=l  ist,  pder  der  Kegelschnitt  ist 

<  ^;/.^ 

•    ■  "»    (EBipse  ,  K\     ;       < 
eine  J Parabel'   }  wenn  C*=l  ist. 
.,  Hyperbel)  ,      .  > 

'''"Es  flilft  aber  je  nach  Verteftntts  de)r  Grösse  der  StHbe'der 
Werth  von 

M2  ,  Ms  ,  Ml 


-•^S^Uw-- 
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Bwisehfo  die  GrenzeQ  0  und  oo',  weraiis  obon  WMlete«  bervioraii- 
geben  scheint»  dass  je  nach  der  Wahl  der  St&be  die  •  Sokikiten- 
enden  derselben  unter  den  in  der  Aufgabe  gestellten  Bedingungen 
bald  Ellipsen  und  Parabeln,  bald  Hyperbeln  beschreiben  Iconnen. 
Dennoch  lassen  sich,  wie  weiter  unten  gezeigt  werden  soll,  hin- 
sichtlich der  Möglichkeit,  dass  auch  ausserhalb  der  Polarkreise 
die  in  der  Aufgabe  geforderte  Erscheinung  eintrQteo  k«iDne,  einige 
Zweifel  erhebeiL  Zuvor  jedoch  mögen  die  w«>iterea  Bedingungen 
erörtert  werden,  unter  denen  die  Schattenlinien  als  Kr6isf^>  P^M'a- 
beln  u.  s*  w.  hervorgehen. 

1)  Ist  <p  =  ^9  80  ergiebt  sich  aus  (10) 

.       .    •  '•     .  .!  I. 

folglich  6j  =68=6^  und  nach  (12)  sin 6^ ^jjTg  =^.  i/h^Tl^  * ^ 

=  J9  wie  im  Voraus  zu  erwai'ten  war.    Ebenso  ist. leicht  einzn- 

sehen»  dass  die  von  den  Schattenenden  besl^hfi^b^neii  Linien  un- 
ter einander  gleiche  Kreise  sind,  deren  Raditt«^  ^Pcot8=d  ist. 

2)  Setzt  man  sin  9^=:co8d^  oder  C*=l,  so  ist 

6i«6«*  +  *2^«+ta**i»=2Ä,M3(^  +  ft«  +*a).. 
oder 

Es  ist  demnach  einex  der  drei  StAe  nioht  bloss  der  Lage, 
sondern  auch  der  Grosse  nach  durch  diejubrigen  bestimmt  FiSr 
C«=t  folgt  ferner  aus  (12) 

Die  Gleichung  (0),  insofern  dieselbe  die  einer  Parabel  sein 
soll,  f^ebt  für  M=0,  iV=:CQa9^P2=ro99sin9,  ö=cos9*-sin9' 
Ober  in 

y'cosg)^  ~2A;rsin^cos^-h  ft^co>9>^ — sing>*):=0 

oder,  wenn  man  den  Cnordinatenanfang  in  den  Scheitel  der  Para- 
bel setzt: 
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Es  Ist  demnach  btfip=zb(A  +  B)  der  Parameter  der  vom  Schatten- 
ende  des  Stabes  6  beschriebenen  Parabel« 

Ist  z.  B.  6i=i:6^  >ib^l8^  d|=33'  und   nach    der   Relatioo 

^h^Vt^  VTS'*^""  l33,ö»7.J  •  «^  '»^ 
log (2<+j»)  =  10,47185=  log  tg  71«21'20"  (a>). 
=logcotl8O;;8'40"(d) 

81'  81' 

Oder  sei  Äi=Ö',  6a=iÄ  '  ^a^^ig  »  <^i=20';  so  erhftlt  man 

Iog(il+J?)  =  10,51800=log  tg  ya^Sß'WCg)) 

=logcotl7o  a'io^'ca) 

3)  Ffir  Cs^  1  sind,    wie    erwähnt,     die    fraglichen    Curven 

lEir  e  ('  ^°^  ^^^  ^^'^  Obigen  gebt  auch  hervor/ dass  die 
bedingungen  der  Aufgabe  ffir  den  F^all,  dass  die  Curven  Ellipsen 
sind,  nichts  Dnrofigliches  enthatten.  Ein  Gleiches  gilt  bezflglich 
des  Falles,  dass  Hyuerbeln  entstehen,  in  so  fem»  als  aus  der  oben 
gegebenen  Lasung  nervorgeht,  dass  sich  drei  ähnliche  Hyperbeln 
unter  den  durch  m.  (1)  bis  (6)  ausgedrüw*kteo  Bedingungen  schnei- 
den können.  Allein  hier  kömmt  noch  die  besondere  Frage  in 
Betracht,  welche  Zweige  der  Hyperbeln  zum  Durchschnitt  kommen. 
Da  nämlich  die  der  ganzen  Entwickelung  zum  Grunde  gelegte 
Kegelfläche,  wie  schon  Anfangs  erwähnt  worden  ist,  von  ihrem 
Mittelpunkte  aus  einestheils  von  Sonnenstrahlen,  anderntheüs  von 
Schattenstrahlen  gebildet  wird,  so  wird  der  im  Lichtkegel  liegende 
Theil  der  aus  dem  Durchschnitt  mit  der  Horizontalebene  hervor- 
gehenden Hyperbel  als  eine  imasriuäre  Schattencurve  anzusehen 
sein.  Wenn  nun  der  Fall  eintreten  kannte,  dass  der  reelle  Theil 
einer  der  drei  Hyperbeln  mit  dem  einen  oder  beiden  imaginären 
Theilen  der  fibrigen  Hyperbeln  in  zweien  der  Punkte  Ay  B,  C  zum 
Durchschnitt  käme,  so  wurde  ftir  diesen  Fall  die  Aufgabe,  wenigstens 
als  gnomonische  betrachtet,  unmöglich  zu  losen  sein.  Es  fragt  sich 
nupi  ob  und  unter  welchen  Bedingungen  dieser  Fall  eintreten  kann. 
Föt  diese  Erörterung  mögen  durch  db^i»  db^a»  ±^'a  resp.  die 
Zweige  der  drei  durch  die  Stäbe  6^,  6^^  ^  erzeugten  Hyperbeln, 

welche  im    |s^.Qn«p.   (  Kegel  liegen,  bezeichnet  werden.    Unbe- 

^icfaadet  der  Allgemeinheit  der  Discussion  kann  man  ferner  anneh« 
men,  dass  6|  der  kleinste  der  gegebenen  Stäbe,  oder  bt  <69  und 
'Da  Q=sin  J^ — sin  9^  negativ  sein  muss,  so  folgt,  dass 


6i<6s  sei. 


Q  Q 


positive  Gh'dssen  sind.    Werden   ferner  durch  Xt,  x^,  0:3   die  Ab- 
scissen  der  Scheitelpunkte  der  drei  von   den  Schattenenden  der 
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St&be  bi9  bm,  b»  beschriebenen  Rypertkeln  bexeicbnet,  so  hat  niao 
nach  den  Crlelchungen  (I),  (U),  (lll) 

Mxi*  -  2Pbi  xt  +  Q*i«=0, 

Af(j?3-«3)»-2/>63(^3~«s)+ e*s*=0; 
und  hieraus 

_biP±biVP^'^MQ 

^i-  M ■ 

__biMQ+bj(P±\f  P^^MQ)^ 

^  WM 

__&i(8in2y»— s'in2d»)  +  6t(sin2y  dfcsin^d)^ 

4sin297(8in9^*<-cjQad^)        ^  i- '   •• 

*  WM      ^. 

_  6t(sin2<y)^  — 8in2^  +  &a(8ln2(p4:8in25)^ 
48in  2^(81  n9)*  —  co86*) 

^biMQ  +  b^(P^±\r/^--MQ)^ 

6i(sin2y^'>-8in2^)+6a(8iD2<p4:*^"»2^* 

"^  48in92(8in9^ — co»d*) 

Da   8in29^>>sin24^  weil  C*>t,  dagegen  sin  9>>  <  cos  j>,  wie 
schon  oben  einmal  bemerkt  worden  ist,  miSiin 

ir2<0<a2, 

so  ist  hieraus  abzunehmen,  dass,  mögen  in  den  Gleichungen  för 
Xi,  x^f  or.  von^  den  Doppelzeichen  (±)  (die  übrigens  den  2^'eigeD 
f  tf|,  7^2»  ~F ^8  entsprechen)  die  oberen  oder  unteren  genom- 
men werden,  nur  die  nach  ein  und  derselben  Richtung  der  Ab- 
seissenaxe  zu  liegenden  Zweige  der  drei  gedachten  Uyperbelii 
sich  zu  zweien  resp.  in  den  Punkten  A,  B,  C  schneiden  können. 
Denn  gesetzt,  dass  —B^  oder  — th  mit  den  Zweigen  +Hi  oder 
4-  i^a  in  ^^^  Punkten  Coder  A  zum  Durchschnitt  kämen,  so  mflsste 

^>«2>0, 

sein,  was  dem  Obigen  widerspricht.  Hiermit  ist  jedes  Bedenken 
bezflglich  des  Falles,  dass  die  beschriebenen  *  Scbattencurven 
Hyperbeln  sind,  gehoben.    Ist  z.  B. 
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*i«a4e«J,25%'  &B=M)00',  fti,  =±21898,  rf,==  1000: 

«0  ist       ""     '  ,   .    :  :* 

Iog.C*=0,25169;  log (il  +  iB)= 0,29274 
logsiD«=9^59d83==lof^«in 23027'  circ,  (Zeit  d.  Solstit.) 
log8in<F=9>89257=logsin51o20'15''  circ.  (Polhöhe  v.  Leipzig). 

Im  Folgenden  mögen  noch  einige  beroerkenstwerthe  Verhältnisse^ 
welche  mit  der  Aufgabe  in  einigem  Zusammenhange  stehen,  Platz 
finden. 

Verlegt  man  den  CoordiAatenanfang  für  jeden  4^r  drei  von 
den  Siihattenenden  beschriebenen  Kegelschnitte  in  den  Mittelpunkt 
desselbes,  80  erhält  man   aus  (I),  (I^,  (HI)  folgende  Gleichuagen : 

,     (sin^*— cos#)*ar'       sipy*-^co8<^  jy      . 
^^^'      sinÄJos«*       V  '*'        cosd« p"^ 

(^mp^'-'cos^)*  df*      stny^—cos^  ?*  _  i 
^^®'      sini«co7*^6i«+        cos*»     >2*^ 

(/»-ilfQ)Ä3«,  (/"-^O)^*       ......  kt"; 

(sifigo* — cos^i^a?^       siny*~cos3^  y^ . 

^^^'       sinÄ^cosd«      63*+*^      cos6«^       55?"^ 

Es  sind  also 

i»6i,  twfi^,  7/163    '  . 

die  grossen  Halbaxen, 

nhx9  nb^p  nb^ 

die  kleinen  Halbaxen  der  Elüpsea   oder    die.  Jialben  Nebenaxen 
der  Hyperbeln^  wobei  absolut  und  reell  genommen 


m 


_    sin3cosJ    _  V  (A+B)^^C\y/JT+B)^-' I 


Vsin^*— cosd*      (Ai'B)^TZIc* 

»*  n*  n*  ^*  ' 

und   — 6i=6iCot3, — 6- =  6«co tö,~ An =611  cot d die  Parameter  der 
tn  m  wi" 

Kegelschnitte,  gleichwie  oben  unter  %  för  die  Parabeln,  und  wie 

überhaupt  zu  erwarten  war. 
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Bezeichnet  maoi  ferter  rolt.jfi,  y^^y»  i^  EotGsmimgen  der 
Punkte  At  B,  C  von  dem  Mittelpunkte  resp.  dee  ersten,  zweiten, 
dritten  Kegelschnitts,  so  hat  man 

und,  wenn  diese  AusdrScke  durch  die  entsprechenden  grossen 
Hafbazen  difidirt  werden: 

-2i-=-^=Ä    —  ^     _    ^slnycosy_p 

möi      mb^      mb^       ^P^-^AtQ       sindcosd 

Verbindet  man  also  die  grosse  Halbaze  und  die  Lftnge  y  unter 
einem  rechten  Winkel  und  zieht  die  Hypotenuse  t  so  ist  C  die 
trigonometrische  Tangente  des  der  Seite  y  gegenüberstehenden 
Winkels. 

Hinsichtlich  der  Bestimmung  der  Lage  des  Punktes  C,  oder 
der  Grosse  von  BC^:^d^  und  CA:=zd^  hat  man  zwar 

wodurch  man  mit  Hülfe  von  (3)^  (4)^  und  (5)*  </«  ^^^  ^  ^1^  Funk- 
tionen von  b^y  b^i  b^  und  d^  bestimmen  kann:  doch  dürfte  folgen- 
der Weg  kürzer  zum  Ziele  fuhren.  Es  muss  nSmIich  Wn^  nnd 
sin  9?^  doch  immer  denselben  Werth  behalten,  wenn  man.  d%  oder 
d^  statt  dl  als  gegeben  annimmt.    Setzt  man  daher 

^i  +  A«  Ai+4» 


ebenso 


und 


so  muss 


■"vT*.    +"1;+*,"-^+^ 


V+*l  ^         *•  +  *! 


oder 

sin  9 
'  sind 


i4+Ä=^'  +  B'=^'  +  l?" 


seio.    Nimmt  maa  nun  dt  als  gegebene  Läi^e,  also  A-V^B  aJs  be- 
kannte Grösse  an ,  so  hat  man  cur  Bestimmung  von  d^  und  dt : 
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und  hieraas 

*^'=^T(3+^  !(*»  +A|)«(4+Ä)*-(A.-*i)«?. 
Die  auf  SboiiGhe  Weise  gebildete  identische  Gleichung 

redaeirt  aicb  Tiafk  Ebfthn^j  von  ^CSi^J*.^5S^  statt 

il-|-^,  wie  natürlichy  aiir:^^?^^/  .    . 

Die  betrachtete  Aufgabe  bietet  noch  mehrere  interessante 
Verhältnisse,  welche  bei  eincdr  weiteren  Untersuchung  derselben 
znm  Theil  sich  Ton  selbst*  ergeben.  Ich  begnüge  mich  nur  noch 
etniee  dersellieu  kurz  anzufahren.  So  Ist  für  den  Inhalt  A  des 
Dreieck«  ^iffC 

^=^4S+^^  V  (A  +Ä)^CS  V^6|M»(6i  +Ä.+Ä,) 

1  (siny«— sind«)?  ^  ■,,..,  .... 
=  2      sinÄsin2*— ^*>*A(6|+4ä+W' 

Ferner  hat  die  durch  die  Spitaen  der  drei  Stäbe  A'A,  BB,  CG 
i^egte  Ebene  A'B'O  die  Eigenschaft,  dass  sie  stets  nonaal  auf 
der  Meridiaeeiiene  steht.  Dieses  merkwilrdige  Lagenverhältniss 
dient  zogMcb  zur  Bestimmning  der  Lage  des  Dreiecks  ABC  in 
ä4^  Horizoiitalelieiie. 


-Jmim 
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lieber  die  fVirkonir  linearer  electrl- 

scher  Rlnse  iauf  die  mafirnetlsche 

Flfissl^keltw 

Vdii  dem 

Herrn  Dpctor  tlaedenkamp^ 

Oberlehrer  der  Mathematik  und  Physik  am  Gymnasium  HO  H^min. 


Der  eiectrische  Strom  fibt  auf  ein  ma^etisches  Element  eioe 
Wirkung  au$>  die  dem  Quadrate  der  EntTernung  umgekehrt  pro- 
portional ist,  aber  die  Richtung  der  Kraft  liegt  nicht  in  der  die 
mrkenden  Kräfte  verbindenden  geraden  Linie,  Bondem  sie  ist 
senkredit  auf  der  dureh  die  R^^tung  deb  electritfeben  Stromes 
ond   den  angesegenen  oder    abj^eetosse^en   magnetiscbea  PuaU 

§elegten  Ebene;  äberdies  ist  diese  Kraft  noch  prcfportiana)  dem 
linus  des  Winkels,  den  die  liichtung  des  Stromes  mit  der  von 
dem  magnetischen  Punkte  nach  dem  Stromelemente  gezogenen 
Linie  bildet.  Nennt  man  daher  die  Entfernung  eines  Stromele- 
ments df  von  einem  magnetischen  Elemente  r,  die  Intensitäten  des 
Stromes  und  des  magnetischen  Elements  t  und  ii,  und  den  Win- 
kel, den  r  mit  der  Kichtung  des  Stromelements  di  macht,  if;,  so 
wird  die  Grösse  der  Kraft,  mit  welcher  sich  die  Elemente  anzie- 
hen oder  abstossen,  durch  -^— ^ —   ausgedrückt 

Ich  werde  Im  Folgenden  die  Wirkungen  untersuchen,  die 
Kreis-  und  elliptische  Kinge ,  durch  die  electrische  Strome  Rchen, 
auf  ein  in  der  Ebene  der  Ringe  gelegenes  magnetisches  Theil- 
chen  ausüben,  wobei  die  Querdimensionen  der  Kinge  vernachläs- 
sigt werden  sollen. 

Ich  bemerke  auch  noch,  dass'man  bei  Beobachtungen  selbst  för 
das   magnetische  Element  eine  Magnetnadel  von  geringer  Länge 
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silbitiiiiiren  kAnne,'  Za^rBtiwInn^fi 'wir  aüi  da»  Ar  wirUende 
RiDg  ein  Kreis  sei  und.ida«>  magnetisehe  TheÜehen  aasäerhalb 
dieses  Kreises  liege.  Sei  in  Taf.  IV.  Fig.  1.  C  das 
mafi^etiscbe  Element  ven  der  Intensität  fn,  welches  Ton  dem 
Kreise  EGHE,  durch  den  der  «lectrische  Strom  geht,  angezp- 
gen  oder  abgestossen  wird.  Der  Halbmesser  dieses  Kreises  sei 
6,  die  Entfernung  ^C=a,  die  Entfernung  eines  Stromelements 
dtinB  Tonidem  Punkte  C  oder  AC^szf,  der  Wink«l,  den  das 
StroroelemeHt  mrt  r  macht,  :==90— '4;.  Die  Kraft,  womit  das 
Stromelement  in  ß  auf  C  ivirkt,  wird  nan  ausgedrückt  durch 

«fiS^cos^  ' 
•     "r«  "    • 

Die  Richtung  dieser  Kraft  ist  auf  der  .Ebene  des  Kreises  senk- 
recht Nennen  wit,  die  Kraft,  wooirft  irgend  ein  Bogen  dieses 
Kreises  den  magnetischen  Punkt  C  anzieht  oder  abatösst,  /2,  so 
ist  also 


Wir  wollen   nun  zuerst  die  Variabein  unter  dem  Integralzeichen 
durch  den  Winkel  AEBz=z(p  ausdrucken.    Es  ist 

r«=  ö«  +  6«  -  2aö  coa<p' , 
und  wenn  ' 

*«  =  fa  +  b)^  ™**  '  ""  **»»nV =^ (*.9) 
gesetzt  wird,  erhält  man 

femer,  da  rcosi/;=acos9'  —  6,  wird 

worin 

a-6 


it'=Vr^^: 


a+&' 


Do^'naik  ds^^idw  mii'  so  erhält  rabn  fördie  Kraft  des  Streines 
auf  das  magnetische  ElenenU  .      .       >  ' 


-*039 
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Dieaes'ktagrtI  ist  ein  «iliplischwr  «tmd  mm  dl^  gvnaMMf 
Bitseicimnng  desMelbeobcifaehilt,  so  wird,  d& 

Dieser  Ausdruck  stellt  die  Wirkune  des  Bogens  FG'^  dar.  Für 
die  Wirkung  des  ganzen  Ringes  erhält  man,  da  dann  die  Inte- 
grale von  9>=0  hi8  ip=7C  genommen  werden  müssen: 


Man  kann  diese  elliptischen  Integrale  auch  noch  leicht  durch 
eine  andere  Variabele  ausdrücken.  Drfickt  man  nämlich  9  und  ip' 
durch  den  Winkel  if;  aus»  so  wird,  -wie  man  leicht  aus  der  Figur 
entnehmen  kann, 

asrn^'rzAsint/;,     rcosi/;=flC08g)'  — 6. 

Hieraus  ergibt   sich   leicht,  wenn  ^=^» 

Jq>'=zl^2lcosip'  +  X^  und  zfa(A,^)  =  l -ilVm^ 
gesetzt  wird: 

(t-|-A:0sina>co8cp  •  A'sin*©— cos% 

Durch  diese  Transformation  wird 

Nimmt  man  dieses  Integral  von  i|i=0  bis  1^=^,  so  erhält  man 
in  dem  vorheq^eiiendeo  Ausdrucke  die  Wirkung  des  Bogens  ES. 
Fflr  die  Wirkung  des  ganzen  Ringes  isl 
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Dfe  her geiMchte Timsfirnnstion 4m elNptiseheDlntefVfll»  »it 
dem  Argumente  9  «ind  dem  Modbf  A  in  eih  anderes  mü  dem  AV« 
Itmente  tf^und  dem  Mddul  l  i»tv  die  Landensche  Substitu« 
tioD,  die  sich  hier  unmittelbar  durch  eine  einfache  geometrische 
Betrachtung  darbietet.  Legen,  wir  jetzt  durch  C  einen  Kreis  und 
suchen  die  Wirkung  des  hindurchgehertden  electrischen  Stromes 
auf  ein  innerhalb  des  Rinkes  befindliches  magnetisches  Tbetl- 
chen,  z.  B.  in  B.  Für  die  Krall,  womit  in  diesem  Falle  der  elec- 
trische  Strom  auf  das  maenetische  Theilchen  wirkt,  findet  man, 
wie  aus  der  Figur  leicbt  ersichtlich. Ist ,  den  Ausdruck: 


PB(p'cosBCA_     rdq>' 


cos(t^— (p*) 


den  wir  Airch  H,  bezeichnen  wbllen.  Mll  Hülfe  des  ebigen  Aus- 
drucks f&r  4p  findet  man  leicbt: 

fi,  =  ^(£(;i,i(;)  +  ;sin^). 

Dieser  Ausdruck  stellt  die  Anziehung  des  Bogen«  CK  auf  B  dar. 
Man  kann  auch  das  vorhergehende  etnptische  Integral  durch  q> 
ausdrücken»  und  man  erhält  leicbt; 


«'=^>/^ 


B  (I +i)  ^»(Ä-,v)^=iiä+i)^^  '''^''""iF V-J^> 


Dies  ist  der  Ausdruck  för  die  Anziehung  des  Bogens   LK,     Für 
den  ganzen  Ring  erhält  man 


Ä,= 

•  1 

o(l+.i)  ,. 

»der  anch 

=|^.^a,'|). 

Setzt  man 

b-- 

=0,  so 

wird 

1 

«»-^^ 

welcher  Ausdruck  bekanntlich  die  ^Wirkung  des  Ringes  der  Tan- 
gentenboussole  euf  die  im  Mittelpunkte  des  Ringes  befiiidlicbe 
Magnetnadel  darstellt. 

Es  ist  leicbt  die  gefundenen  Resultate  durch  Beobachtungen 
SU  prüfen.    Es    liege  der  Ring    io   der   Ebene  des  magnettseneB 
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Bleridtaiis^'die  Abvi^ishuiigvn  der  Magnetnadel  io  A  «nd  B  unter 
der  Giowirkun^  des  Strome  aeiee  u'  und  u)  die  Gröaae  des  fird- 
*: t^  j_^   horteontalen.  Richfaing   T.    ^^  '-*  ^""^^  ''^ 

Ä,==^rtgu,    ß,,=5f*Ttgii' 


u«T  ctfowiTKun^  «es  iscronis  eeieo  u  una  U)  eie  trrosse  aee  cira^ 
magnetiamas  in  der  horiaontalen.  Richfaing  T.  Ea  iat  dann  be- 
kanatiieh 


und  daher: 

Wir  wollen  jetzt  die  Wirkung  eines  elliptischen  Ringes  auf 
ein  magnetisches  Element  bebtimmen.  Zuerst  liege  dieses  Ele- 
ment innerhalb  des  Rinees.  Seien  in  Taf.  Iv.  Fig.  2.  a, 
y  die  Coordinaten  eines  Punktes  P  des  Ringes»  a,  ß  die  des 
magnetischen  Elements  S^  die  halben  Axen  des  Ringes  seien  a 
und  6.  Es  sei  auch  hier,  wie  oben  In  dem  Ausdrucke  för  die 
Grosse  der  Wirkung 


Ä=.>/ 


disintfr 


r  die  Entfernung  PS,  '^  der  Winkel,  den  r  mit  dem  Bogeneie- 
meute  ds  macht.  Nennt  man  /  das  auf  die  Tangente  in 
P  vonl  Mittelpunkte  der  Ellipse  aus  gefällte  Leth:  dann  sind  die 
Cosinusse  der  Winkel»  die  aieses  Loth  mit  den  Axen  der  Ellipse 

macht:  -^/»  p/;  ferner  sind  die  Cosinusse  dei^  Winkel«  die  die 
vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  nach  S  gezogene  Linie  mit  densel- 
ben Axen  bildet: »  *- — ^;  daher  ist 

r  T 

r«=(a-ar)«  +  OJ-»)»; 

Setzt  riiari  ' 

ar=^acos9',     y=:6sin9^; 


also  ist 


•O'-wird 
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Um  dieMn  Aosdrock  auf  eine  einfachere  Fonn  zu  -hringeii,;.««!!« 


a— jr 


r 


=cod^v  ^— ^t=sin^ 


und  setze  die  WerÜie  lur  o:  und  y  iu  lie  Gleichung  der  Eliipae: 

00  erhält  man  zur  BestimmvMg'  von  r  die  in  Bezleh^n^  itt  t  qua- 
dratische Gleichung 

irorin 

-r/   !'  •  .■  •  ^__cos*T|if       sinV '  '•■      ••.•...'  r-..'- 

.'   \j  i_  acoH^  <  '  /fam<^  <  • 

■■  •  •••.•'•/  y  -.•  «^-  g    "    -'■••• 

Aos  dieser  Gleichung  wijrd: 

oder  auch, ^   wenn  '' 

durch  Jf,*  bezefidMiel .  wlr<b  :..* 


,;i    '     .     ! 


rtj:- 


Cm  nun  dies  Integral  durch  ^  auszttdrflcken,    bemerke  Ich V.  Ami 
Theil  MV.  H 
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•A 


(3tO 

1*  —  r«  ■"  r» 

»nd  .(■  .;  •  ■■:  ■)      \ 

..„„..,  :,„...„=l/b?H^*  toi?,-., 

Fflr  die  Wirkung  des  ganzen  fongesmusB  dies  Integral  von  ^^=0 
bis  ^=2^  genommen  werden,  und  in  diesem  Falle  rerschwindet 

^er.  ^Wa,./Ä^..     «s..wird  4iJi«r.  *       t.  :   ■  : . 

0 

Man  kann  verschiedene  Wege  einschlagen,  diesen  Aasdmck  auf 
eine  einfachere  Form  2a  hringen.  Der  folgende  Weg  scheint  am 
einfachsten  zum  Ziele  zu  fiihren.  Um  aber  die  Constanten,  die 
bei  der  Transformation  vorkoi^men,  leichter  geometrisch  deuten 
zu  kSnnen,  lege  ich  zuvSnderftt  durch  den  Punkt  S  eine  Ellipse 
und  Hyperbel,  die  dem  anziehenden  oder  abstossenden  electri- 
sehen  Kinge  confokal  sindv  Die  halben  Axen  desselben  seien 
Ol,  bi  und  n^y  A.2.    Die  Wurzetn  jl  und  il^  der  Gleichung 


o«— i  ^  6»— i 
bestimmen  4ie8«  ^e».    Es  ist  nemlich: 

ai«=««_A.    4,«=6»-i;    «8«=««-!,,    b^~b*rk' 

Ich  b.mi^«  D<tcl|i,  .dsm  X<6  und  Ai  ^^- 

Aas  der  vorbergehenden  Gleichung-  folgt -««idi: 

t 

Legt  man  in  S  an  die  beiden  confokalen  Curven  Tangenten,  no 
sind  die  vom  Mittelpunkte  aus  geföllten  Lothe ,  die  wir  durch  f 
vmApi  J^QKMehnfiti : .  •'  i.  "i  tbiuh  i  ' 
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Sil 


Ferner  iat  noch: 


o= 


Ditf^  Oötffnaäiie  der  'Winkel,  die  das  Loth  2^  mit  t^k  'A^en  ^ 
und  b  mtfdii,  Wenn  diese  durcb  f  und  17  be^efclmet  werden  ^^  äMd: 


I-.?.  ,-^v 


^         ,  ^  ätif  eiirfadker^;'Forni 

ZV  WtAgtn,  'setze  tnartl  ^/^tt)-f  i^  und  VesAmme  if  aol    äiisd  das 
Glied  cr^sinV/cos^  in  Jf,  yerschrnndiÄt,  wödAreh  mW  dfe  Bbdingttf^ 

«rhllt    Dadurch  wird 

bieraas: 

€id«r 

lf,«= A,  ( 1- ^1^  8ioV)=:Ai^*.9)); 

Ich. bemerke  noch,  dass  cosv=£,  sini^=i7  und  9  der  Winkel 
ist,  den  r  mit  dem  I^othe  p  macht  Durch  diese  Sabstitution  wird 
endlich  für  die  Whrl^g  des  Ringef ,  da 

a^A>ir=pliC0S9— p^Ashi^ : 


Viil 

•  •  • 

14» 
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Die  Integrale 


/*co8^8y         , '  Psiu^ipBip 


sind,  wie  bekannt,  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung. 
Liegt  das  magnetische  Etement  im  Mittelpunkte  der  Ellipse. 


so  ist 


«=i^/*"^''=^«*-f'- 


mit  5    in  derselben  confpkalen  Hyperbel  i^elegen    und  der  anzie- 


bende  elliptische  Rin^  derjenige,' dessen  Halbachsen  wir  oben 
durch  Ol  und  6|  bezeichnet  haben.  '  Die  Goordinaten  des  Strom- 
e^l^entejm  iP'  seien  ar'ijr';  die  Coordiqatea  dpn  mgneüschen 
nieitc^^p  iij  S(:  a%  i^^  Für  die  Wirkung  B,  irgiend  eineaJä^gens 
ta^ei^i|^i|r.  aw9^  bi^f4(,Hie  obep:^^^^^  ^     .  ,     . 


worin  os  das  Element  des  Ringes,  /  das  Loth  auf  die  Richtung  von 
di,  und  r/die  E^tfenfuhg  5'/f  bedeutet.  Wenn  bah  ttun  annimmt, 
das^  P'  'mit  P  auf  derselben  conlokalen  Hyperbel  liegt,  so  habe 
Ich  im  3.  Bande  8.  397.  dieses  Archivs  gezeigt,  das« 


"-!.■  A  ; 

a~  «1 

Ol""« 

und 

r::^r,. 

/\ 

1    ,.. 

Hierdurch  wird 

nun 

«*= 

-aibihtp'' 

.«•.-•'  ■'.; 

und 

''  1     ••  •   ;  • 

■     .  !     ' 

j. 

.     '     • 

Ä,= 

M*«i6,  J 

ii)'4 

Da 

nun 

r 
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and 

so  wird«  wenn  weider  iß^=:zip  +  ¥  gesetzt  wird, 
aar       ftf  rcosy 

imd 

Ffir  die  Wirkung  des  ganzen-Ringee  ftllt  der  algebruecbe  Tbeil 
£khe 


des  Integrals  weg,  uod  daher  wird  eodlich 

Mm  k^BUf  die  hier  aefttodenen  Formeln  leicht dvr^dle  gef  öhn- 
ficbe  TangentenbanssoTef  deren;  fting  in  Form  einer  fiuipse:  (gebo- 
gen ist,  prüfen. 


Digitized  by 


Google 


zu 


Um\ 


^.■-  ■"•.")   ■•(■;.'■'  VV-'-v'-> 


^-■-'Vi         V... 


,.\,. 


• ...       '...'-    .v-r  ^''     ->^^ 

Theorie  der  losen  Bolle. 

•'    'I      Vm  4enf-.U.  ■   Im-.i  .  -. "  -' I.il  «••'• 

Herrn  Doctor  ^.  D^ien^er, 

Vontud  der  hSh^r^  BArgencfcole.  wo  ElteÄbeiin. 

S^  Ohf^eäV^Tirf.  V;  Fi|'fO'b(i^fMlMeli»^r>(l9i «ff losen 
Reiter  i^^m'^^iehi  «er  iSilto ' ditoint  ilelli  «äiltätl^llHllgeM^ 
Gewichte;  A,  B  die  Endpunkte  des  Seiles ,  desi^  Lür^  sä» 
sei;  M,  N  die  Berührungspunkte  des  Seils  mit  der  Rolle >  so 
muss,  wenn  die  gezeichnete  Lage  die  des  Gleichgewichts  sein 
soll,  Q»  Q'  die  Spannungen  der  Seilstflcke  AM  und  BN  sind» 
Gleichgewicht  sein  zwischen  Py  Q,  Qf  und  zwar  dauerndes. 
Die  Kraft  P  wird  in  ihrer  Richtung  durch  C  ^ehen ;  verlegt  man 
daher  dorthin  alle  Kräfte,  so  erhält  man  drei  Kräfte:  P,  Q,  (t 
in  C,  und  zwei  Kräftepaare,  Q  (BnUlann  r),  Q'  (Hebelarm  r) ;  also 
muss  zunächst 


Qr=Q!T, 


d.  h. 


0=0^  (I) 

sein,  d.  h.  die  Seilstflcke  AM  und  BN  sind  gleich  gespannt. 

Sollen  ferner  die  Kräfte  P,  Q,  Q  In  C  im  Gleichgewicht 
sein»  so  muss  die  Richtung  von  P  den  Winkel  der  Richtungen 
von  Q  und  Q'  halbiren,  was  offenbar  darauf  herauskommt,  dass 
die  Tangenten  AMy  BN  an  die  Rolle  sich  in  einem  Punkte  D 
schneiden  müssen,  der  auf  der  Vertikalen  CP  liegt.  Ist  also  BG 
horizontal  und  man  verlängert  PC,  so  ist  CH  senkrecht  auf  BG 
und,  w\e  man  leicht  sieht,  nun: 
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•Uo  :•■   Tl.:    •:  ..•..!'>■.) 

d.  h.  .         .  .  ■■   .    .  -.•  •-  ..-.,     , 

Zugleich  ist  DM~DN=Tti(ii^t).    tvdem  Dreieck  ADB  wt, 
weon  AB=ii,  ,      . 

'     *rfiiA  fain(>t-t8f>  ^~ 

'*^~8in(fi+i)—    8in2(|*— 0   * 


li'nult't  n 


Zar  Bestimmü^e  des  Wihkets  fi^^lso  auch  1,  bemerke  mao, 

mjbme88er  1  ist);  \tlixm  dSm^^m^ü^i,  'da  iircM=:i^i|'/^' 
=2f*— &  ist: 

oder  auch: 

Vcnnittelst  die  w  «n^  j^^^ 
gevrichtslage  der  logeo  Rolle  zo  DestimnieD.  Man  zielie  namlrcQ 
AB 9  sodann  darch  ^.  leinei  ü^idzoji^^fiJbe^itinime  den  Winkel  f» 
durch  die  Gieichung  (3)  und  ziehe  Au  so,  dass  BADz:zfi;  ver» 
lid|bre<  i^jtfnrfldnrärts^  biciosief  dieiflbriz^nAale  ki  (Ü  .trtfEl,  bffibire 
BCr  und  ziehe  iffCsäiihrechtlaitrtiTiKwJer  MUte.  JT  vfin,Jfg^w 
so  liegt  der  Hittelpanlct  der  Rolle  ^uf  4i^er  Liqie,  iroraiisffeeietzty 
dass  ausser  der  Schwere  keine'  äiläern  Kräfte  tiilfaie^  Rom' wir- 
ken. Wären  noch  andere  Kpä^^ofhanden,  so  würde  fibrinös 
die  ganze  Entwicklung  gelten »  wenn  nur  BG  senkrecht  aufder 
Richtung  der  Mittelkraft  war«. 
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"  Den  Pankt'^'-selbkt  findet  mäüV  Wem/ niftAmHV'^nd'^lMni 
Punkte  1$  der  Linie  AD  die  SF  senkrecht  auf  AD  zieht,  SF=;r 
macht  und  durch  F  eine  Paratlef^'  'itiit  AD  sieht/  Der  'DuW;h-' 
schnittspunkt  dieser  Linie  nii(  BC  gißht  die .  JUage   des  Punktes 

C  an.  '....-•..•. 

Oebrigens  ist  auch 

__  4/  A«8in«(fi-2g)      2rA:sin(fi--2e) .  sin  (ft— g)  P»  .i    U 

""▼    sin«2(fA--0  sin20*--€)  "*"  co8«(fi— e)' 

'_!___  (4) 

4/"    A*sinV  2rA;sin/i.sin(ft--g)  y*-     '^^^       - 

""  f  «in«2(^— *)  .  sin2(^^£>        +    cos«(^  — «)  ' 

*\ , 

wodurch  die  Lage  von  C  ebenfalls  bestimmt  ist. 

Was  die  Grösse  der  Kräfte  Q  l^etrifft,,  so'lsl  bekanntlich: 

^=S]V-2«n(^-"i)-  (^>  "'' 

In  dem  besondern  Falle,  da         -        '  \  .. 

,.,..;..  ,     *CQ86=;=2r^./   ^,  •,  ^  (6)       .^^..     y^ 

siud  |lie  Seile  AM  und  ^iV  parallel  ;Val6daim  also  Ut'difeV'Poäl^if 
/>  nicht  vorhanden  und  die  vorstehenden  !jSotw^kliingnn  gelten 
laicht    Ip  ,4i®sem   besondern  F^Ue.  findet,  man  49er' l^cht/dai^^ 

Q=^,    BN=:AM+kB\jii,  (7) 

also  ••*'^"''     •^''* 

Jilf = 2 —  — 2-5 — :Tig^ 

Is^;>thr6iid  'triiräkt  Mltie;  der  Linie  ÄW»  IM:;  ••     f'»»*  '^    .  . 

•    '••  ••/'='••  .>=:90;f «,    AirrOft^fe.A   •:    .^  ..'i;.-^    Äi. 

'"''';.-'•'"•  '«•       •       »  '  ^-5     .     '  .1  I  -lili   j''»-.nfi 

^ ''Da  d^sis  'G(bi<Ageti>>ieht  dhbemd  sein  -  soll»   so  ninlnii  io^atkiM 

Füllen 'dte'ftdlie  die  mSglichftt  tiefste  Stellung Un.    :        >         V^ 

'*,i.)^us  4er  ^^leiphuttg  (3)  fplgt,  dkss  'so  ikkke      '  >. 
was  wir  im  Obigen  vorausgesetzt,  auch''  '^ 


f        ...  / 

!  '   •     '1?.  . 
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ist;  denn  BG>JlfJS,  d.  h. 

A;  C0S6  >  2r  siD(fA  —  c) , 
also  (  ^  »*i^V  o    .     '       .     .'.  -      . 

^co6€ — 2r8in(fi  — «)>0;  .  . 

nun  ist  aber  2r(fi— eXa,   also  muss 

^cesg — 2r  sin  ^ft-^g)    *  ^ 

...     !...,    !.....: .?P8(#*-«)  ^^,     :....,  ...      ...... 

d.   b.  .1     >  ^ 

1     ...-    i     •  •        €os<|»^p)^0  oder  f*  — 6<g- 

sein. 

Ffir  den  Fall,   dass  ,^ 

'  \  Äeosr<2r, 

gciitmikidMpQlbeQ.F^nBfdniMwie  «beiJ^  ,ttir.liat>iiier ;       »i  c. 

•it.li'>rLi;-.!     >    I.!       ?   •.  A   ;      ■     .'.  -u'..        '     •  :-^*    •  •      ■  i:t:i 

Man  sieht  also  aus  den  vorstebenden  Entwicklungen,  dassfiir  eine 
bestimmte  Last  P  und  bestimmte  Endpunkte  des  Seils,  Q  mit  von 
a,  d.  b.  von  der  Seillänge  abbängt,  und  sieb  mit  ibr  verändert. 
Setzt  man  in  der  Gleicbung  (3)  fi — e=fo,  so  ergiebt  sich 

Bm  cos'o) 


da      sinoK^cose — Srsinio)  ' 


Da  nun  diese  Grösse  f&r  ico88>2r  positiv,  ftlr  ^cos<<2r  nega- 
tiv ist,  so  folgt  daraus,  dass  im  ersten  Falle  fi  mit  a  wächst  und 
abnimmt,  und  im  zweiten  Falle  das  Gegentbeil  statt  hat. 

Die  Entfernung  HC  des  Mittelpunkts   von   der  Horizontalen 
findet  sich: 


HCz 


cos(f«— s) 


sie  wScbst  also  mit  wachsendem  a  und  nimmt  ab  mit  abnehmen- 
dem a.    Zugleich  ist 
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Google 


So  lange  f*  <  o'  ^^  immer 

8infi>sin(f«^— £)»  also  BH'^^l 

für  -(.•... 

,.=f+|  ist  ÄÄ=|;/ 

auch  sieht  man,   dass  BH  zanimmty    wenn  fi  abnimmt  und  um- 
gekehrt .;    I, 

Lest  man  also  ein  Koordinatensystem  so,  dass  i?  (derhShere 
der  Endpunkte)  der  Anfangspunkt,  B6  die  Richtung  der  positiven 
Axe  der  a:,  eine  Senkrechte  in  B  auf  J^G,  nach  unten  geriditet, 
die  Axe  der  y,  so  sind  die  Koordinaten  ar,  y  von  C: 

-  *      s'Hft  _     Asin^    _        2r'''    '''•'  '    * 

""  2  sin(/A — «)  *    ^. ""  cos(^-^e)      cos  (fi — «) ' 

Eliminirt  man  ^  KwisdMta  dieikto  swei  Gl«t<!!fcun^(Btiv'ii^''«VüMt 
man  die  Gleichung  der  Kurve,   welche  der  Punkt  C  beschreibt)» 


«■•\; 


»  ♦••♦1 

1  '\. 

-    '.^.1 

.>      .. 

.  1     ' .. 

;  V:  "' 

-.mX     .. 

)      •••       ""' 

It>    *}>.^l\}    JTIMI     1,0 

h.lll 

u.v 

W'.  '■ 

■••    ■  ■»   .     i! 

r*.''    «i* 

......  ..1 

i.:i  !  IUI  .  'fnir.Iii.'., 

■i.»'       'r    •• 


:••?  ■  ■'•     ,.  i  '.» 
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:  •    !  li'r-   :   .  ..     »1  •.   :     --.'üh  rm.  ! 

Heller  dlekfirzeiM^Kiitferniuiff  sEweier 

(Nach  Thomas,  aus  den  Nouy.  Anoalea.  Juillet  1^49.)'  '^ 

Von*  dem  ' 

Herrn  Doefov*  J;  ^i©4g'feiri  '•'   i^-»!'»  -  /. 

Vorttend  der  höhei;pi  Q«rffirtcb|||^  |ia  Ettenheim. 

«!  .    Iri'  >r/     iMiM    !    .  /    '        '.  W>  ■>•        !i*'»   '       \-,V.i.     :}    .fi 

Eis  ist  bekanntlich  der  Bo^tfh  etnös  grussten  Kreises  die  k(ir- 
zeste  Linie  auf  der  Kugeloberfläche  zwischen  zwei  Punkten. .  Der^ 
nachfolgende  Beweis  dieses  Satzes  scheint  strenge  zn  lli\\i',  dd' 
z.  B.  der  Legendre*sche  ^^eis^^bon  voraussetzt»  dass  es  eine 
einzige  kürzeste  Linie  sehe,  was 'nicnt  fferFall  ist,  wenn  man  die 
Endpunkte  eines  DurcJimessers  verbindet,  da  alsdann  unendlich 
viele  gleich  kurze  Linien  mOglich  sind.  Der  eigentliche  Beweis 
kommt  darauf  hinaus ,  zu  zeigen ,  dass  ein  Bogen  eines  grossten 
Kreises  zwischen  zwei  Punkten  kleiner  ist,  als  jede  andere  Linie 
zwischen  denselben  Punkten,  die  man  auf  der  Kugeloberfliche 
ziehen  kann. 

Seien  in  Taf.  V.  Fig.  2.  A,  B  die  zwei  Punkte,  AMB  der 
Bogen  des  grossten  Kreises  zwischen  ihnen.  Sei  AJB  eine  an- 
dere Linie  auf  der  Kugel ,  und  man  will  beweisen ,  dass 

AMB  <  AJB. 

Seien  C,  D,  E  Punkte  auf  AJB;  man  ziehe  die  Bogen  grusster 
Kreise  AC,  CD,  DE,  EB,  AD,  AE;  so  ist 

AMB^AE-k^BE 
AE<AD+DE 

AD<AC+CD 
also    AMB<BE+PE+CD  +  AC, 
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Dieser  Satz  gilt»  wie  viele  Punkte  C,  !>..  man  auch  auf  ÄJB 
annehme;  er  gilt  also  auch  noch,  wenn  man  unendlich  viele  an- 
nimmt»  80  dass  sie  unendlich  nahe  bei  einander  liegen. 

Thut  man  diess  aber,    so    ist  die  Summe  aller  Bdgen  BE 

•{-£Z>-f gleich  zu  setzen  der  Linie  AJß;    denn  die  Summe 

der  Bogen  BE+ED-^-,,.,  wird  gleich  sein  der  Summe  der  Seh- 
nen  BE  +  ED-i- >   und  diese  gleich   der  Linie  AJB.    Bfan 

kann  diess  auch  so  ausdrücken: 

Sei  S  die  Summe  der  Bögen  BE-\-ED  + ,  R  die  Summe 

der  Sehnen  BE-^- ED +  ....,  so  wird  der  Unterschied  5— £  immer 
kleiner,  je  grösser  die  Anzahl  der  Bögen  wird.    Ist  also 

"•ä  '  .    .V    ...  S^Rzi:^,  *:•  . 

80  wt^a  1!^  der  Null  sich  unendlich  nähern/  weiin  die  Anzahl  der 
Bögen  ins  Unendliche  wächst.  Gaftz  dasselbe  wird  mit  ß  der  Fall 
sein » ,wenn    , .     , 

AJB^R=ß. 

Aus  diesen  zwei  iGlei<4ungep  (sigU  daffs.; 

AJB—8^ß'-^a,  •    •  • 

d.  h.  AJB — 5  wird  sich  der  Null  mit  wachsender  Anzahl  nähern. 
Da  aber  immer 

.  AMB<,8.    .  ,   .  ..<... 

80  ist  auch 

amb<ajb: 
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Kine  Aufgrabe  ilber  ein  Maxlmiini. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Di  eng  er, 

Voratend  der  höhern  Bürgerschale  so  Ettenheim. 


Die  folgende  Aufgabe  über  ein  Maximum«  die  Herr  Professor 
D  e c  ru  e  au  der  A  c a  d  e  m  i  e  hi  G  e n  f  im  Schuljahr^  IS^Ai  ^eV 
Den  Schülern,  zu  denen  ich  damals  auch  gehörte,  stellte,  habe 
ich  noch  nirgends  ver&ffentlicht  gesehen,  halte  sie  j^edoch  der 
Veröffentlichung  werth ,  incteni  ich  zugleich  die  Auflosung  beifüge. 
Sie  lautet: 

Es  stellen  AHm^  £J(Taf.  V.  Flg^  a)  zwei  HSnser  vor,  weldhe  dsrdh 
eine  Strasse  von  der  Breite  AB  getrennt  sind.  Man  i^ill  den  Balken 
DE  zur  Thüre  BC  hineinbrii^en ;  daxaber  die  Strasse  enge  ist, 
so  sieht  mau  sich  eenöthigt»  uin  an  AG  aufzurichten  uncT  dann 
D  (das  Ende)  an  aer  Wano^^^G  herabgleiten  zu  lassen.  Wenn 
man  nun  die  Breite  AB,  die  Hohe  BC  und  die  Länge  des  .BMt 
kens  DE  kennt,  so  entsteht  die  Frage,  ob  man  den  letztem  zur 
Thüre  hineinbringen  kann?  ,     . 

Es  ist  klar,  dass  de^  Balken  nicht  wird  in  das  Haus  gebracht 
werden  können,  wenn  es  sich  ereignete,  dass,  indem  er  sich  nn 
die  Wand  AD  lehnt  und  in   das  Haus   BJ  hineinreicht,  er' zti- 

§leich  die  Thüre  am  obern  Ende  C  berührt.  Damit  er  somit  in 
as  Haus  hinein  gebi^ao^t  werdeiji  kann ,  miisd  keine  Stellung  mög- 
lich sein  von  d^r  genannten  Art.  Man^  bat  also  als  ^Bedingung 
der  Möglichkeit  des  Hineinbringens  die ,  dass  das  Maximum  der 
Erhebung  des  Balkens  nnter  der  Thüre  kleiner  sei  als  die  B&he 
BC,  oder  allerhöchstens  gleich  BC. 

Sei  nun 

AB—a,  DE^ly  BC—h,  BE=:x,  BR=y\ 
so  ist 
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BE'.ERssEA'.ED.  d.  h.  x:EBss»+a'.l; 
tx 


=^,      ÄB  =  VÄ£«-Ä£«=y=^V/«-(*+o)*. 


Da  nun  das  Maximum  von  y  ^h,  ao  muss  man  zunächst  die- 
ses Maximum  suchen.    Es  ist  aber 

.>■;,' 

(x+o)-»(/«-{o+a:)*)-*K«-Hi)(^-'(«+«)^J<'M*f«)*)-«(«+a)*}. 

. ' ' ' "        i '  ■    "        •     •    '   *•  '  •   ■  <•,  ^ 

Setzt  inaüMreses  gl^icB  Null,  so  ist' 

ix+a){P—(x+a)^]—x{P—(a+x)*)-x{x+o)*=0. 
d.  h.  ,  '        ■    ■ 

a(/«-(a+ar)«)— ar(a+j:)«=0. 

Der  entsprechende  Werth  von  y  ist: 

Dantt  aldo  dar  fiaUficn  In  das  Hats  hineingehe»  ttoss  immer 

.  1 


4.h. 


„...•.        r.  .     .        .-, 


4äer. 


'(-V^)'=*. 
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irebiiiigsaiifflrttbeD  fllr  Schüler. 


V0a  dem  Herrn  Doctor  J.  Di en.ee r,    Vorstand  de^  hohem  BärgerschnU 

tu  Ettenheim.  '  ''' 

• J    i         '  .       .  ■  .         :.,M  • 

fBUiat.dt  __  g— g«  f  l   ,   I 
2)    ht 

die  CdiKcApn^  einer  i^pae^  {^»ß^  ^^^  Punkt  in  der. Ebene  dier 
Ellipse^.  iiD4in^  bcs^icbo^  ,<lie  Graase 

f'\  («-«)"+(^  Vo«-x«  -^  |J)«.8j:  durch  <p(tt,  ß), 

•o  bt  die  mittlere  Entfernang  de«  Punktes  («,  ß)  von  der 
Ellipse  : 

i [<»(«,  ft+? («,-?)  + 9»(^ /J) +  »(-«, -/O]. 

Fflr  den  Fall,    dass    ßssO,    erhilt  man  als  mittlere  JSotfer 
Buog,  weoD  a>«(: 

(  aCa^-MJ^-wi«)  (a^  4-<»(«^'-^*-h«w)  («4  «>  ' 

l  2(o«— *^  •!  .       .    .     J 

1  j  /  a«-&*-2a».f  (a-a)V^g^  j 
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3)  Der  Korper  A  habe  zwei  geradlinige  Bewegangen  nach 
AB  und  AE  (Taf.  V.  Fig.  4.)»  beide  so,  daAs,  wenn  D  und  C  die 
Orte  am  Ende  der  ersten  Sekunde,  B,  £ani  Ende  der  Zeit  t  wären» 

AB—AD.^(i),    AE—AC.^it), 

worin  9(Q  irgend  eine  Funktion  von  i  ist.  Für  diesen  Fall  be« 
wegt  er  sich  auf  der  Diagonale  des  Parallelogramms  ADGC  über 
AD  und  AC  und  zwar  so,  dass,  wenn  G ,  F  die  Orte  am  Ende 
der  ersten  Sekunde  und  der  Zeit  i  sind^  auch 

AF^A£*J9H). 


Von  dem  Herrn  Doctor  E.  W.  Grebe,  Gymnafiall ehrer  xu  Catiel. 

Werden  über  den  drei  Seiten  eines  rechtwinkeligen  t^reiecks 
gleichseitige  Dreiecke  beschrieben,  so  sind  bekanntlich  die  Drei- 
ecke über  den  beiden  Catheten  zi|sammen  genommen  so  g^oss 
als  das  Dreieck  über  der  H^rpotenuse.  Geradlinige  Figuren  aber, 
welche  an  Flächenraum'  gleich  sind,  lassen  sich  auch  immer  in 
Stücke  zerschneiden,  welche  beziehungsweise  congruent  sind. 
Solche  Zerschneidungen,  an  den  (genannten  Dreiecken  vorgenom- 
men, sind  hier  in  den  Figuren^  Taf.  V.  Fig.  5.,  Fig.  6.,  Fig.  7. 
bereits  ausgeführt,  und  es  ^vfrd  Rieben  fi^ststelhing  der  Construc- 
tion  der  Beweis  für  die  Richtigkeit  ^erUngt.  Taf.  V.  Fig.  5.  re- 
prUsentirt  die  Fälle,  in  welchen  die  Differenz  der  beiden  spitzen 
Winkel  des  rechtwinkeligen  Dreiecks  <  30^;  7äf.  V;  Wg.  ö.  *e*i 
Fall,  in  welchem  sie  =:30<»;  und  Tut'  V.  Fig.  7.  di^  'Fälle,:  wb 
dieselbe  >  30^  ist.  In  jeder  Figur  sind  die  entsprechenden  FI&- 
chenstücf^e  mit  derselben  Zahl  bezeichnet. 


:     ....I    ' 


DrückfeiiTeK  J    <•»...,    .  ..     ,i 

Auf  S.  113.  und  S.  12«.  untfeäv^Untts  iiet9»4nfiit  ,,T heil  XIV.'' 
statt  „Thell  XVI.«  ,/      „  j 


'■.   ■■-■■■•■     '^    ■■■■1 
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ITeber  die  nähenmi^weige  ünDlfte- 

luBgr  der  ITerthe  IbesliBiditer 

Inteflrrale* 

Von 

dem    Herao»g»ebfiir# 


f  1    ; 

Bcri  alieii  Anw endnngen  der  Mathematik  kommt  mm  bfiofig 
Hl  den  Fall  9  die  Werthe  bestimmter  Integrale  nähemn^weii^«  er« 
mittein  zu  müssen  f  woför  ich  als  ein  sehr  m  die  Augen  'fAÜendes 
Beispiel  nar  die  Scbiffsbaakiinst  anföhren  mW,  indem,  man  hei 
der  bestimmunsi  der  SchiflfsrSnroe,  der  Schwerpunkte^  der  Stabill- 
tat  und  der  Trägheitsmomente  ^letzterer  namentlich  wegen  des 
8ch1ing6rns  und  Stampfens  der  Schiffe)-,  der  BestimmtfDg  des 
Widerstiindes^  welchen  die  Schiffe  bei  der  Bewegnng' im  Wasser 
eileideiiy  u;  s.  w.  immer  auf  dife  nliliefungswelse  brmittelting  der 
Wcrtbe  bestimmter  Integrale  hmgewiesjen  ist^  Ich  halte  es  daher  Rir 
zvreckmSssig,  diejenigen  Methoden,  welche  imm  nach  meiner  Meinung 
in  der  Praxis  am  vortheilhaftesten  in  Anwendungzu  bringen  hat,  in 
det  vorliegenden  Abhandlung  mit  möglichster  Deutlichkeit  und  in 
ni6^licbst  elementarer  Welse  zo  entwickeln,  ohne  dabei  elnerftllig 
erschöpfend^  und  ganz  «Hgeraeine  Darstellung  dieses  hOchst  wich- 
tigen Gegenstandes  su  erstreben,  indem  icii,  wie  gesagt,  mein 
A^^eim^k  tir  jetzt  hauptoäclilich  auf  die  praktische  Anwendung 
genchftet'babe,  für  welche  es  nach  meiner  Meinung  "weder  noth- 
iTfiildig  noch  zweirkniäsdig  sein  dürfte,  die  DsrsteHnng  bis  zu  voll- 
ständiger'Ailgemeinheit .  zu  erheben.  Wenn  auch  die  vorliegende 
Abhandlungiit)othw!endi«^  roanehes  Biekännte  enthalten  mnss,  so 
ASK&e  doch.  a«eh  manches  Nene  in  ditselben  vorkommen ,  indemf 
z.  B.  das  Prindp  der  nach  meiner  Melnong  namentliell  auch  prak-^ 

Theil  XIV.  Ift 
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tisch  sehr  wichtigen  Correctioasformeln  yon  Stirling  noch  nicht 
so  klar  wie  hier  aufgedeckt  worden  sein  möchte ,  indem  ich  mich 
bemfiht  habe»  einen  ganz  allgemeinen  Beweis  dieser  wichti||en 
Formeln  zu  geben.  Auf  einige  specielle  Anwendungen  werde  ich 
vielleicht  späterhin  zuriickkommen. 


§.2. 

Wir  wollen  also  annehmen,  dass  y  eine  beliebige  Function 
der  unabhängigen  veränderlichen  GrCisse  x  sei ,  und  dass  der  Werth 
^es  bestimmten  Integrals 


/ 


yZx, 


wo  a  iii|d:<i.beka|i|iftiich  die  sogenanoten  Gräliisen  dör  Integration, 
a  die  untere  und  b  die  obere  Graqae,  sind,  durch  Annäherung 
bestimmt  werden  solle.  Hierbei  köf^nen  nun  zwei  Fälle  eintreten, 
jenachdem  nämlich  die  Art  der  Abhängigkeit  der  Function  «f  von 
der  unabhängigen  veränderlichen  GrOsse  x  vollständig;  bekannt 
oder  unbekannt  ist;  und  ^der  letztere  dieser  beiden  Fälle  ist  der- 
jenige, welcher  z.B.  in  der  Schiffsbaukunst  am  Häufigsten,  eigentlich 
nur  allein,  vorkommt.  Mag  nun  aber  der  eine  oder  der  andere 
dieser  beiden  Fälle  vorliegen,  so  wollen  wir  doch  immer  anneh* 
men',  dass  eine  Reihe  zusammenstimmender  oder  einander  ent- 
8(>rechender  Werthe  von  x  und  y  bekannt  oder  gegeben  sei.  Dass 
wir  zu  dieser  Annahme  stets  lierechti^t  sind,  und  nur  die  Art 
und  Weise  verschieden  ist,  wie  man  in  den  beiden  in  Rede  ste* 
henden  Fällen  zu  den,  gewissen  bestimmten  Werthen  der  unab- 
hängigen veränderlichen  Urusse  Xy  welche  natärlich  stets  im  All» 
gemeinen  der  ganz  wiHkührlichen  Annahme  anheim  gestellt  blei- 
pe9 ,  entsprechenden  Werthen  der  Function  y  dieser  veränderlichen 
Grosse  gelangt,  wird  sogleich  erhellen,  und  kann  auf  folgende 
Art  leicht  deutlich  ^macht  werden.  Wem  nänich  zuerst  die 
Art  der  Abhängigkeit  der  Function  y  von  der  veränderlichen 
Grosse  x  vollständig  bekannt,  d.  h.  y  eine  gegebene  Function 
von  X  ist,  so  ist  dadurch  natürlich  sogleich  von  selbst  die  AUig- 
lichkeit  geboten,  die  den  willkuhrlich  angenommenen  Wertiben  von 
X,  welche  man  der  ganzen  Rechnung  zum  Grunde  zu  legen  beab« 
slchtigt,  en^Bprechenden  Werthe  der  Function  y  vermittelst  der 
durch  die  Form  dieser,  ihrer  Abhängigkeit  von  x  nach,  vollständig 
bekannten  Function  unmittelbar  und  ganz  von  selbst  vorgeschrie- 
benen Rechnungsoperationen  zu  berechnen.  Wenn  dagegen  die 
Form  der  von  x  abhängigen  Function  y  nicht  bekannt  ist,  so  wer- 
den doch,  um  das  schon  vorher'  gebrauchte  Beispiel  der 
Schiffsbaukunst  beizubehalten,  x  und  y  jedenfalls  immer 
die  allgemeinei»  analytischen  Symbole  zweier  an  dem 
Scbiffskf»n*er  selbst  sich  v.erfindf»den ,  bi  einer  gewissen 
Abhänirigkeit  von  einander. stehenden  Grössen  «ein,  die  einer  ge- 
nauen MessMi^g  tuit  daaii  geeigneten  Instrumenten  oder  Apparnteo 
unterzogen  werden  kennen;  «an  wird  also:  an  dam  SchtlwkrMrper 
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aUhsi  eMge.  Weitiie  der  ao.  dMtoseihen  sich  irrfenden  und-  dufch 
dcnfteiben'  uliiriiltelbar  daigelegteo,  int  AtlgemeiDen  dwch  das 
Symbol  x  bezeichoeten  Grosse  genau  messen^  ferner  die  an  dem 
Schiffskörper  «it^  ebenfalls  todtndeMlen,  und  dirrchi  denselben 
anmlttelbar  dargelegten,  den  angenommenen  Werthen  von  x 
6nt»(>^cft6mdea  oder  davon  abhängenden  und  durch  diesel- 
ben''bestimmten  Werthe  der  im  AHgeineinen  d^rch  y  bezeichne- 
ten Oru8se  g«h5rig  aulsuchen  und  gleichfalls  einer  genauenfMes* 
sung  unterwerfen  ,>  und  «rird  sieh  also  auf  diese  Weise  auch  in 
dem  Torllegendetf  Falle,  welcher  in  der  That,  wie  schon  bemerkt 
worden  Ist,  derjenise  ist,  welcher  z^B.  itfder  Sehiflbbauknnst  vori^gs- 
weise  and  ejgentiicb  nur  allein  vorkommt,  in  den  Besitz  einer 
Reihe  zusammenstimineader' oder  einander  entsprechender  Werthe 
von  X  und  y  zu  setzen  im  Stande  sein. 


I  Nachdem  hierdurch  gezeigt  worden  ist,  dass  die  beide»  oben 
n&her  bezeichneten  Fälle  im  Wesentlichen  durchaus  nicht  von 
einander  verschieden  sind, .  ddri^^n  Mir  uns  atse  .Immer  berechtigt 
halten,  eine  Reibe  zusammenstimmender  oder  einander  entspre- 
chender Werthe  der  unahhängigeii  vei<Snderliehen  Grösse  at  und 
ihrer  Function  y  als  bekannt  anzunehmen,  und  können  anter  die- 
ser Voraussetzung  nun  das  Princip-,  weiches- der  approximativen 
Integrationsmetbbde,  deren  Entwickelung  den  Gegenstand  dieser 
Abhiaii41ai|g  aiisn^achen  wird«  Uü  AUgemeine«  aunkAnvundA  Hegt,  a«f 
folgende  Art  Ausspveoben»  wei^n  aaieh  weitere. firgänanngen  «nd 
ErläuJ^^rufigen., desselben  im  I^aufe  unsereff  (Jnftersoohang  iS^lbst 
noch  mehrere  vork^iJMn»eii-  werden* 

Dem  Obigen  zufolge  wollen  wir  annehmen,  dass  den  n  gege- 
benen Werthen 

«1»    ^%i   «3»  fl4>'*"«^ 

der  unabhängigen  veränderlichen  Groeee  x  die  gleichfalls  gegebe- 
nen fi  Wertne  *  *'  ' 

der  Function  y  dieser  veränderlichen  Grosse  entsprechen.  Ferner 
wollen  wir  grosserer  Deutlichkeit  oder  vielmehr  Anschaulichkeit 
wegen  uns.  die  n  gegebenen  Werthe  der  unabhängigen  veränder- 
lichen GrOsse  x  als  eben  so  viele-  Abscissen ,  und  die  n  gegebe- 
nen Werthe,  der,  Function  y  als  die  diesen  Abscissen  entsprechen- 
den Ordinäten  d^r  Punkte  einer  Curve  denken ,  deren  Natur, 
wenn  wir  den  Buchstaben  /  wie  gewöhnlich  als  ein  allgemeines 
Functionszeicben  gebrauchen,  im  Allgemeinen  durch  die  Gleichung 

'    -     •    •      ^  y^fix) 

ausgedrfickt  oder  charakterisirt  wird.  Nach  dieser  Vorstellungs- 
weise sind  uns  also  n  Punkte  der  durch  41e  vorstehende  Gleich- 

16» 
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uiig.  charakdefisiiteii  Curve  fftgtMB,  und  ireti»  Vir  dno' doMi 
ciieaie  fk  get^ebenen  Punkte  eine  im.Allgeroeloen  dardi  die  GMdimig 

cJMLrakterisirte  parabolische  Curve  des  (m — lösten  Gf ade«  kindufch 
lege;«,  50  werden  wir  uns  zu  der  Annahme  oerecbUgt.  halten  dür- 
fen ,  dass  diese  parabotiache  Curve  im .  Allgemeiaeo  sich  desto 
^ii^^r  oder  inniger  an  dje.  4urch  die  (Gleichung  ys=/*(a;Vcharakte-. 
rfsirte  Curve  anschliessend  .  oder,  wa$  augensch^aUcJi  dasselbe 
is,t,.da«8  .durch  die  Function  . .  . ,    '    i 

die  Function  y=f(a)  desto  genauer  dargestellt  werden  wird^  je 
mehr  Punkte  die  beiden  Curven  mit  einander  gemein  haben ,  d.  Ii. 
nach  dem  Obigen,  je  mehr  einander  entsprechende  Werthe  von 
X  und  V  als  gegeben  angenommen  oder  zum  Grunde  gelegt  wor- 
den sind.  Da  es  nun  aber  hierbei  natürlich  darauf  ankommt,  die^ 
Qlekhwt  li  i  1 

-  /..|    .  :'»    •■•.*       ,    '        -.  :.•      •  <-.  .   '  .  *      '       • 

der  .durch  die,  7t  gegebeaneii  Punkte,  deren  Coordinaten  nach;  dem 
Obig^u 

'  '  *  . '     '       Hl  9   All   Oif  i^a»   ^2  9  '^3  *  ••••  9  ^n,  An 

äMf  welche  in:  der  diiroh'die  IsleielHing  ffssf(st)  eharaklerisirteit 
(Dor^e  Hegcoyhindiireh'i^ehmden  parabolischen  Carve  ii^enau  ken-' 
lien'au  lernen-;  00  han<lelt  es  sieh,  eben  weil  diese  paraboKiBche 
Curve  durch  die  n  gegebenen  Punkte  gehen  soU ,  offenbar  danim, 
die  Coefifcienten  ,  . 

a^f  «1»  «jB,  ors»<«*ffii»~t 
in  der  aligemeinen  Gleichung 

der  parabolischen  Curve  so  su  bestimmen,  dass  den  n  Glei- 
changen  • 

.  -^i=öü  +  «i«i  +  «afli*  +  «f«i'+-+«»-i«i*""S 
A=^«o  +  «i<'*  +  «a«»'  +  «»fl«'  +  -+«"i*i«a'"""S     , 

u.  s.  w.  * 
welche  in  Bezug  auf  die  nnbekannten  GrAssen 
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rom  OTitni:  .fimd«  aiiid»  geirikldvirdi  Hitans^  sieht 
it  däaä^mf  waso  diese  BestimniüiMr  mit  viilKger  fieetiiimtinAt 
m6fMM  bAu  MI,  IcelnfeBMss  der  iveiei»  Willkfibr  anlieink gestellt 
Uttbt»  m\m  gvoM^inen/die  aeo  Gtad  der  eeauchteik.  parAonsohen 
Ciiire  beetimmeDde  Grosse  m  annehmen  will,  indem  mm  offenbar, 
daoiit  man  immer  gerade  eben  so  viele  Gleichungen  wie  zu  be- 
stimmende wibehahate  9Gr9«aete^06V  i^t»  «i'^'sS*-««'  wMte,  nur 
m:=zn  setzen  kann,  wodurch  man  die  n  Gleichungen  des  ersten 
Grades  '1 '  .■ 

^i  =^  +  «idi  +  c^ai«+  aiai»+ ....  +  a«-iai"^i, 

• .. ,      ..'•'.        •  .  i  ,  ,,jj 
-^=«6  +  «1«!  +  «%««•  +  «sfli'  +    .•  +  «n-iOa^-'i 

^3  =  «0  +  «lOj  +  «108*+  f%aj?  +  .^.  +  ««-lOa"-», 

u.  •  s.    w. 

mit  den  n  unbekannten  GrCssen 

«0»  «1»  «t»  «I  • ...- «n-i 

erUUt»  welche  letzteren  skh  also  mitteilt  dieser  n  Gleichungen 
deB  ersten  Grades  im  Aligemeinen  immer  ohne  Zweideutigkeit 
bestimmen  lassen.  \ 

'-  '  _.;.'.•.  .M     .'    \  V. 

Hat  man  nun  aber  die  Coefficieoten 

^9  «i»  «a>  «i»....««— 1  ,    I 

auf  diese  Weise  bestimmt/ so  wird  im  4 irgendeinen,  wenigstens 
in  dem  Intervalle»  welches\die  ztHn  Crfunde  gelegten  Werthe  der 
unabbängigen  veränderlichen  Grosse  x  umfassen ,  mit  desto  gros- 
serer Genauigkeit,  je  mehr  Werthe  von  x  in  diesem  Intervalle 
xmd  denselben  4Btmi)e<hende. Wrerthe  «i'Qn-^y,  z^m  Grunde)^jgelefft 
vrorden  sind»  öder  je  mehr  Punlcte*in  diesem  Intervalle  die  durcn 
die  Gleichung  y^=if{x)   charakterisirte  Curve  nnd  die  durch  die 

y=a^  +  uis  +  Ofpfl  +  n^afl  +  ....  +  on-iOf^^ 

charakterisirte  parabolis.eh«  pu^^.d^»;  (n-^l)sten  Grades  mit  ein- 
ander gemein  haben,  ^ 

gMetat,  *sier  dli  FnocÜto'  yt4/'(Ar)  .ditfrch  :die  ganze-  natioaidjl 
4dgsli#ai9ci^Finclisn  des  (ii--l)Bteri.  Grades  7    .« 

dargestellt  ifrerden  kSnoen^  . 
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NhuBt  tnaii  imn  die  zum  €Sruade;  gehgten  Waiiho  vte!iei;iii 
dem  Intervalle  Ton  a;=a  bis  jp=b,  «o  wird  iomtImUi  dioMS 
Intervalle  mit  desto  grOseerer  fienaamkeit,  je  tnehr  Wertke.  iveii 
X  und  denselben  entspredieiKle  Wertbe  von  «man- »im  Gmiidie 
gelegt  hat,  ..in; 


'     •  .    I  •:   ...■   I     ••  AI. 


alse  auch 


i 


und  foigli/ch  offenbar  auch. 

d.  I.  •..•.'..■•■•.• 

«  ^'.     .'■  •>   ■  .         f  ...»     ...    . 

=  «^  /    dx  -i-ui  r  xBx+tt^  r  a?«Sa?+...+a«-i  j    i^^'ixl 
also  I 


f^ffix^fm^x 


.'  .f 


I«. 


fesetzt  werden  können,  nnd  hierdurch  folglich  der  gesac^A«i.Weitk 
es  bestimmten  Integrals 


•  I         ■ 


nftherun^siv^ise  gefunden  sein,  Hn  AHgenleiiMi  'Imiker^init  desto 
ffrosserer  Genauigkeit,  je  mehr  Wertbe  von  x  in  dem  durch  die 
iMegHUlonsgrftazen  besthmntea  Inten/«lte  mnd  Mnaeken  .estspie- 
chende  Wertbe  von  ^  bei  der  BestitHmuhgu^kr'iCielitiMitai  4» 
ftp  o^,  flb,....  o»-!^  zum  Grunde  gelegt  worden  sind,  oder  von 
emem  je  bOhereft  Grade  die  durch  idfa  €Mdiohntt|^  •  ^' 
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charaklerisMe  parabvHMhe  Ounr^  ist,  Mdbbe  mmdf  in  'cbm.  id 
Rede  stehenden  Intenralle  mit  der  durch  die  Gleichung  y^:if{x) 
charakterlsnrten  Curre  io  Uebereinstimmung  gebracht  hat. 

Dies  ist  im  AllgemeioeD  das  Princip  der  PiäheAiDgsmethude  zur 
Ermittelung  der  Werthe  bestirointer  Integrale,  -  welche  wir  nun 
weiter  entwickeln  wollen,  indem  wir  jedoch '  vorläufiff  bemerken, 
dass  wir  bei  dieser  Entwickelung  nicht  gans  -^en'  im  Vorhergehen- 
den angegebenen  We^,  welcher  sich  übrigens  allerdings  anch 
einschlagen  Hesse,  verfolgen  werden,  weil  eine  etwas  andere  Ent- 
wickelnngsweise,  wie  wir  sogleich , sehen  werden,  in  mancher 
Rfleksicht  lächter  und  schneller  zum  Zwecke  fährt.  Hier  kam  es 
uns  für  jetzt  nur  darauf  an,  den  Geist  der  Methode  den  Lesern 
im  Allgemeinen  mit  möglichster  Deutlichkeit  vor  die:  Augen  «« 
führen,  und  dazu  schien  uns  der  im  y.orheirgeh^nden  eingeschla- 
gene Weg  der  geeignetste  zu  seiitr    "'    •  :^ 


Es  mag  jetzt  wieder   . 
.     .  «1»  a%»  «8»  04,....«« 


eine  Reihe  von  n  gegoltenen  Werthen  der  unabhängigen  veränder- 
lichen Grosse  Xy  und  ,     .  V.   .  .    .  ^y\ 

I  •  .       ■»!.»   ^9   -«tr  ^t»«»— ilii   )  U    :•,•'  n:    :     '. 

die  Reihe  der  diesen  Werthen  von  x  entsprechenden,'  gleichtkiU 
gegebenen  le  Werthe  der  Function  y  der  veränderlichen  Grösse 
X  sein.  Unter  dieser  Voraussetzung  wollen  wir  uns  nun  die  Auf- 
^be  stellen,  die  Function  y  so  zu  bestimmen,  dass  sie  die  Form 
einer  ganzen  rationalen  algebraischen  Function  des  (n — l}sten 
Grades  von  x  habe  und,  wenn  man  fiir  x  die  Werthe 

^x»  ^«>  ^»  a*»....«« 
in  sie  einführt»  respective  die  Werthe 

■»!>  ^»  -^8»  A^,„..An 

erhalte.  Um  diese  Aufgabe  aber  mit  Leichtigkeit  au£Eutösen,  wol- 
len wir  die  Function  y  nicht  in  der  gewöhnlichen  Form  der  gan- 
zen rationalen  alsebraischen  Functionen  des  (n  — l)sten  Grades 
annehmen,  wie  dies  im  vorhergehenden  Paragraphen  geschehen 
ist,  sondern  wir  wollen,  nach  einem  schon  von  dem  scharfsinni- 
gen englisdien  Mathematiker  Jacob  Stirling  in  seiner  selbst 
letzt  immer  noch  wichtigen  Methodus  differentialis:  sive 
Tractatus  de  summatlone  et  interpolatione  serierum 
infinitarum.  Londinl  1730.  4P.  p.  139.  Prep.  XXIX.  he- 
folgten  sinnreichen  Verfahren,    die  ganze  rationale   algebraische 
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FunetiöD  y  des-  (it*^l)8l)en  Grade»  tin»  ünl^r  doifFon*- 

1  .  •         !   j     ! 


y- 

1  ■    '        •,:-!■ 

+  a,(ar-o,)(af- 

"^ 

+  Ht(a—ai)(x—a^(x—a,)                 ;    . 

U.   8.   W.  ,., 

wo  die  Symbole  !  <-/    . 

3li»  3it»  21g»  «(^^.^.k*«»  ^  .•.-/•). 

Sewisse  von  x  uoabhänffige  CoeflicieDten  bezeichDen»  dargestellt 
eoken,  wobei  zagleicb  auf  der  Stelle  ia  die  Augen  flillt,  dass, 
wenn  man  die  Function  y  unter  dieser  Form  den  Bedingungen 
der  Aufgabe  gemäss  darzustellen  im  Stande  ist,  daraus  dann 
immer  aucb  leicht  die  gewöhnliche  Form  der  ganzen  rationalen 
algebraischen  Functionen  des  (n— l)sten  Grades  abgtlolt«!  werden 
kann. 

Zur  Bestimmung  der  n  von  x  unabhängigen  CoefBcienten 


3li»  3li>  71^9  3(4,....2(ii 


.   I 


T      .      .    .    i-       , 


liefern  uns  aber  die  Bedbgungen  der  Aufgabe  unmittelbar  die 
folgenden  Gleichungen:  ... 


■J^   7     ^    .1 


,    .  "MÜjt'ii  , 


.  .,  ,      ,.      , 


M«    .  t  ..      . 
Ol     . 


:   ^    •!  •!•• 

•«.'  /   ir  »J 

•   .    '  '      ,'i 

.1    '  1 ! ."  • ; 

}.:■!     ir  • 

)      t      •■      i '» 
..      i,       .'.' 

••  1  ,;   . 

'  /     .  II  ), 

...ji  '.Mt.. 
1    1 . 

»     ■» 

1.     t     «  i; 

1  ■•.•     'V  l. 
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II     II     II     II 
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+  +  +  • 

i-fe'if' 

+  +  - 

1^ 


l-.:±l>.. 


S>         A. 


I 

'^    i 
I    ^ 

+ 


I 
l 


i 

e 


1^ 

a 

ig 

BS 


lg  ft 


CB  BT 

•ns 
»• 

trS- 
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CD  O« 


II 


•f 
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I. 

B      + 

I    f 

O       I 
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>»  -«  .^  l< 

+  +.+ 

JP  *  ."' 

,1  f 


<:,>  f't-^-^1-§' 


1* 


OB 


s 


ß 

o 


0 

9 


.0 


'       iL 


D3 


09 


•   1 

5' 


1 "  i 
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.  tfaMpHdren  wir  diese  GMcfcongeo  nach  ^er.  R^ihe  mit  den 
BvSchen 

• 1 


(«•-«i)  (««—«»)  (fla—<4)  (a«-öft)—(«»—«*) ' 

1 

^  («8— «r)  («3— ö«)(a»  — 0*)  ^fl»— a»)....(ag— ötK 

, 1 ': 

(«4— «i)  (örr-fli)(a4— öfc)  (tf^-a5)...(i«4-at) ' 

D.    ••  W, 

1. ^__ 

und  addiTeA'.die  4adarcii  nacb  einigen  ganz  leicbten  Reductioneo 
entstehenden  GieiehuDgen  ä^u  einUnder^  so  erhalten  wir  swischen 
den  CoefBcienten    ' 

\   %»  2fe,  Ks»  H^f Tlk 

die  folgende  Gkiclinngj      r 

'     -;         A  : 

(ai  -Oi)  (fli— o,)  (Ol  -0*)  («^  -Oft) ....  («h— «d 

(«t-«i)(fl«*-a*)  (fla— «?»)  («t— ^)-...  («t— «*) 

J, 

(«8— öi)(^— «a)(^--^(fl»— «•)----(o8---«*) 

(«4— %)(a;Ä"0«)(ö*— a,)(4i— a5)....(a4— at) 

U.  8.  W. 

^  (aic--<%)(iiib---aB)(air-a8)(ajk--a«)...(aft--ajk^) 
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. iJ . 

=  \    .  (atn-^i)  (ö*  -<%i)  («t— «*)  (^•— oft)  -(«a— «*)/  ^i 

'  ' '  •  *■  (tf4-to^)  (a4--^Ä4)(tf4-i«i) 0*4*^115)  .i;(tf4-3i 

^  »U.\^k.W,     .-.  ,        -•  \^ 

<    *  ^}\'  ^1    M«.  i.>*..      I m  t.i   !    ■  ..in    .**■♦«    -■.  n     8      ll^  "L     t|  ■■'*■'»      \i   f 

\      (at:r^»i)(«»— fli)fcair-aj)(«jr-ra*)v(«*— «M)/ 


4^ 


\ 


<«!—«»)  (««1— O4)  («»-«»)-(«•—«) 

l     («8—0«)  CöÄ— a4>f<»a  —  «ft)  -  (^ — «*) 

j.  -•'■-  -  '■     I 

.•HJ..  «k-..iT. 
^J_^ 

,  — 04)  (O,  — Oj)...  (fls  —  «*)J 

•1 

j  B.  «.  W. 

L____i , 

(oft— fla)(o*— *4)  •—  (aft—aft-i)  / 
(04— aa)i..(a4 — a»)! 

f   __jL__\ 

.^  («Hi-Tai),.,(fllr-öft->)3  -  V  /   , 

Q.   S*  W.  j  Q«   S«   W. 

:"...f......  -1. 


!l::. 


■)-   ""U-t 


oh-f—at 


3U-t 


+  2*. 


1.1 
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TS» 


WeoD  man  nun  oach  einer  ai»  deo  Anfangsgründen  der  Inte, 
ffralrechaung  allgemein  bekannten  Methode  (^.  9.  s.  B.  meinen 
Leitfaden  fflr  den  ersten  'ÜofterHcbt  in  der  höbern 
Anaiyal«.  Leipzig.  1838.  S.  150.  $.  140  d>«  gebr^cltene  ratio- 
nale atgeJ^raieciia  Function 

/\ U^ ^' 

In  eogenalii^te  einfaphe  oder  Partialbr^cbe.  mit  deiv.r^eniiem 

zerlegt,    so-erblUt  man  nach  der  erwähnten  Methode  als  Zähler 
dieser  Brache  unmittelbar  die  folgenden  GrOssent 

i 

.^1    .        .^       .  ,        } 

(«1—«^  («l— *^) («Y^ö^)  («5-«^6)  "C«!---«!)  * 

-..ü.: ui J^ii uJl. i:-')\r'    -.■"■•      1    , 

>'  («»— «1)  («a-oi)  («ar-«4)  («»—«*)  ••  («a— «%*)  1 

U.     S.      SV* 

und  es  ist  folglich 

'  .  • 

'1        >' ;i  •"  '\.^^    ■•  )  ' 

(u— «i)(ic— <%)(ic— a^)(jP«— «4)(tt— o^)...(ti-a^) 

(«1— «a)(«I— «8)(«l-^(«l?Trfl^ ...  («i  -%i)  («—«1) 

/        k        ,  \     

(«3— «1)  («i— «i)  («3—  «^(«s— «ft)  •:•  («I — «A«)  (««—«•) 

j.  I  -^  -;^-^'     /  . 

(ff#--«l)(a4-«^)(*f4-«i;(«4"«5j[-i.  (»4-«A*) (»— «^ 


j':  j      u.  8.  w. 
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3«1 

also,  wie  mao  hieraus  soglekb  ifcbVi^M);  • 


0  = 

+ 
+ 


Jl 

(a,-tt)(ai-*aa)(«i-r«3)(«|— «4>(«i-r«s)-.(«i— ft/u) 

, 1 

a.    s.    H-. 
1 

odei'y.  w^nn  man  grusserer  Symmetrie  wegen  statt  des  Symbols 
11  das  Symbol  o  in  diese  Gleichung  einführt: 


0= 


(« — ai)  (« — ce^)  («—<%)  (« — «4) ...  (« — «iu) 


JL.^ 


"*■  («,— «)(flfa— «j)(fl(2— «3)(aa— oJ..(a,-«^) 


u.  s.  w. 

Wendet  man  den  in  dieser  allgemeinen  Gleichung  ausgespro- 
chenen Satz  auf  die  zwischen  denGoefRcienten' 

Sefuodene  Gleichung  an,   so  fallt  auf  der  Stelle   in  die   Augen, 
ass  die  Grossen,  in  welche  in  dieser  Gleichung  die  Coeflficienten 
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%»  «ll»  m$9   3t4»>«>ll*  I 

multipliclrt  sind ,  sftmmtricb  verschvrinden ,  6o  dass  sich  also  ans 
dieser  GleichuDg  tut  den  allffemeiDen  CoefficieoteD  31^  der  fol- 
gende ganz  independente  AttSd^uck  ergiebt:     '  *■' 

4i 


»*= 


(o,— a^(ai— cr,)(«i--a«)(a,— a4)...(a|— «t) 


+ 4i 

^  (a^-^i)(fla— a3)(or-a»)(fl2— oft)  ...(«»—«*)     . 
. fia 

.    ^4 

U.      8.       W. 

'      A 

"*"  (tffc— iii)(afc-<i^(at-rii5)(a» — flj,^«*-^«k*-i)        ' 

.  Der  Wertli  von  Zi  kann  aus  dieser  allgemeiDen  Formel  nicht 
abseleitet  werden;  aus  dem  Obigen  ergieni  sich  aber  ganz  Ton 
selbst,  dass  immer 

ist. 

Führt  man  die  hieraus  sich  "ergebeodeD  ganz  independenten 
Ausdrücke  von  t  •     ,      ' 

in  die  oben  zum  Grunde  gelegte  Gleichung 
+  2I4  (J>— Ol)  (a?—a,)  (ar—a,) 

U.   S.    VF. 

+  2t«(a:— <ij(ar— ia,)(*-^ae).-  («r«»-i)  .  '..  .    . 

ein,  so  erhält  man  aucb  einen  vollständig  entvi ickelten ,  ganz  in* 
dependenten  Ausdruck  für  die  gesuchte  ganze  rationale  algebrai- 
sche Function  des  (n — l)sten  Grades  v  von  x,         ,  ,     . 
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319 


§.  5. 


Man  kaDn  aber,  wie  wir  }et<t  zeigen  fTolIeQ,  die  ganze  ratio- 
nale algebraische  Function  des  '(n— l)6ten  Ch'ades  y  von  x  noch 
auf  einen  yon  dem  aus  dem  Vorhergehenden  sich  ergebeoden  ver^ 
schiedenen,  viel  einfacheren  Ausdruck  bringen.  Um  jedoch  nicht 
zu  weitläufig  zu  werden,  wollen  wir  diesen  Ausdruck  nur  iÜr  n=5 
entwickeln,  werden  aber  die  Rechnung  so  Kuhren,  dass  die  All- 
gemeinheit der  Methode  aus  derselben  ganz  von  selbst  erhellet 

Für  n=6  ist  nämlich  < 

+  a,(ar— a,)   ;  , 

+  2l,(a?— «,)(4P-«,) 

+  215(0:— ffi)(ar—«,)(j:— 03)  (o:— «<) , 
ond  Tolglich,  wenn  man  für 

die  aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen  sich  ergebenden  Aus- 
drücke dieser  Coedicienten  einfährt: 


'^  «,-«1' 


(Ol— a,)  (a,— o.)  J 
A,  \ 
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+ 


240 

A^ 


7,  («1— ai)(aa— aa)(aa-a4)J 
^ 


•■    ■  A, 

(«i—««)<«i— «»)(«! —A4)  (Ol -<**); 

A 

+  ^+  ; TT T? w xW^— «i)(*^ö«)(*-fls)(*^«4)- 

"^^  (03-ai)(£i8-a,)(a3-a4)(a.-fl5)p        *'^        »'^        ''"^ 

^4 


+ 


(«4— öi;(a4— «0  («4— a3)(ß4-— «6)1 


i      («6— fli)  («ö— ««)  («6— «s)  («5—04)/ 

Ordnet  man  nun  diesen  Ausdruck  nacli  ^ 

^1»  -^tf   f^*.*   *"#»  "^6  5 

so  ist  Ai  in  die  folgende  Grttose  multipliclrt: 

a:— Ol       (JT— ai)(jr— «a)    ,   (jr  — ffi)(a:-o,)(x-a  ) 
^  ■**  öl— fl«  "*■  (fli—a«)  (fli— ai)  "*"  (ai— aO  (fli— a,)  (oi  r-a J 

(x  — qi)(jr--as)(a?  — ttaX^r— «4) 
*^  («I— a9)(a,^  — €c»)  (fli— «4)  (Ol— iift) 

_  a?  — fl«       (a;  — qi)(a?— fla)      (j?~fli)(j;r-ttO(ar--it,) 
fli— «9  "*■  («1— oO  (fli-tf,)      "(Ol— a«)(aiT-aü)(fli--a4) 

,  (j?— Ol)  (y— g«)  (a?— tt»)(a;-a4) 
(oiT-a2)(fl*  -«,)  (ai-«4)(fl 


-«4)(ai— a»l 


(ar— aa)(ar->a,)       (jr~gi)(>g— q»)(^  — «  )  | 

■  (fli— a«)  («1— a»)  ^  (öl— at)(fli-r-«<i)  (fli^-aj 

(a?  — ai)(a?-flO(a?-«.0(ar^cj 
"^  (Ol— «0  («1— «3)  («1-04)  («1— «5) 
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ut 

(fli-«t)(öi-^)(«i— «4)  •    • 

(oi— fl«)(ai— C8)(%i-#l4)(«l-^^)      «; 

Ferner  bt  A^  In  die  folgende  GrSsse  muitfpHcTrt: 
«•—«1  "*"  («»— «iXöt— «i)       («a— «iX«!— «a)(«»— ««4) 

(tfsr-«i)  (««-«»)  (««-«4)  (^ir-«6) 
s  fa-" «i)  (^— q>)  (j? — 04) 

(«1— «i)(a»— a,)(a«—a4)(a«-^äJ 

'  (at— Ol)  («1— ai)(a  --•öiXa«— a^)  ' 

AuffthnUcbe  Art  ist  A^  in  die  folgende  GrSase  nraltipHcirt: 

k  < 

.       •        .  L   .    '. 


■(«»-ai)(«,-at)(«3-g4)(aa-«5) 


\ 


(«i— <%)  (%•*%)  («S--04) 

■  (a?-rg|)(ar-i%)(ar— fla)(^— «4)  , 

(«8— <<i)(«8— %)  («•— «4)  («»—«5) 

^  (ar  —  Ol)  (x^  Ha) (ar  ^ «4) (ar — Oa)  ^ 

•  (%— «iXög— aa)(fl3~Ö4)(«8— ^5>  * 

£beo  so  ist  A^  in   die  folgende  Griiese  multiplicirt: 
Th«il  XIV.  1« 
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(«4— «l)  («4— O»)  (fl4--fl») 

(«4— «l)  («4-0»)  {«4-As)  («4-«i) 

.     (ar— ai)(ar-a«)  (j?-^€ig)(a?-^<i5) 
(ff4-«i)  (o*— oj)  (at  -^  a,)  (a*— Oft) ' 

Endlich  iat  ^6  in  die  GrSa^e 


(«4— ff,)  (fl6— öt)  («ft—fl»)  («5-Ö4; 


multipUcirt 
Also  Ut 


*  (»1  -<%)  («1  -^  «s)  («1— «4)(Oi— «5)      * 

(a«-öi)  (««— «s)  (««— «4)  (ö«— oft)  "^ 

(ffs  -  öl)  (09—02)  (03— «4)  («s-ff»)    ' 

(ar-gi)(;c^ga)(4r--g3)  (J^— flj  j 
'■'  (g4— ffi)  (a4— g»)  (04—03)  (04 —oj    ^ 

(ar—gt)(ar^ga)(jr-fl,)(ar— gj^^     '. 

(Oft— gl)  (Oft— g»)  (gft--g8)  (Oft— «4)     *  * 

•    •    •'  '         '  .  '«•!.♦■•'     1       ' 

Das8  diese  Rechnung  in  jedem  andern  Falle  auf  ganz  ähn- 
liche Art  anseeßihrt  werden  kann,  erhellet  anf  der  Stelle ,  und 
es  Ist  daher  aOgemein  für  jedes  n:  i>      «    ' .-       * 

(g--o>)(^-03)(arf^g4)(ar-^gft),...  (ar— g«) 
^      (g|— ga)(ai— g,)(gi— gt)(ai— gft).A.(gr-g»)    * 

.    (a?— •gO(j:-~gs)(a?— g4) («  - g^) ..^{xr^On)  . 
^  (o»-Oi)  (oi-os)  («»— <»4)  (o«--a»)  .,•  (^'r-S)    • 

(jr— g|)(jr— <ya)(a?'-04)(a:--g>).M>(g— <»ii)j 
(o»--Oi)(«»— Ö2)(«»'--«4)(o»-^»)--(«»— Oh)'  • 

(a? - /yi)(j?— <ra)(^— <yt) (g— o>)...(ar—  o«)  . 
^  (04— Oi)(o4-^a)(o4--«s)(«4--o»)...(04-^)    • 
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(flu— «i)  (a»— 02)  (««—Hl,)  (o»— tti)  ...(o*— €i»-i)    • ' 

•     DelM^tfjhtüMIt'biM^li  amf  ilef^iStelle  In  dM  Aagen^  dM»>dM« 

^dittgtftf|j^ii  uiistfrk  Atal^ab«  vMM(lndl^'g«nAgt»  ind6m 'dte^dMif 
affdobtefg  ♦täim  vnMi'far  <r^dto  W^rtbe  -  •■  •     '•"'' 

/»•.  *     .  t     •  .'"•')      >•.',%     .<'     .h  '1  .  i     IS      (      hii  :     \t 

'•..,»     ,".'  '••  •..*  '  I-,     ;    !•  '  ,'  •     ;      •:  >  M     1    •      t.    'i.t!*  »{'i'j 

,;,..,,.  ,«*'..<»«»  <»?.i  «V.rf«  .    ■'..;  1..IT 

/>::.•.'.     ,    .      ..  ..;...!.,.  ". . .:    .    "...    sj .iU. 

setzt,  tespectite  die  Wertbe'»'  <•  t^*  I   •  ;.-  ti  .ioi-  .'  i  <  -!i 

•"1*  ■««*  '^»*   A^j**>An 

erhilt,  wie  eefordert  wurde.  Die''  obige  Betrachtung  aber  zeigt, 
wie  man  zu  aieser  merkwürdigen  Formel ,  welche  man  nach  ihrem 
Erfinder,  dem  berflhmten  Lagrange,  die  Laerange'scfae  In- 
terpol ation0formt(-«kp..a«nMni.pfl€^J  Mibtänrcli  JSitfattJson- 
dern  mittelst  einer  methodischen  analytischen  Entwickelang  gelan- 
gen kann. 

Dass  es  überhaupt  nicht  zwei  verschiedene,  die  Bedingungen 
unserer  Aufgabe  erfüllende  ganze  tationale  algebraische  Functio« 
oen  des  (n  — l)sten  Grades  geben  kann,  und  daher  die  obieen 
mk  der' Ponn'> nach  versebiedenen  Fvo^tienen  die  einzigen' «iMv 
TN4frh<i 'nMfsers^'  Auf^abd  auflösen.  Iftsst  steh  leiobt  atff  folg^eiid^ 
Ait^'zel^eii/  Qßk%m  es«  «Smtieh  zwei* die  Bedf^hgef»  Ms^er  Att^ 
gftbe  '▼«llstftttdig  erfMIesde  gam^-  reHonafte  algebmisdbe'^F^DOlle^ 
nen  des  (n — ])sten  Grades  y  und  F,  so  würden  diese  FülMtibnM^ 
wenn  man  für  x  die  nWerthe 


•.> 


Cj,   aa,   Ot,   a«,....!!«, 

welche  natürlich  unter  einander  sämmtlicb  ungleicbi  angeilolMüiil 
werden,  setzte,  beide  die  gleichen  Wertbe    • 

ii| ,  Ä^ ,  Äi ,  Aa  ,  .•••  An 

erhalten ,  und  die  Qiflefferiz  'V^T  IwSrd^  Mo  verschwinden ,  wenn 
man  (är  x  nach  und  nach  die  n  sämmtlicb  unter  einander  unglei- 
chen Wertbe 


setzte.  Daher  würde  nach  einem  bekannten  Satze  der  Theorie 
der  ganzen  rationalen  algebrailschen  Functionen  oder  der  Theorie 
der  Gleichungen  die  Differenz  y—  F,  welche  offenbar  im  Allge- 
meinen eine  ganzem  ratipnsJefalgsbtbfsch^  Function  von  einem  den 
(n— 1)sten  nicht  liibersteigenaen  Gilade  ist ,'  durch  das  Product 

16* 
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ffelches  offenbar  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des 
miau  Giades  ist«  ohne  Rest  theilhar  seia»  yyn»  j^jUtaMis^ ;eine 
Ungerelnitheit  ist,  die  nur  dadurch  beseitigt :  wcirdea  iuMia»  -«iliss 
man  sich  zn  der  Anoalmie  bequemt»  dßss  4ie  QiSi^ea»:«TiT-^ 
der  Null  identisch  gleich ,  oder  dass  für  jc|d^  a:  4i«  Fii^CMQiiSO 
jf  und  Y  einander  gleich,  d.  h.  dass  diese  beiden  Functionen 
flberhaupt  gar  nicht  von  einander  verschieden,  und  daher  in  der 
That  beide  nur  eine  und  dieselbe  FunötSon  sind,  was  eben  die 
oben  von  uns  ausgesprochene  Behauptung  war,  deren  Richtigkeit 
hierdurch  vollständig  bewiesen  ist.  "   '       .',-<•.' 


J.  5. 
Vm  den  Werth  des  bestimmten  Integrals 


/> 


ajUienings weise  zu  ermitteln,  wollen  wir  das  Intervall- oder  die 
Differenz  6 — o,  die  der  Kfirze  wegen  durch  0  beseiehnet  uMr- 
den  mag,  in  h— 1  gleiche  Theile.  eintheilea ,  und  wollen  Im  .Vier- 
haiseheadeo,  indem  wir  aicbt  ausser  Acht  lausen,  dasd  die  Kür- 
her  dnrcb  .      .  >. 

«1#  «»»  «3>  04, ....Ob 

bezeichneten  GrOssen  innerhalb  des  in  Rede  stehenden  Intervalls 
Uagea..iiifissea;  •  «..(■!.' 

.  .   '   j  '  '.'  '^\ .        ,..-..« ''itji 

fli  =  a  =:a, 

...  j' 

«6  —  n  Ä  *    © 


I   .   .if 


n.    s.'   w. 
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oder^   wenn  der  Kurse  wegen  noch  S  flir    _|  gescbrleben  wird« 

«1=«, 

n.  «.  w.  .  .  'i.  ':. 

Mixen. 

Ein  allgemeinen  Glied  rön  y  iet  nach  detn  vorhergebenden 
Paragraphen: 

Der  Nenner  dieses  allgemeinen  Gliedes  ist  unter  der  so  cfben  ge- 
machten Voraassetznng  rficksichtfich  der  Grossen  ai,  o«,  a%g  a«» 
....Ou  offenbar: 

=(— l)«-/*,1.2.3.,0ir-l).1.2.3..(n— ^).B— 1; 
der  Zihl^f .a^r.  ist,  wenn 

gesetzt  wird: 

ii(ii~15)(ifr-2i5)..(ii— 0i-2)c5)(if--fi5)--(i^(n-.I)ö). 
Also  ist  das  otiige  allgemeine  Glied  von  jf : 

Weil    mm  8d;^dtt  und  flIr   «=a,    «=6  r^speetive .  «=0, 
u^b — a^m  Ut,  so  ist«  wenn  wfe  der  Kfine  wegen 

(-1)-" 
*"""  1.2Ä.(f*-.l).1.2A..(n— f») 
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und  (.         ,         ,  ... 

w(M-15)(if-^2o)..(«~(|*-^2)S)(tf--ff5).,(fiH;»»— 1)0)3^ 
setzen  9  das  allgemeine  Glied  .t4ib ;  -  -   -^ 

offenbaf  .//  .-    ii 

•  :'.»>.  •  '  •• 

t«(ti— lo)  (if — 25) .,  (ii— (fir— 2)5)  (ti— fiO) ..  (ti— (n— 1)3) 

.    ■  '•■;  ■  ■•  f      ..^-T'-(tf-r-i>  ■:    ■..,:;.■;;,_....•'-..■•. 

also,  wenn  man  '•    ''  '  ' 

•'     •'.'.  -..;-.!;.l.  ,..i:.'.-.l."    «(1--);:=: 

s«tzt: 

M(«-l«S)(M-25)..(iMM-2)5)(«t-^0).,(*i-H(<»^l)^      ^ 
_         (n-l)t>((«-l)»>-l)((n-lJi>-2)..((tt-^l)pWii-l)). 

-<"■  („U)rl(^-i) • 

nad  weil  onn  dtf=codp   und  fär  tc^O,    ti=soi  reapeclive  e=:d, 
v=l  ii^j^o  ist,  wenn  der  Küxze  wegep  .  , 

o 

gqpicita^ \vira,  o^eabar  ..    ,    ^     .,  j:    !  '   '^^ — 

Also  ist  na«b49in  .Obigefi  To»  .  ;  o<  .«.-..     .  ,»     ö-.i- 
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das  ■llgMWim  Glied: 

Setsen  wir  jetzt  feroer 


.  t 


M  bt 


und 


>— 1=»»   »=5-(»  +  l); 


(«-i>-2=ö!=l)2+^!::l), 

a.    fl.    w. 


i  ■  • 


a 

Wenn  also  n  gerade  iat,  so  ist 

(n-l)»((ii-l)i>-l)((«--l)t)-2)..((ft-l)w-('«— t))    '    ' 

(»-l)ic+(«-l)  (n-l)«p-Kn-3)  (i>-l)to+(i»-&)     (i»--l)«o-H 
= ^  5  2  2 

(»— !)«-(»— l)  («—l)«^»»-3)  («-l)»-<n—t9  (•— I>ic-.l 

X 5 • 2 a  ^     '^"^   '8      " 

=  ^  ((»-i)%M»»-t)"^((«-l)^«M«-8)^'((»»-i)V.^i«) ; 


<i  -. 


• 

n  ttngetade  tet^  so  M 
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(»— l)r((n-l)«— l)((n— !>— 2)„((»i-^l)»-(ji»-»»    '  • 

_  (»-l)«+(n—l)  («— t)w+(n-3)  («-*-l)«»+(«-8)  (n-lyw+2  (n-l)w 

2    — • — 2 2 r      .2 

^^(n— !)«>-(«— 1)  (n~l)«>-(»-3)  (»-!)«>— (n-6)  (»— l)tP— 8 

X       2       •. '  •   ■^' •  — r-j- sr 

=  ^((»»-l)*«'*--(«-l^((«--l)«icM«-3)«)~((«-l)«ic"-2^«-.l)«^. 

Setzen  wir  folglich  der  fe^fir^te  wegen,  jenadideM  h  gerade  oder 
migerade  ist: 

!((»-l)««>'-(»-^l)'«)((n-l)V.'-(«-:t)^..)((»-.l)«i»*-l«) 
(«-i)y-(fi-2,»+i)« 
((w-l)«ii>»--(«-l)^((«-l)*«e*-(«*8f).-((n-l)*«>«-2«)(ti-l)iP 
(n-l)«ip»-(ii-2^+l)»  ' 

«o  iet  offenbar 

(»— !){)((»— 1)o-'l)((w—l)r-2)..((«-<l)p— (»-!)) 
(»-l)r-a»-l) 

=  -s^  an-I)«»-(ii-?^+l))  WV ; 

und  weil  doii  dvss^Stc  und  flir  «=0,   o=l  respectire  te^Ä— 1, 
«o^-f  1  bt,  fio  ist  nach  dem  Obigen  offenbar 

r^=  ~y  ■*■ '  ((«^i)ie-(it-2^+i))  w^a«» . 

Also  ist  das  jaligeniein^  vGlied  Ten 

nach  dem  Obigen:  ..  •  .  X 


Die  beiden  Fälle,  wenn  ^(£=1  nod  fftcctifiisty'mfissear^  wo^v 
leicht  die  ^othwendigkeit  aus  dem  Vorhergebenden  von  selbst 
erhellen  wird,  nun  noch  besonders  betrachtet  werden* 
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Das  erste  CIBe4ive»;y  ist  oa^kaesivrarlieigehendeii  Pars- 
graphsD 

(«1— at)(ai-a,)(aiT-a4)(ai— i^5).-(aA— <i«)    "^^ 


Der  Neoner  dieses  Gliedes  Ist 


j,.     .    I. 


—15. — 2ö.  — 3ö.— 4o ... — (n— 1^  o 
-(— I)»-i.l.i.3^;(^-ll)cj«^i;' 

und  der  Zähler  ist,  tTens  wieder 

■  \    ^?    '-.•    "•»=^Ti«  '  -^        :    ••,,.^^^ 
gesetst  wird: 

'       (Ä— lB)(u--aR5)(»--8S)..(»--(ji— l)ö)       ^   '  ] 

Also  bt  das  okigt  erste  (fVed  vofi  y;  ..  > 

Weil  Don  dx^Bu  and'  !&»>«:  a>  ^=6   respeetire    »=0, 
iis=6 — OS  »ist,  so  bt,  wenn  der  Kürze  wegen  .     , 

*»-1.3a..<ii— 1) 
und 

:;■■:■.»  •.;<:•. ..... 

r,  =y*%-lS)  (»;r2^(l«r?5)  ..  (»-(«-1)0)31» 


gesetzt  wird,  das  erste  Glied  ybo 


Jj.  1    1      •  '/    •'•»■  .      :,;  .Uli  'j  i  •»^•;i;  i 

.\<i    ti'*.  ;;••!  f» 


/> 


olenbar 

i.     ...» —   ..     ..■•»-'»     '    V        ■^  "^.  N        '».il'ii»    -     -..^ 


];-• 


I, 


Nan  bt  aber,  >yie  mao  leicht  9ndet 


». '  • 
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(•i^liK>>(ifw^SS^(ti«t-3S).4i(«»^(»^]^iS)- ' 

€3 

also,  wenn  man 

^     •,....     .      ..   •..      :_     ..I. 

=-:s(»7-l)e,    ii=(nr-l)«t>p.«iw 

setzt:  ... 

(«— 15)  (m-25)  {«—33)..  («—(«— 1)5) 
_  =.._,  (»t-l)r((w^l)t>-l)((n^l)i)-2)..((«-l)c-(n-l)) 
~  :  (H^Ii);? ' — ~7~' . 

und  weil  nun  du^.aSif  U94  ffir^«=^0,„.»=(v  mpective  v=J),  v=I 
ist,  so  ist,  wenn  der  Kürze  wegen 

r  _  /**  («-l)r((.>-i)t»^IX(ii^Ü)»^:^((>t>-<)»->-^»^<)>-i 

gesetzt  wird,  offenbar         ' 

Also  ist  nach  dem  Obigen  von 


i 

das  erste  Glied: 


iAK^Viii^       .    r.     1^       . 


^ 


wo  ICi  seinen  obigen  Wertli  hat.     ,     .  ^  ,  . 

Diese  Rechnung  noch  weiter  fortzultihren,  ist  nnnbtnig/  weD 
die  fernere  Rechnung  ganz  untex  dem  obigen  allgemeinen  Falle 
enthalten  ist  .       l 

Das  letzte  Glied  von  y  ist  nach  dem  rorhergehendeo  Para- 
graphen 

(ar— Oi)(ar— a^)(a?>-a>)(a?-:^a4)>,.(ar— 11»^) 
(«•— «iXon— «i)  (air-7<r3)(iy^a4)  .^(a,-ii«-i)  -*» ' 

Der  Nenner  dieses  Gliedes  ist 

(«--l)5.(n-2)o.(n-y)Ö..:i5*  ''^       '' 

=  (—1)0.1  •2.3..(n— l)5«-i ; 
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V  .  V 


und  der  Zl^Uaf  i^t^^  ii^«aQ,.Klftd«r         « 

ii(i«-lö)(>^2S)(tt--05)l!(u^()i-J)te)r    ^  ^-"' 
i^oWdas'  6Kige  letzte' ^edtoD'^;  \     .;i 

Weil  nun  6Lr=:8tf  nnd   ftlr  a;z=a«    ar=6   respeotive  uzsiO, 
u=ib-^a=wmt,  80  ist,  wenn  dttr/KJftnie-wegcfti  ;^  ^  M  •   :/ 

^-V.2.t'£-.i) 

und  ■'...;  •,  x-  )l  ^<|, 

17.=  /^V»-l3)^-^Sto)tl«^35)..(«-(ii— 2)0)3« 


oflenlNir  c».^ 

Nun  ist  aber 9  wie  man  leicht  findet: 

-..  -  II  ../ 

t«  (w  -  lö)  (ti— 2(3)(^5)..(ii— (n— 2)ö) 

lOfid  >/caipWr*  ixi^u        n^i'JTii    i~-^ii  IUI'»  M  %iiKii7n   iiiih    iii   unr^    'ict 

=-=:(n—j)r>    ll=(9l— 1)00  =  019  '     \{ 

setzt:  ■*'•<  :  •'■      i^>---^'  »     -  • 
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«(»I— 15)  (i.— 25)  (w«4B)  «.  («— (ki-39tt)- 

-«  "  («_Di-(„_l) 

uDd  weil  nun  Bu=adv  und  fBr  v=0,    «=•  rec^äre  «ss'O, 
v:=l  ist,  so  ist,  w^nii  der  Kfltze  wegf)i 

'^""V  (n-l>-(n-l)  ** 

gesetzt  wird,  oifeiibar 

Also  ist  nach  den  Obigen  voo         ••  .  i  ^:  ^-  ..*•>■  .. 


ft 


das  ietste  Glied:  < 

WO  Kn  seioeo  obigen  Werth  bat. 

Von  jetzt  an  ist^  die  Reeblkmi^^  wieder  gaali  nMerdeanAen 
betracbtetea  allgemeinen  Falle  en&alten«  und  dieselbe  braaeht 
daher  nicht  weiter  fortgeflihrt  zn  werden. 

Nehmen  wir  nun  alles  Vorhergehende  zusammen,  se  ergiebt 
sich  zur  Berechnung  des  fiten  Gliedes  von 


m  ^ 

die  folgende  allgemeine  Hegel: 


Man  setze 

nnd  lege  in  den  Fsflen,'^  weaa^M|=l  aA(ri»=W4i^',<^ttt-Menner 
dieses  Bracbs  jeders^^d^n  Wbrth  1.2j3..(n— 1)  bei.  Hieimaf 
setie  man,  jenadidem  »  ein^  geMide  oder  eine  nogerade  Zahl  Ist, 

/((n~l)«ie»-(n-l)«)((it-l)V^«-3)«)..((n^<)«fe*-l«(-  ' 
_l  (ii-l)V^(i.-.2j»+l)«    . 

^'^i((it~l)VA-(tt-l)«)((n-l)V«-<n-3)')..((n-l)«.e«-2«)(ii-l)» 
l  (ii-I)V«-(ii-5h^  T~' 
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ut 


—  l 

'    .':-    !      ■.  •  *  ; 
nie  die  geringste  ScnWierigkeit  hat,   da»    wie  aos  den  Obi- 
gen sich  ganz  von  seUis«^  ei!glekft>  Wß  immer  ;eine  ganze  rationale 
«Igebraiscne  Function  von  to  ist.    Dann  ist 

~  «  Äi.  Aßf'^  *  ((ii^l)fr-.(n-2f*  + 1))  WßBw 

das  gesuchte  fite  Glied  des  be9timmteD  Integrals 

W  f  ydx» 

m 

ond  fokriieh  -  . 

**  •         .  '         «  •  .      ^   . 

+  1  »  1;  ^y^  \(n-l)«Mn-3))  jr,8w 


—  1 


>Q«      S, 


wodnrcli  also  der  Werdi  iumts  bestimmten  Integrals  nSherang«- 
weise  gefunden  ist 

Wir  wollen  jetst  die  beiden  Glieder 

»^-i •      ■     •'  •  ' 
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betracbteo,  iodem  wir  annebiMii;  klaAa  i^^^^i^mM-mA,  ^'^ 
diese  beiden  Glieder  gleich  weit  vom  Anfange  nnd  vom  Ende  ab- 
stehen. 

Weil  n = fi + V — 1'  iist*,  'so  ist 

und  folglich  nach  dem  Obigen  offenbar 

-    •  :     ■•    '«W^W^^/:        ">     i.    A  :.  *. 

Also  ist 

,=((»— i)w+(i^fi))»r^8w, 

d.  I. 

((«-l)w-(n-2v+l))  irr3«=((«-l)w  +  (II-2/4+1))  »r^8tc>. 

Setzen  wir  nun  «>=:— tr',  also  Sti?^— .3to',  so  ist,  wie  leicht  aus 
dem  Obigen  erhelTen  wird,  ^'  ^ 

((n-l)w-.(n-2v+l))  »r^=  tt  ((«T-l)w'-(«-2f*+l))?F;.8ic% 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jeoachdem  n 
gerade  oder  ungerade  ist,  und  folglich  fiberha^pt 

.    '     •     '■       •    •   .    -J 
((»-l)io  -(n-2v+l))  Wrdw=(—l)*((n-l)w'-{n-'in+l))  IF^'. 

Weil  noH  ßht  9.=->~l,  «^^^f  1  res^ofve  u/t:;  rf-d ,  w'=— 1  ist, 
so  ist 


Z*"*^  *((»i-l)f6-(»i-al'+l))  Wrdw 


\ 

=(-1)- 

oder,  was  dasselbe  ist. 


»  •»  :\'*'j    '»^.f   #♦ 


-1 

Daher  sind  die .  ChrC^en ,   in  weiche -i»  dem^iteh  Httd  i/ten  Gliede 
^/«  und  Ap  multipllcirt  sind,    nach  dem  Obigeli 
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Mi 


—  1 


Fflr  f(=l  und  v  =  n  ist  oach  dem  Obtgeo  bekanntlich 

aliro  '  •       r.   .  ..   v  ., 

80  das«  also  im  ersten  und  lelzten  Gliede  von  /    i^Bx  die  Coeffi- 

a 

cienten  Ton  At  und  A^  nach  dem  Vorhergeheoden  offenbar  einan- 
der gteich  sind.  .       ' 

Allgemein  Mt  Bekanntliefa 


1.2. 3 .,  (;t— 1) .  1 . 2.3 ..  («— ^) ' 

^^"^  1.2.3..(v— 1).1.2.3..(«-^ 
undfolgliebi  iveUnncb  der  Voxaus8el2UQg..f»-f^^»4Tl»  ^99 

n — ^=v — 1,    n — v=fA — 1 
ist 


irJ)r' 


l.2.3,.g*— 1).  L2.3..(y— t;'. 


daher  ist 
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-(-i)-jf,=(-i)^»i^«(-,i>+-.ir,  ^  i.n.;i^V^-.(v^l) 
_     (-lyJM-D.i-iy^i (— 1)»-* 

~  1 .2.3..  (ji— l).l.2.a.(v— 1)  —  1.2A.(j»— 1).I.2.3..(*— 1)  ' 
d.  i.  nach'  dem  Vörfi«fg6hend«n  Wieder 

vroraus  man  also  siAht,  dass  anter  den  gemachten  VoransaetxvD- 
gen  aberbanpt  in  dem-  pAen  and  vt^n  GKede  von  /    ydjrdieGrSa- 

sen  Aft  und  Ap  gleiche  Coefieienten  haben. 

Man  gelangt  alao  hierdorch  xn  dem 'allgemeinen  Resaltate, 
daaa  in  dem  obigen  Aoadnicke  von  /    y&r  die  GrOase  Aß  In  dw 

0. 

vom  ersten  und  letzten  Gtiede  eleich  weit  abstehenden  Gliedern 
mit  gleichen  CoefficieoteÄ  hehauet  ist,  wodurch  natürlich  die  nu- 
merische Entfi'ickelong  der  Coefficienten  von 

Alt  Ai%»  •"!>  jA^9 •*»An 

in  dem  obigen  allgemeinen  Ausdrucke  von  /    ydjr  weseqtlich  i^b« 

m 
gekOrzt  wird,   und  daher  das  in  Red^  stehende  iResattat  als  ein 
Sir  die  numerische  Berechnung  dieser  Coefficienten  sehr  wichti- 
ges bezeichnet  werden  muss. 


Wir  wbllen  jettt!  noch  eiiie  sehr  heiMerk^sWerthe  gans  Mgt- 
meine  Methode  zur  Entwickelung  des  bestimmten  Integrals 


/ 


angeben,  indem  wir  natfirlich  wie'  frfiher  alich  jetzt  immer 

^       («1— «»)  («1— «•)  (öi-^«4)  («1— «»)  •..  («!—«■)    * 
(ar-Ot)(jr-~a^)(ar— 04)(ar— a5)..>(jr— g«)^^ 
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2S7 

U.      B.      W\ 

■*■  («■-«!)  (Ä«-fli)  (««— A3)  («,--« J  ...(«»— ^»-1) 

seilen. 

Wir  wellen  zuerst  eine  heue  veränderliche  Grösse  u,   welche 
durch  die  Gleichung 

ar — a 

woraus  sich  a=tf-t-(6 — ä)u  ergiebt,'  bestimmt  wird,  -einf&hren. 
Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

g|--o  tfa — g  %--^  flu— g 

so  erhalten  wir  nach  leichter  Substitution,    wie  sogleich  erhellen 
wird : 


*"^     («I— «i)(«i 


(«s-«i)  (««  -o»)  (««—«4)  («5t— «5)  -  («a— «5    • 

(g--«i)(g--g»)(g— «4)(g— «5)'>(g-«ii)  j 
(<%-*«i)(«i— «iX«i— «J(«8— »Ä)-(«s--«ii)    •  ' 

(g-tfi)(tt-«a)(g— «aXg-gft),...  («—«11)^ 
(«4— «i)(«4-  ««)  («4— .«  J  («4— «ä)  -  («4—««)    * 

u.    s.    w. 

(g— «i)  (g — «a)  (tt  -  «,) (g  -  «J  "-  (<«  -  <>^-i)  j  ^ 

"•"  (««— «i)(a«— «tXo«— -«3)  («»—«4)...  («»— a»-i)    ■ ' 
0^ ,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

Ni = («1— «t)  («1—«»)  K— «4)  («i  —«4)  •••  («i— «»)  * 

2V^  =  («a-  «i)(«j— «a)(«2— «4)(«a  -«4)  ..•  («•  -«•)  > 

J^8  =  («;i  --«l){«8— ««)(«3— «4)(a»— «5)  -  («»—«")» 
Theil  XJV.  IT 
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N,  =  (tt4--«i)  («i— «^)(«i-aa)(«4— tt»)-..(«4-««)i 

u.    s.    vv. 
iV»==(a«-«,Xan--o^8)(an-«j)(«ir--«i)^.(«ii--«^^ 
und 

üi  =  (M—a«)(ii— «»)(«— a4)(«—a5)...(t»—€<ii) , 
t7,=:(tf—  cri)(M—aj)(t«—a4)(tt— «>)...(«-— «fi), 
17»  =  (tt— ofi)(?i— «i)(il— a^Xtt— «ft)...(t«— of»), 
1/4  =  (M—ai)(M— ««)(«— «jXM—aft)..^»—«»), 

U.      8.       W. 

C7„  —  (ii^orj)(tf— a.)(tf^a^>(tt— of  J...(i«— of»-i) 

setzen,  vro 

2V,,  2V.,  iV„  iV,,-..iV„ 

die  Werthe  sind,  welche  respective 

t7i,  C7..  U,,   t74,..  t7« 
erhalten,  wenn  man  in  diesen  Grossen  für  u  respective 

«1  ,  Ol  f  tti  j  ff 4  » •••  ff« 

setzt: 

also»  weil  nach  dem  Obigen 

ist: 

ydx 

Weil  nup  aber  nach  dem  Obigen  für  j:=<i,  j:=6  respective  f<=0, 
ttssl  ist,  so  ist 
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O 

u.     s.     w. 

o      • 

Setzen  wir  aber 

t7=  (H-^cfi)  (tt— offt)  (tt— a»)(w^-«4) ...  (m— Oh), 

so  lä^st  sich  *e   voratehende  Ol^ichQDg  aijch  auf  folgende  Art 
ausdrücken  r 


1       /**    ..  ^1    /**J%_ 


U.      8.      W. 


^^   /"l   jE78i 

O 

und  der  CoefBcieot  von  Ak  in  der  Entwickelung  von 

J    *^^ 

a 

ist  dafcer  Im  AHg^meiMo  , 

6-a   /*!    t73tt 

o 

Denken  wir  uns  nun  das  Product  U  absteigend  nach  Poten- 
zen von  u  entwickelt,  und  setzen  demzufolge 

IT* 
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WO  die  Bedeutung  der  Coeflicienteii 

Ml,  Ca»  C^».««  Cii— t  >  dl 

Dach  einem  bekannten   arithmetischen  Satse  Ton  selbst  erbelle), 
so  ist 

und  folglich,  wenn  man  subtrahirt: 

ü=t«»-«*»+Cl(ti»-»— a*»-i)+Ci(ii^«-«*»-«)  + ..  +  0.-1(11—«»), 

also  nach  einer  bekannten  Divisionsregel: 

V 

=  !<■-»+«*  tl»7*+ «fc*!«^*  +  «»•«»-*  +  ..•  +  «A»^*»  +  «»^» 

+  CaK"-HClffjni"-HCi«*%"-^+ ...  +  Ci  ffft*-»tt+Qajk»-« 
+  Qu«-»  +  C^ak  tt»-*  +  ...  +  Qafcn-^tf  +  C^a*^« 

u.  s.  w. 

+  c;,^ii  +  G^«* 
+  0-1. 


und  folglich 


/iVdu 
11— «i 


""  n 

u.  s.  w 
+  2(«»*-*+  Ci  a»--«+  Ci«»—«+  Ci  «»*-•+..+  Ol-,  «»+  CW-,. 

oder 

üdu 


/' 


U— «* 


Digitized  by  CjO'OQ IC 


261 


+ä(«»»-H-Cl«i»-H-Ci«»»-*+~+C;H^««i»+CV-,««k+GH-,) 

-I-  J  (a»"»-H-Ci«»»*-M-..+c;^,«i^+c;-»«»+cu-,) 


4 


Wenn  wir  nun  die  Function 


natMidi  ia  ihrer  «weiten  entwickelten  Form,  mit  der  unendlichen 
Reihe 

flach  bekannten  Reeeln  multiplidren,  das  Prodnct  absteigend  nach 
Potensen  von  u  ordnen,  und  den  bloss  Potenzen  von  u  mit  po- 
sittyeu  Exponenten,  Null  eingeschlossen,  enthaltenden  Theil  aie- 
ses  Products  durch  O',  den  bloss  Potenzen  von  u  mit  ne^tlven 
Exponenten  enthaltenden  Theii  desselben  darch  ü"  beoBMchnen,' 
demzufolge  also 

setzen,  so  finden  wir  auf  der  Stelle,  dass  der  oben  entwickelte 
Werth  des  bestimmten  Integrals 


/ 


1   178« 


aus  (/'hervorgeht,  wenn  man  darin  o»  filr  «  setzt;  und  bezeich- 
nen wir  also  den  Werth  von  ü'  fär  if=o»  durch  U' ,  so  ist 


/' 
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Um  folglich  das  bestimmte  Integral 

M    üdu^ 


PI   ÜSt 
J     u—t 


zu  erhalten,  entwickeln  wir  durch  gemeine  MuUiplication  den 
bloss  Potenzen  von  u  mit  positiven  Exponenten»  Null  eingeschlos- 
sen, enthaltenden  Theil  des  Products 

und  setzen  darin  u=iak* 

Noch  kann  man  Folgendes,  bemerken.  Wenn  man  In  dem  oben 
entwickelten  Ausdrucke  von 


u  —  ah 


filr  u  ilen  Werth  an  setzt,  so  erhalt  man  als  entsprechenden 
Werth  von  Vk  die  Gn'isse 

und  weil  nun  nach  dem  Obigen, 
^  =«««-*+  (n~l)Qu— «  +  {ii-2)C>-»+ ...  +2C;-au+  C«^» 

ist,  so  erhält  man  offebbar  den  Werth,  welchen  Vk  fkr  ti=:ttjt 
erhält,  aus  dem  Dilbrentialquotienten  -k-»  wenn  man  darin  «=:iKjt- 
setzt.    Bezeichnet  man  also  diesen  Werth  des  Differentialqnotlen- 

du.  s'c^ 

ten  ?[:  der  Kttree  w^gerr  duvch  -k-  ,  ao  Ut  nach  dem  "Obigen 

und  folglich 

*~o/»«    178«       „       ,  ^^• 


8^ 
IT 


Daher  Ist  nach  dem  Obigen 
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(sä"       ^        3«  a«     ' 

wodurch  j«tet  der  Werth  unsers  bwUmmte«  Integiab  v.lU.ttodlg 
entwickelt  Ist. 

§•«•. 
Wenn  wir  im  Verhergehenden 

«=^(f>+l).  »=2«-l 

,     ««1— o      1-2«,       *  +  « 
„a»-o    ,      'io,   _*  +  « 

p,=2ai-i=2-i::::^-l=jz:j     *_«' 

ö^_«  2a,       6+a 

04-«     ,       2<i»       ft  +  o 
^4=2a4-l=2^:^-l=^Z;;i      6-«' 

u.  s.  w. 
|3,=2«.— 1=2-^-:::^— I-j_a— ft__a' 


und 


«Iso 


1 _1 


Mtsen;  s»  ist,  wie  man  leicbl  fodet: 

+  (^T^^ftKS^^^^Ä^^S-S)  -  (^4-P- 


«.   8.   »■. 
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oder,  wenn-  wir  der  Kürze  wegen 

W^i = (A-W  0»i-A)  (A  -  W  (A  -  A) ".  (A-W . 
«.= (A-A)  (A-A)  (A-WCA-/?.)  ..•«».-/»-) . 
n,=(A-A)(A-<»a)(A-/»4)(A-W."  a».-A). 
»4 = OJ«-Ä)  (A-A)  (/»4-A)  a»4-^.) ."  Ö»4-A)  ^ 

u.  s.  w. 

W.=(A-A)(A-A)(A.-Ä)(A.H»«)."«».-fti-t). 

and 

^1  =(i>-Ä)(i>-Ai)(t>-i54)(t>-A).-.(t>-/*.)i 
F,=(r-A)  (r-Ä)(r-A)  (t^-A) ...  (f-W . 

F4Ä(i,-A)  (r-/JJ  (ü-A)  (i^-fe) ...  (i^-W . 
if.  s.  vir. 

F.=s(i,-A)  (t,-/J,)  (ü-A)  (r-/?^ ...  (ü-jS,^) 
setien»  wo 

Vli,  Vit,  Vlsf  Xt^f.'.Vln 

die  Werthe  sind,  welche  respective 

Vi»  Fj|>   rj,    r«»**.  ^ 
erhalten ,  wenn  man  in  diesen  GrOssen  f&r  v  respective 

ßu  A»  A»  ß^f'ßn 
setaV    '  . 

also,  wdl  nach  dem  OMgen 

,  dx=(b—a)Bu=^{b—ä)dv 

ict: 
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Weil  non  aber  qaeh  denl  Obigen  fät  j^^a,  x^^  reepective  tr=0, 
«=1,  also  ©  =  —.1,  ©  =  +  1  ist,  so  ist: 


^.f'^^kf"  ''•*' 


^  '  ü.   8.   W. 

SetxiHi  wir  «ber 

Bo  IlMt  sich  die  vontiahende  Gieichimg  aacli,  fuf  foigeode  Art 
aosdrfickeö: 


_4l  /*H  F8p 


a.  s.  w 

+ 


An   /M-1  F8t> 

Wut/         t?— /Äi* 


and  der  CoefSdent  von  Ak  in  der  Entwickelang  von 


f''^' 


Ist  daher  im  Allgemeinen 


-1 


Denken  wir  uns  nan  das  Product  V  absteigend  nach  Poten- 
]^n  von  9  entwickelt,  and  setzen  demsafolge 
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wo  die  Bedeutung  der  Coeflicienten 

Ci>  (Es»  Cs^  — Cn-i,  €n 

nach  einem   bekannten  arithnietUchen  Satze  von  aelbst  erhellet« 
80  ist 

und  folglich,  wenn  man  Bubtrahirt: 

F=  t>»-j54»+€j(0^*-/?ft^-»)  +C£{ü«-^-/J4»«-«)  + ...  +  €ji-i(«— W. 

also  nach  einer  bekannten  Diviaionsregel : 

r 

U..8.  W.      ^ 

+  «.-1, 
und  folglich 


+  ;^2  ö?*H(Cii8t-H!;^i(+l)»~«-(-l)-*t 

+  ^  (^*'+€i/5*HC«i8*+«s)t(+l)-»-(-l)-»} 
u.  s.  w. 
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alM»,  jeBMMem  n  «h)«r  gerad«  od«r  eiae  «ngwade  ZM  lUt 

.  Ü.     9.     »V. 


oder 


+  ^(ßk—+Ziße'-*  + ...  +  €»-,/?*«  +  €,-4^»+<C_) 

u.     «. .  w. 
2 


+  -;r=2^''*+*»  ***+*«' 


-I- 


Wenn  wir  nun  die  Functioo 


natdrtfch  in  ikret  zweiten  entwlckeft^n  Form ,  mit  der  anendHchen 
Reihe 

11  1  i    ^ 

nach  bekannten  Regeln  multipliciren ,  dasProduct  absteigend  nach 
Potenzen  von  t;  ordnen,  und  den  bloss  Potenzen  von  v  mit  posi- 
tiven Exponenten,  Mull  eingeschlossen,  eathalteBiden  Theil  dieses 
Products  durch  V',  den  hma  Potenzen  von  v  mit  negativen  Ex- 
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ponenteD  enthalteoden  Theil  desselben  dnreh  F"  beaeiefcnes,  dem^ 
zufolge  also 

setzen»  so  finden  wir  auf  der  Stelle,  dass  die  HSifte  des  oben 
entwickelten  Werths  des  bestimmten  Integrals 


r 


-1 

aas  P  hervorgeht,  wenn  man  darin  ßk  (&r  v  setzt;  and  bezeich- 
nen  wir  also  den  Werth  von  P  Rtr  e  =:  ßu  darch  V',  so  ist 

Um  folglich  das  bestimmte  Integral 

v^ßk 


r: 


zu  erhalten«  entwickeln  wir  dofch  gemeine  Maltlplication  den 
bloss  Potenten  von  v  mit  positiven  Exponenten,  Null  eingeschloa- 
sen,  enthaltenden  Theil  des  Products 

setzen  darin  0=/}jk,  ni^  nehmen  das  Resultat  doppelt 

Noch  kann  man  Folgendes  bemerken.     Wenn  man  In  dem 
oben  entwickelten  Ausdmcke  von 

Are  den  Wetth  ßh  setzt,  so  erhSlt  man  als  entsprechenden  Werth 
von  Fk  die  Grösse 

»P»^*+(n— l)€ii8*'-*+(«-2)C>fr"-»+-..+2€»^ij+«»-,, 

und  weil  nun  nach  dem  Obigen 

QF  *  * 

^  =  jtu^i + (»-l)<Cje«^«  +  (ti--2)^»»-«  +M.+ä€«-,t>  +  €n^ 

ist,  so  erhält  man  ofenbar  den  Werth,  welchen  Fu  fär  v=^ßk  er* 

SF 
hält,  aus  dem  Differentialquotienten  -^,  wenn   man  darin  vmßk 
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setst    Bezeichnet  man  also  diesen  Wertb  den  Diferentialqnotien 

dV  dV 

ten  -g—  der  JCfirze  wegen  durch  -g— «  so  itft  nach  dem  Obigen 

and  folglich 

Daher  ist  nach' dem  Obigen 

'  8r  "5»  "So  ar"      ' 

Dass  die  hier  entwickelte  Methode  vor  der  im  vorhergehenden 
Paragraphea  entwickelten  Methode  racksichtlich  der  Kurse  der 
Berechnung  der  Coefficienten  von 

^l»  -^1»  •«•>  A^9»*>An 
in   dem  Ausdruck  von  /   y8ar  Vorzfige  hat,  wird  sich  späterhin  ^ 

a 

zeigen;  f&r  jetzt  wollen  wir  ans  darfiber  nicht  weiter  verbreiten. 

§.  9. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen»  dass  den  Werthen 
^o»  ^u  ^  ^*  tf4,...afi,  «n+i 
von  w  die  Werthe 

-4o>  4»  -^"l»    -^S»   il4,  .••'ifn+l 

entsprechen,  so  dass  wir  ons  also  die  beiden  vorher  betrachteten 
Reihen  einander  entsprechender  Werthe  von  x  und  y  um  zwei 
Glieder,  jede  der  beiden  Reihen  am  Anfange  und  am  Ende  um 
ein  Glied»  vermehrt  denifen»  und  daher  diese  beiden  Reihen  zu-, 
sammenstimroender  Werthe  von  or  und  y  etwas  grdssere  Intervalle 
wie  vorher  umfassen »  und  setzen  demzufolge  jetzt 
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(Oo-«i)  («0— fl«)  («0— «'s)  («0—«*)  -  (o^o-flrÄ+i)     ** 

■*'  rffi— oo)  («1  -ff«)  («1  -«3)  («i-^^4)-(ffj[  -o«+i)    * 

(jr— tfp) (J?— iii)  (JT-Os) (^-^^4) - '  (^— g«4^^i)      I 
(««— Oü)  (««— «1)  («Ä— «i)  (««—«4)  •••  (fl«-«»+i)    • 

,      (g?— qp) (.r— q|) (ar— q,) (gy-^gj ...(a:-^an^i)    ^^ 
(''8-"ffo)(ff8-«i)(<'«-ffi)(ffi--^4)  -(afaiM-i)    ' . 


u.     s.     w. 


"  («n I  i-qo)(«»+i-fli)(oti+i— a^(a,+i— a3).„(a,i4^-a.)  "^*' 

wodurch  im   Allgemeinen  natürlich  eine  etwa«  erOssere  Genauig- 
keit wie  vorher  bei  der  Bestiminung  voQ.g?  erreicht  werden  wini. 
Indem  wir  nun  aller  unter  dieser  Voraussetzung  nn^  wieder  mit 
xder  Ermittelung  des  Werthes  des  Integrals 


/ 


beschäftigen  werden,  nehmen  wir  ganz  wie  vorher  bloss  an,  dass 
nur  die  Werthe 

«i>  «z»  fl»>  04, ...an 

von  a:  innerhalb  des  durch  die  Grenzen  a,  h  unsers  Integrals  be- 
stimmten Intervalles  liegen. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  wie  in  $.  6,  setzen  wir  jetzt : 


a«=«  +  (n-l)^^5=o+(«— l)^j 
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oder,  wenn  wir  wieder  c3  fSr  -.  «chreiben: 

II""  1 

u.  8.  w. 

Ein  allgemeines  Glied  von  y  ist  nach  dem  Obigen: 

(a^r-«ro)(flAr-ai) ..  (ö/u— a;,_i)(a/4— «m+i)-  («iU-««Hri)    '*' 

Der  Nenner  dieses  allgemeinen  Gliedes  ist  unter  der  so  eben  ge- 
machten Voraussetzung  rucksicbtlich  der  Grössen  a^,  iii,  a^,  Os»- 
...a»4i  offenbar: 

=  (— l)»-/i+i.  1.2.3..  fi.1.2.3..  (n-f»+ 1>  ö»+*, 

und  der  Zähler  ist,  wenn  wir 

11=4: — a 

setzen: 

(w+lö)»(ti^lö).(tt— (fA-2)  ö)  (ii-^a)..(t«-jtS). 

Also  ist  das  obige  allgemeine  Glied  von  y: 

(«+ 15)  tt(«-15) ..  (11— (fi— 2)  5)(«-ftS) ..  (ti^itS) 
^""*^  •  1.2.3.,f*.1.2.3..(«-a+l)ö»+i  " 

Weil  nun   c!jr=8ti    und    für  .T=a,   a?=6  respective   ti=0, 
tf=s6— 0=09  ist»  so  ist,  wenn  wir  jetzt 

-  All— 1 


^^"-  l.2.3..fiJ.2,3..  (n-f*  + 1) 

und 

/V)  _  ^  —  —  _ 

11/4=  #    («+  lo)fi(i«— lö)..(ji*— (^ — ^2)ü)(k— flu) ..(m— iiü)8« 
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setBen,  das  allgemeiae  6li«d  vau 

offenbar 

Nim  ist  aber,  wie  man  leicht  fimiet: 

(ii+le5)u(«— 15)..(ii-((*— 2)5)(i»— ft5)..(«— nS) 

g-(l.-l) 

also,  wenn  man 

g = (n- l)e,  ucsCn— l)5e  ^  «ü  ^ 

setzt: 

(u-f-lc5)tt(tt— lc5) ..  (ii— (fA— 9)ö)(«— ft5)..(ii— »5) 
_  .  ^ ((it-I)p-f-l)(«-l)t>((«^l)p^l)((n-l)e^2),.((n-l)t>-n) 

und  weil  Dun  dK=oi>do  und  f&r  «=-0,  «=:«  respective  «=0,    =1 
ist,  80  ist,  wenn  der  Kfirze  wegen 

_  /^i((«~l)c-H)(ii-lM(i»-l)p-lK(«-'l)»-ä)..((»>U)^-«) 

O 

gesetst  vrtrd,  offenbar 
"Also  ist  nach  dem  Obigen  von 

m 

das  allgemeine  Glied: 

.  60  AyU  V/U  AfA. 
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Setzen  wir  jetst  ferner 

2»-l=»!»,  e=sg(w+l);. 


m  iet 


2 


(»~i)»»2=x^"-*^/<"za. 


3 

u.  g.  w. 


(,-l)>-.(n^2)=.("-'>«^(«-3). 


und 


Wenn  also  n  gerade  ist,  so  ist 

((n-1)  » + 1)  («-l)t.((n— 1)  e-I)  ((«-!)  e— 2) ..((«-  h)e-«) 

_  (»-~l)to-Kn+l)  (n-t}w+(n—l)  (it-l)fc-K(«-4t)    (»-l)«e.+l 
-  2 2 2  " 'Ü 

,^(w-l)«o-(»-fl)    (n-^l)w^n-l)   (n^l)to—(n-S)     (n—l)w-1 
X         —^  g i~^ L g 

=  J^(»»-l)*«'*-(«  +  l)')((»-t)»»*-(ii-l)«)..((«-l)V-^l«); 

und  wenn  »ungerade  Ist,  so  ist     '    . 

TheilXIT.  10 
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((»I- l)r  + 1)  (n-l)i)  ((n-l)  (r-l)  ((n— J)»-9)«((il-^l)«H-») 
_(»-l)«i>-Kn+i>  (n-l)«H-(n-l)  (n-l)«H-(B-3)  (n-l)tc+2  ^-Ijy 

(„_I)»-^„+l)  (»_1)w_(b— 1)    (n>-l)w-(it— 3)     («-l><»-3 
X —    '   ^ 2 2  2 

=^((«-»)*«'«-(«+i)')((«-ii»«'"-(»-^i)')"((«-*)'^'-2")(«-»)"- 

Setzen  wir  folglich  der  Kürzen  wegen,  jenachdem  n  gerade  oder 
dngeradc  ist: 

!((n-l)V^(H+l)«)((n— I)«t«>''-(«-l)«)..((w-l)»»o«-t«) 
(»-|)««,«-(«-2^+l)« 
((n-l)«te»-(n^-I)<)((»-l)«w«-(w-l)«)..((n-l)«ti>'-2«)(n-l)fo 
(n— l)"»«— (n— 2,*+l)« 

so  ist  offenbar  , 

'       ((«-!)  P  + 1)  («— 1)  V  ((n>-l)r-l)((n^l>-2) ...((«— t)p—n) 
(„_l)p_(^I) 

1 

und  weil  nan  dpsÄdto  und  för  v  =  0,  e  =  l  respective  w  =  — 1, 
w=:-fl  ist,  so  ist  nach  d«m  Obig«n  offenbar - 

Also  i«t  das  allgemeine  Glied  ron 

/   lß^ 
nach  d«m  Obii^n:-  .        . 

jSpwÄM^^y       ((»-.l)w-(n— 2/t-H))W#Sw.     ; 

Die  beiden  Fälle,  wenn  /t=0  und  fi=rn-|-l  ist,  jnfissen  nnn 
noch  besonders  betniebtet  -werden,  wovon  die  Nofhwendkkeit 
leicht  aus  dem  Vorhergehenden  von  selbst  erbellen  wird.    ' 

Das  erste  Glied  von  y  ist 
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(«o-^JOCöo— «a)(«o-a3)(ao~ö4)--(o«--«n+i>    ®* 
Der  Nenner  dieses  Gliedes  ist 

-  lö.— «ö.— 3ö.— 4ö...--(«+l)ö 

und  der  Zähler  ist ,  wenn*  wieder 

gesetzt  wird: 

tt(tt— I3)(tt-25)(t«— 3S).-(ii— «5).  ;        - 

Ateo  ist  das  obige  erste  Glied  von  y: 

tt(tt— t5)(tf— 25)  (m^c5)..  (tf— «to) 

t-*>^""^ — i.i.ä..(n+i)s»+i ^• 

Weil    nun    8j?=3:8ei|   und   für    0?=::«,     o?  ==  6    respective    t«  =  0> 
ti=6 — 0=0»  ist»  so  ist,  wenn  de^  Kürze  wegen 


und 


«0=  /*%  (tt— 15)  (tf— 2Ö>  (u-aOi  ..(4l-«*4M5>dtf< 


gesetzt  wird,  das  erste  Glied  von 

a 
offefibar ; 


Ko«o 


77b J-f  -^0»     - 


Nun  ist  aber,  wie  man  Mollt  Ihidet: 

tf  (•»-«IfS)  (ti-^0)<4f— 85). .  (tt— n5) 

,  ,a^oi(i-o(i-0"(i-') 

also ,  wenn  niao  : 

18* 
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== («— 1)  »,1«= (n— 1)S  »  =  « t 

setit: 

N  («-1S)  (n— 2S)  (tt-3S) ..  (t(— BÖ) 

_  ^^,((«-1)  g-f  1)  («-!)r((«-l)t>-l)  ((n-t)t»9) ..  ((.i-l>-ii> 
-"^  (n-l;p  +  l 

und  weil  nno  d«=io8o  und  fHr  ws=0,  i<=»  respectivc  e^O,  tssl 
ist,  so  ist,  wenn  der  Kürze  wegen 

_  px  ((»i-ljtH-lX«  -  lM(«-l>-l)(i:«~l)«'-"2)-(('«-l)t>-<t) , 


*»=7  ör-^i)FTr^ *» 

o 
gesetzt  wird,  oSenbar 

Abo  ist  nach  dem  Obigen  von 

das  erste  Glied 

wo  Xo  aeinen  obigea  Werth  bat. 

Diese  RecbnoDg  noch  weiter  fortzuiuhren,  ist  nnnOthig,  weil 
die  fernere  Rechnung  ganz  unter  dem  obigen  allgemeinen  Talie 
enthalten  ist 

Das  letzte  Glied  von  ^  ist  nach  dem  Obigen 

(om+i  -Oo)  (««+1— «i)  (a«+,— «i)  («»+1—«»)  ••  («»+1— «•) 
Der  Neoner  dieses  Gliedes  ist 

(ft -h  1)  ö.  n  Q.  (n— 1}  S  i..  1 5 
=  (— l)«1.2.3..(jt+l)ö«H 
nnd  der  Zähler  ist,  wenn  wieder 

u^x — a 
gesetzt  wird: 

(tt  Vl5)tt(tt-1 5)  (tt— 2  5) ...  (ii— (n— l>tt). 
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Alm  ist  das  .obige  letzte  Glied  tod  y:  « 

(it+ig)ti(i«-ts)(it-as)..(«U(»i~i)5) 

^~'^'  1.2.3. .{«+1)5-+»  ^"+»- 

Weil  miD   dd;=9ti   und  flir   «=a,  xs:i   respective  «=0, 
M    6    II    w  ist,  so  ist,  wenn  der  Kfirze  wegen 

und 

IIh-1  =/(« -f- 1 S)  «(ti-lS)(ii— 2S)..  (n- (R-1)  3)di« 

gesetzt  wird*  das  letzte  Glied  von 

m 

olenbar 

Nan  ist  aber ,  wie  mui  kicht  findet: 

(«  +  l5)tHtf-lS)(«— 25)..(«^(n-l)5) 

,...(^Ol(r-0(H(l-) 


al0o>  irenD  man 


g=(n--l)t?,tt=:(«— 1)0©=  ow 


setzt: 

,  (tt  +  15)ti(«— 15)(«— 2ö)..(fi— (!•— 1)5)      • 
_-,^,  ((«-l)t>  + 1)  (n~l)t>((n~l)  1^1)  ((n-l)t>->2) ..  ((n^Dü-n) 

«nd  weil  nun  dti^scbdi'  nad  fär  «=t:0,  »=«»  respeetive    v=^0, 
V'=l  ist,  so  ist,  wenn  der  Ktlne  wegen 

yy^^r  ((^-"»)^+l)(«-')K(n---l)t^l)((n-l)r-2)..((ii^l>->i)g^ 
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gesetzt  wird,  offenbar 
.    Also  ist  flach  dem  Obigen  von 


/^ 


a 

da8  letzte  Glied 

wo  '&n\\  seinen  obigen  Wertb  hat. 


Von  jetzt  an  ist  die  Rechnung  wieder  ganz  unter  dem  obigen 
allgemeinen  Falle  enthalten,  und  dieselbe  braucht  daher  nijpbt 
weiter  fortgefährt  zu  werden. 

Nehmen  wir  nun  alles  Vorhergehende  zusammen»  so  ergiebt 
sich  zur  Berechnung  des  (fi  -\-  l)sten  Gliedes  von 


/< 


yda 


die  folgende  allgemeine  Regel: 
Man  setze 


jt  ^  (~iy»M4^^ 


1.2.3..fi.l.2.3..(«— fi+l) 


und  lege  in  den. füllen,  weiln  fi=0  und  fi=cn-f  1  ist,  dem  Nen- 
ner dieses  Bruchs  jederzeit  den  Werth  l.2.3..(ii-|-])  bei.  Hiei^ 
rauf  setze  man,  jenachdem  n  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist» 

((«-1)» w«- (n  +  If) ((«— !)•  w«  -^ {n—\y^) ..((ii-lj'to«—  l^ 
^  (n— 1)2^11,*— («—2^  + 1)« 

c  ^         ',  (jt— l)«u7«-(»— 2^  + 1)«  • 

und  berechne  das  bestimmte  Integral 

y^\(il-l)  w-(«~2|*  +  1))  »^ir, 

was  nie  die  geringste  Schwierigkeit  hat ,  da,  wie  aus  dem  Obigen 
sich  gam  von  selbst  ergiebt,  ä^^  immer  eine  ganse  rationale  Irf- 
gebraische  Function  von  w  ist    Dann  ist 

■^qij'  0»  R^  AfjJ       ((it— l)w-(n— 2ft + 1))  XÖ^du> 
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das  gesodite  Oft-tl)ste  Glied  des  bestinukten  Integrals 

und  folglich  . 

+  ^0,»,  ^,  /'+\(«-l>c-(«-l))«)»ö» 
-J 

+-^  •  a.  ^y^*((»-i).M«-3))«>.3« 

+  -^  ,Ä.^,y^\(n-^l>r-(n-5))«>,a« 


-1 

n.    8.    w. 


wodurch  al»o  der  Werth  unser*  bestimmt«  lategid«  i»tt«rudgs- 
weise  gefunden  ist. 

Wir  wollen  jetst  die  beiden  Gliedor 

-1 

betrachten,  indem  wir  annehmen,  dass  I* +,''=«+ ^^J'^^iX 
dST  &D  CHeder  gleich  weh  wm  Anfange  und  vom  Ende 

abstehen. 

Weil  it=f*  +  v— 1  "»**  ^^  ist  - 

»-2v+  1=1*+  V--1— iv+  la=#»^v 
und  folglich  nach  dem  Obigen  offenbar 


Also  ist 
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((«-l)«>-(n— 2y+  l))»,8iP=((n-J)ii>-(ft-»'))l»;B8» 

s=((ii-I)te.+(*-rt)«>/»3». 

d.  i. 

((«— l)w-(n— 2v  + 1»  XMw = ((n- 1  )fc + (»-2f» + 1))  tt>iu  3w. 

Setzen  wir  iran  w=: — to',  also  dtos:— du',  ao  ist,  wie  leiclit  ans 
dem  Obigen  erhellen  wird, 

((n-l)«-(n— 2v  +  l))XiMw= ±  ((n-l)«/-  (n-2n  +  l))Ä)j»aw', 

wenn  maii  da«  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  n 
eine  gerade  oder  eine  nngerade  Zaiil  ist,  und  folglich  Oberhaupt 

((«-l)«-(n-av+l))Xr>,3ie»=:(— l)-((n--l)w'-(i«— 2f»  +  l))Wfßui'- 

yitil   nun    ßr   io  =  — 1,   less-f  1   respective  tD'=-|-l,  to'=— 1 
i^,  so  ist  • 

.      /**  \(«- 1)  w— (n— 2»  + 1))  lI9,8to 

oder,  was  Dasselbe  ist» 

/ 

y*"*"  \(it-l)«^-(i^-.2v  + 1))  1831,310 

=-{-\)*f^  *  ((n-l^iD-  («-2fi  +  l))Xr>;.ö». 

Daher   sind    die    Grussen,    in    welche   In   dem    (f»-|-])8ten    und 
(v -festen  Gliede  AfA  und  At  roultiplicirt  sino,  nach  dem  Obige^ 

— » 

und 

-<-i)"  -^  »  »,y^\(i«-i)»-<»-2ft+ i))a?Ma«. 

Für  f(=:0  und  v=n-t-l  ist  nach  dem  Obigen  bekanntUcb 

TL  _  J=:i)!iL: 

*''-1.2^..(«H)' 
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*"=  1.2. 3.  («+!)• 
also  ■ 

~(-i)-Ä,=(-i)H..au  ii^^  =Ä.. 

«o  das«  also  im  ernten  und  letxleQ  filiede  yoii  /  y&r    die  Goef- 

m 

ficieoten  von  A^  und  ^4i    naeh  dem  Vorherg;ehenden  offenbar 
einander  gleich  sind. 


Allgemein  Ist  bekanntlich 


(_l)it-M-fi 


*'•— 1.2.3..  fi.l. 2.3..  (n—^  +  l)' 

*''— 1.2.3..v.l.2.3..(n— v  +  1)  ' 
nnd  folglich,  weil  nach  d^  Voranssetzang  ^-fyssn-fl»  also 

ist: 


^"' 1.2.3..  fi.l.2.3..v' 


daher  Ist 


-  1.2.3..^.1.2.a.i/-  l.ft.i.^L2A.7' 
d.  i.  nach  dem  Vorhergeheqden 

woraus  man  also  sieht»  dass  unter  den  gemachten  Voraussetsun- 
gen  überhaupt   in   dem  (fi-f  l)sten  und   (v-f  l)sten  GUede    von 

/  gdx  die  Grossen  Af^  und  Av  gleiche  Coeffidenten  haben. 

Bian  gelangt  also  hierdurch  auch  jetzt  su   dem   aUgoneinen 
Resultate»  dass  in  dem 'obigen  Ausdrucke  von  /   ^j;  die  Grosse 
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Afi  in  den  yom  ersten  und  leteten  Giiede  gleich  weit  abstehen- 
den Gliedern  mit  gleichen  Coeflicienten  behaftet  ist,  wodurch  na- 
türlich die  numerische  Entwickelung  der  Coefficienten  von 

•"0»    -"l»*-^»  ^j,...  Afi 

in  dem  obigen  allgemeinen  Ausdrucke  von  /  ydx    wesentlich    ab- 

gekürzt  wird«  und  daher  das  in  Rede  stehende  Resultat  auch 
jetzt  als  ein  fiir  die  numerische  Berechnung  dieser  Coefficienten 
sehr  wichtiges  bezeichnet  werden  muss. 

Die  in  §.  7.  und  §.  8.  entwickelte  Methode»  welche  ganz  all- 
gemein ist,  findet  eben  deshalb  auph  im  vorliegenden  lalle  An- 
wendung, wenn  man  nur  för  die  dort  gebraucnten  allgemeinen 
Symbole  die  in  diesem  Paragraphen  gebrauchten  Zeichen  setzt 


§:  10. 

Wenn    wir    uns    bei  der  näherungsweisen   Ermittelung .  des 
Werths  des  bestimmten  Integrals 


/V- 


^  der  in  §.  6.  entwickelten  Methode  bedienen ,  so  werden  der  Rech- 
nung  die  folgenden  einander  entsprechenden  Werthe  von  x  und  y 
zum  Grunde  gelegt: 

2 
:t=a«aa4-;;3::|(6— «)*       ^A^\ 

3 
=04=0+-— I  (6— c),       ^A^) 


n- 
u.    a.    w*  «.  s,  w. 


und  wenn  nun 


«        »        •  s  n- 

Tl.  r«,  r,,  T^.....Tn 
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sewisse  numerische»    d.  h.  iiiur  Von  »'abhängende  Coeflficienten 


eiehnen«  no  bat  man  na^h  $.  6.  iär 

i 

einen  Ausdruck  von  der  folgeoden  Fibrin  t 

y**y8x=(6-fl)(7\i<i+  n^s+  ^,il.  +...  +  f«^«). 

Wenn  dun  ibpf  n  alne  gerade  ZaM  M,  «o  We»  wie  wir  aus  §.  6. 
wissen)   .  •  '        . 

mm 


Ii=^-i, 

u.    s.    «r. 

ri*=»y4n+i 

V          .  •■ 

und  folgllcb. 

wenn 

wir  der  Kürze  w^en 

überhaupt 

24a+4»=*Aa 

setzen : 

■•  .  ■      . 

Wenn  daft#gen  n  eine  ungerade  Zahl  Ist,  so  Ist  nach  §.  6. 

m  « 

u.    s.     w. 

«  m    ' 

und  folglich»  wenn  viir  dieselbe  abkürzende  Bezeichnung  wie  vor- 
her anwenden: 
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s  s 


Wenn   wir  qds    bei   der    n&herungsweisen   Ermitteliiiig   des 
Werths  des  bestimmten  Integrals 


/W 


der  in  ^.  9.  entwickelten  Methode  bedienen»  so  werden  der  Rech- 
nung die  folgenden  einander  entsprechenden  tVdrthe  von  x  und 
y  cum  Grunde  gelegt: 

=aj|i=a  +  j3j  (6— a),  =^^4 

3 
u.    s.    w.  u.  s.  w. 

und  wenn  nun 


gewisse   numerische»    d.  b.  nur  yon  n  abhängende  Coeflicienteo 
beaei  ' 


V^»  ^»  ^»  ^»  Ca>..*^»  C«4.i 

ische»    d.  b.  nur  yon  i 
Keaeichnen,  so  hat  ma|i  nach  {.  0.  iSr 

einen  Ausdruck  von  der  folgenden  Form. 
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WeiiD  man  aber  u  eioe  gerade  Zahl,  so  bt,    wie  wir  ans  {•  9. 
wifljBeo:  . 

«  m 

m         m 

tt.      8.      W. 

md  folglich 

WeDD  dagegen  n  eine  ungerade  S^hl  Ist,  so  ist  nach  §.  6.  ^ 

m  • 

n  u 

0.      8.      W.      • 

m  « 

''and  folglich 


UierBaeh  benutzt  »an  also  snr  Bestipuanng  too  /     jfiic  bei 

der  zweiten  Methode  ganz  dieselben  einander  entsprechenden 
Werthe  toq  x  nad  ^  wie  bei  der  ersten  Methode,  hnr  dass  man 
diesen  Werthen  noch  4ie  ror  den  ersten  und  nach  den  letzten 
Werthen  sieh  findenden  einander  entsprechenden  Werthe 
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ar=;a»+i=^a+ — Tr(6r-a),    ^=A+, 


hinxafögt  Weil  also  bei  d^r  zweiten  Methode  eine  srossere  An- 
saht  einander  entsprechender  Werthe  von  x  nnd  v  Denutzt  wor- 
den sind  wie  bei  der  ersten ,     so  wird  jene  Im  Allgemeinen  den 

Werth  von  /    ydx  genauer  ab  diese  Hefem.  Bezeichnen  wir  den 

a 

Werth  des  bestimmten  Integral«  j    ^%r,    welchen  aus  n  Paaren 

a 
einander  entsprechender  Werthe  von  x  und  y  die  erste^  Methode 

liefert«  durch  J,  und  den  Wetth  dieses  bestimmten  Integrals» 
welchen  in  der  aus  dem  Obigen  von  selbst  ersichtlichen  Weise 
aus  n  +  ^  Paaren  einander  entsprechender  Werthe  vop  x  und  jf 

die  zweite  Methode  liefert,  durch  «/',  so  pflegt  man  sich  Formeln 

n        m 

fSr  dte  Differenzen  J'-^J'tm  eiltvIcUelir,  Mrelclie  ans  den  otijigea 
allgemeinen  AusdrGcken  unmittelbar  durch  Subtraction  folgen ,  una  ' 
diese  Formeln Correctionsformeln  zu  nennen,  indem  man  sich  der- 

ydx 

fi 
bedient,  dass  man  unmittelbar  dt^  Werthe  von  J  mittelst  der  obi- 

?^en  Formeln  und  die  Werthe  von  J' —  J  mittelst  der  Correctious- 
ormeln  berechnet,  wo  denn  die  grössere  oder  geringere  Kleinheit 

n        n 

der  Correction  J'-^J  zugleich  ei»  Kriterium  äbgiebt,  nach 
welchem  man  ein  Urtheil  über  den  Grad  der  Genauig- 
keit   zu    fällen     im   Stande   ist,     welche    man    erreicht,     wenn 

n  ' 

man  den  berechneten  Werth  von  J  als  den  gesuchten  Werth  von 

'^h  '        n 

ydx  annimmt;    den  .verbesserten  Werth  •/'     dieses    Integrals 


/ 


fi  n         n 

wird  man  aber  erhalten,   wenn   man   «eu  J  die  Correction  J'-^J 
hinzulegt,  indem 

n  n         n         n 

ist.    Dass  diese  Methode  der  Berechnung  des  verbesserten  Werths 

J^'beaoemer  fst,    als  wenn   man  densefhen  •  unmittelbar  aitts  der 
Formel,  durch  welche  er  ausgedrückt  wird,  berechnet,    hat  darin 

seinen  GruiMl 9    dasp  in  der  Formel   fiir  J* — /die  numerischep* 

Coeflicienten'  beträ^chtlich  kleiner  sind  als  'in  der  Formel  fit  J, 
wie  sich  aus  dem  Folgenden  von  selbst  ergeben  wird. 


Digitized  by  VjOOQIC 


»7  - 

Die  namerischen  Coeflidenteii 

II        n'       «'         «    '         jt       -        ^ 

l».    •«-»    ■•»    *4»  ••••  ^»  .    . 

/ 

hut,  nachdem  schon  Newton  ein  Paar  besondere  Fälle  betrach- 
tet hatte 9  fflr  ft-ss^i  bis  ii=:ll  feuerst  mit  behenderer  Sorgftiit' 
Cot  es  berechnet,  und  in  der  Schrift:  „De  methodo  differen« 
tiali  Newtoniaoa^  am  Ende  mitgetheilr,  4ilMie  die  Methode  der 
Berechnqnff  anzugeben.  Diese  Schrift  findet  mao  in  einer  Samni- 
lang.  verscniedener  Schriften  von  Cot  es,  welche  unter  dem  Titel: 
,,Opera  roisceilanea  Ro^eri  Cotes'*  oder  ,,Aestimatio 
errorum  in  mixta  mathesi^  f0r  yariatiänes  partium  tri- 
anguli  plani  et  sphaerici,  auctore  Rog\&ro  Cotes.  Lem- 
go via  e.  1768.^  erschienen  Ist,  wo  sich  p.'  86.  die  Cotesischen 
Formeln  finden. 

Um  die  Anwendung  unserer  obigen  Metboden  zm  Berechnung 
der  in  Rede  stehenden  CoefBclenten  an  einem  Beispiele  zu  erläu- 
tern, wollen  wir  dieselben  jetzt  für  n=5  berechnei). 

Wenn  wir  die  in  (.  6.  angegebene  Methode  auf  diesen  Fall 
anwenden,  so  ist  zu^rui^erst,  weil  fi=r5  ungerade  Ist: 


oder 


_--      (4V>«  -  4«)  (4««>«— 2»)  iv     (4«»i>«-4«)(4V«-2«) . 


16(«»— l)(4fc»— f) 


also 


*)    Dieter  letzteie  Titel    kt  eigentlich  der  HaupUilel,   wenngleich 
er  our  eine  einselne  Abhandlung  beseichneL 
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*• — Lt53"-~ff' 
*•-     1A1.2   -4' 


■"  ii=s'*'  ■•  ^ 


AIm  ist 


»  _dk_  I     1  896_  7 
^»-'•-M  als"-»' 

A_J_1    1     IC«i_l« 
*•—  ^*— M6  •  ~i5"  -  U ' 

•  __1    1    «6      2 
**— S'4ir-B' 

y**3^=(*-Hi)(^  ^.*+2i<*.+  B  4.) . 
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WeDD  wir  die  in   f.  8.  angegebene 'Methode  auf  den  vorlie 
genden  Fall  anwenden,  so  isl 

Ol — a_ft 
^  I  1  /iL    •  V  a^-^a      1 , 


al«o 


and  folglich 


.  3  ..      .  04— a      3 


&=^^T-^=  »-»=«' 


Ä        ci«4— «        1^3        -_.! 


=t,(r*-J-)(r*-l), 

d.  i.  nach  geMriger  Ealwicfcekrag 

Theil  XIV.  10 
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(4iD-3)  W^-  128w  (Sw-l)  (fe«-l) , 
4wW,=  64(««-l)(4«e»-l); 
und  folglich  nach  gebSriger  Entwidcelnng  i 

(4fr— 2)  IF,=:128(2»*-«»»— 2»>+«) , 
4tolF,=  64^4t0«-5«o>+i) 
Integriit  Bian  dob  iwiacbco  den  GrioMo  —1  ai)d  -fl,  «•  erhilt 


—  I 

r'(4«-2)fr^=-»|i. 


s-  256 


Ferner  ist 


IT-  >        „    1     ' 

*>-     "0314 '=24' 

, L—       1 

*»-  T2172  -4' 


und  weil  nun  2«=  m  Ist,  so  ist 

'>-'ft-32  54lS"-5Ö' 

'•— '*— 32'6'    16    ~45' 

»  _I    I    286_  2 
'*— SS*4'l8'-l5* 

Also  ist 

/*  7  16  3 
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WeDD  i?ir  die  in   f.  8.  angegebene 'Methode  auf  den  vorlie 
genden  Fall  anwenden,  so  isl 


abo 


und  folglicil 


«4= «+  J  (*— «)'J^  =  4  ^ 
« '— «X 1 /A    «^  2»=:^  —  -  • 


=r(«*-j)(e«-l), 

d.  i.  nach  gekfirigw.  EatwkkakMig 

TbelJ  XIV,  1» 


:.tl 


Digitized  by  CjOOQ  IC 


2M 


hV    -,       W  -.1 


vnd 


F'=r»-jr«  +  r) 


.1    -      6f       .     "^.1 


Daher  ist 


IT      ^S'^  +  J 


V      60i>*-S6«i»-f8 
?F— 300p*-225i»«+16  ' 


oder 


andl  in  diesen  Bmehe  moM  man  nun  flir  e  nadi  pnd  nadi  ^S9— 1, 
/J^-'s-^  ftssO  setseo»  um  fi,  9"%,  ^t  «>  eriiaiteo.  Dies  ^eb« 

A     _       60-6S-f8       7 
Jl      iS.        4       4+-*        16 


4--r+« 


gaiu  wie  Torher. 

Auf  diese  Weise  kann  man  die  sftmmtlieheo  nnmerisehen 
CoefBcienteo  lierecbnen.  Die  von  Cotes  angegebenen  Wertbe  dec^ 
selben  wolleri  wir  nun  im  Folgenden 
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Fir  ti=2  ist: 
Fflr  11=3  ist: 

Farits4  ist: 


*)  DmU  ■!•■  «ich,  Mmi  »  eiae-gmufo  XsÜbtaefelkaet,  4m  la- 
terrall  4—«  b  n  gieiehellidle  getkeilt,  u4  bMeidiMt  die  4m  WoOm 

*•■  X  MtopreehcB4eii  Werth«  T«a  y  rmpecdir«  4grdi 

Po>  9\t  9at  P»f"9ui 

m  iat  Mch  4eai  Ohig«*  m4  nach  4er  Lahr«  tv«  4mi  hmfliMlui  bu- 
gnlMi: 

•Im,  wie  wan  leieht  ladet: 

IHee  Ut  die  gewihDlieli  aator  deviNauNMi  d«?  8lito]^e«n*tcheB  Re- 
ff el  in  ded  LehrSocheni>orkoninieiide  Formel  (m.  ••  ancli  Archir.  TU. 
i.  8.  8B1.).  I>«M  man  «ii^h  miUeUt  de«  Obigeiijkicht  md^re,  eine  nofdi 
Cff4eeere  Genaaif^keit  gewahrende  Regeln  oder  Fttrmein  dieper  Art  Mldcn 
linnte,  crheltot  leicht,  nnd  bedarf  hier  keiner  w«lterik  Erlint^nig. 
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45-90* 

2_12 
B— 90" 
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Fflr  n=e  ist: 


»»«s'«— T22— 


26_SO 
nJ-288' 


Fflr  N=7  ist: 

»I— /r— 840' 

'•--'»-^-840' 

94  _2T» 
Ü06-g45* 


j;_94  _2T» 


Fflr  n=8  ist: 

751 


>L     J,      3677 
■  •    A     i      49      'l323f 


/i-r,- 17280' 
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•  _      464  2,     "4t^ 


Far  <i=tO  ist: 
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»-89600/ 

27  _ 
ääiD- 85850* 
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u,      y,   _  lä09_  19344 
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Fdr  11=11  ist: 

160OT 


»1— rn-5gg752' 

U     W        86675       106300 
»»="io=  149688  —  698752  * 

M      u       '    16178  48626 

/,s=y,=-  i996g4 = -  ^^  • 
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T,=7r=s-  nÖ^~59§?52* 

u    17807  427368 
»•  —äiäa— 698762' 
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^  Mittelst  dieser  Dumerisclien  Coefficienten  luuiii  man  nadi  dem 
Obigen  leicht  die  erforderlichen  Formeln  aar  nShehingswelgeti  Be- 
rechnung des  bestimmten  Integrals  /  jfi:^  kmHtäff^ ,  was  keiner 

weiteren  Erlfiaterong  bedarf.    .     , 

§.  12. 

Bei  der  Berechnung  der  imth 

•      •      «      «      »        «      «' 

Cot  Ci,  S^,  C^,  C4«M«C  fCmiii 

bezeichneten  Coeflicienten  wollen  wiriins  jetzt  der  In  6.  a  anm- 
gebenen  Methode  bedienen.  ^  ^ 


Ffir  nss2  ist 


1  ^A      V  tfp — ä_     1 


«i- 


also 


«,ssa+Y(b-a), 


Ä»«2?i?-l=^-2->I=-3, 


Folglich  ist 

d.  i.  nach  gehöriger  Entwickeiimg 
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Weil  Don,  wl«  oudi  leicht  indet. 


ist,  M  ist 


.  P      T~'8'_3o»-» 

Ff  ~'©'ü3ir"i3r«-w 

"ST  ■ 


■ad  fUgiidi,  wenn  usd  filr  v  nadi  and  nach  /?,=— 8,  Ä=-   ' 


aetst: 


»     •       3.9-29  _      1 
€»=«i=|2.9-6Ö a* 

•     «       3.1—39      13 


F«r  «ssS  ist 
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«4S=i  ^=^  —  1  a&3'l  =r  2  •• 

Folglich  ist  '     •    : 

F=  (r +2)  (c+l)  V  (r-l)  (t»-2) =e(t)»-l)  ri»«-4) . 

d.  i.  nach  gehöriger. Eutwickeluog 

'.     F=r»-5c»-f4c, 
und  folglich 

Fem«?  ist,  wie,  man  leicht  findet: 


+1 


3"   ^  B 


nod  folglich 


4     If^.^ 

^i; '';  ""  3  *^  '*'  1»  _  15t.*-70r«+ 38 

8F-"  6i.«-,J5i>«+4  ~75»^«26e«+«0' 

-ST' 


Also  ist 


flC|=4»= 


15.1-70.1  +  38      17 


Für  ii=4  ist 
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•      '    ^2,.      .         ;«,-a      2. 


A>-'«6_o^*-    3     *—    3' 


Folglich  iat 


F=  (« +|)  (»+1)  (v  +  l)(v  ^  l)(^l).(r-  3-) 

=  (e*-J)(»*r;;)(e*-f). 
d.  i.  Dach  gehöriger  Entwldcelang  , 

_    ■.•    35   .  .259'  -  '  28    ' 

,  ^.  •     .-.'■  •     -  '  1  «     '   - 

auo 
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140  .  ^  618 


fenier  ist,  wie  man  Meht  Afdet: 


^  1    ,     36    f       .     32  , .  881 


.  1 


and  folglich 


.     32  -  .  861 
p      .g*--g»  +jjB  406i^-1440i>«+861 

5F--.     140,  ,  618-  24300«— <0OOe> -1-2690' 


AIm  ist 


5»=C»: 


406.^-1440.f+86l  , 


ti;=4,=, 


4     4          4(B.^-1440.i+86l  ^ 

***=*•  = 1 i =  Ii|ö- 


84»  .^-6300.^4  2690 


Fflr  M=i6  ist 


•k— a. 


^4' 
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=sr(r«-j)(t>^I)(r-j-), 

d.  i.  nach  gehSilger  BotwidcebiRK 

-,      .      7  .  .49  ,      9  ^'      ' 


8F     ,  ,     35  .  .  147  .      9 


Fernw  ist,  wie  maa  Mcllt  findet: 
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"•-r" 

tS 
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+  1^ 
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abo 


3F~T7~~3T.  147  .    .9. 


_     1680^«— S3aPr*+35eit>»^16ft 
~  Il7(i0i)* -504000*  +  l543J<r*— Ö4S' 


Folglich  ist 


.      .  1680.^  -6320 .  g  +  3621 .  |-166 

'^»'^^^  ~ 735 8l~^ T ' 

11760.^  —29400.^+  15436.  j—  94S 

168a789-S3-20}324^-3<«I.144-^166.64 
~117ea729— 29400.324  V  16435.144-945.64 

='-9i6'  •      ' 

rfliJ-  l«B0J-»3iDa  4-8681. t-M»  ' 

*»-''*  ~  I176Ö.1— 29400.1 -f  1643(i.l-d45 

19  ■-'•,...- 

-2iD' 

,     ,         1680.^— 5820.^+ 3!J2i.j— 166 

t«=C»=— ; 1 ^ — I 

.11760.^  7^  29400  .^-|-.liS4a6.  j— 945 

1680-<B904+3621.16--166.64 
-    1I760-29400.4-M6435.I6-946.64 

34  .    ■   '  .   .       : 

=  105'' 

,J      IM  ... 
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Wir  fFoUen  jetit  diese  etwas  weitlSafigen  RecbtauDgeD  nickt 
Docb  weiter  forteetzen,  weil  die  befreCenden  Formeln  fär  den 
praktiseben  Gebrauch  su  weitliofig  werden. 


f  13.  ... 

Nacb  den  beiden  vorbergebendep  Paragraphen  baben  wir  nun 
die  folgenden  Formeln. 

Fflr  n=2  ist  nacb  $.  11.  ond  {.  12.  respecti?e  ^ 

ond 

Zieb^  man  die  erste  Formel  yon  der  cweiten  ab,    so  erhält  man 
als  Diferenz  ' 

A— a 


Fflr  11=3  ist  nacb  §.  11.  ond  $•  13.  respectire 

/*  6— a 

a 

ond 

Zieht  'man  die  e|:nte  Forqiel^von  der  aweiten  ab,   so  erl^Alt  man 
als  Differenz 

Ffir  11=4  ist  nacb  §.  II.  und  §.  12.  respectiTe 
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Zieht  man  die  erste  Fonnel  voo  der  zweiten  ab,   so  erliSlt  man 
als  Differenz 

Far  n=:5  ist  nach  {.  11.  und  $.  12.  respective 
und 

Zieht  'man  die  erste  Formel  von  der  zweiten  ab,   so  erbtlt  man 
als  Differenz 


oder 


oder 


IggJ  t44>*«-24^i*t+<0^lM-W^s  I, 


-  ^^^  \A^-6A,,^  + 15  Jfc^^aO^,  I , 


.^4!5l|'^W-M.a  +  184ua-^«U»|. 


Stirling  (a.  a.  O.  p.  146.),  welche  diese  Formel,  jedoch 
ohne  Beweis,  äderst  gegeben  hut,  sehreibt  der  lelehterevi  Rech- 
nang  wegen  näherungsweise  470  statt  472,6. 


Wir  haben  daher  zmr  Berechnung  von  /    ^x  jetzt  die 


fol- 


genden  Näheruogsformeln. 
Fflr  n=r2  ist 


and  die  hierzu  zu  addirende  Correction  ist 
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«nd  die  hierxo  zu  sddirende  Correctton  i«t 


IST '  ^»«^^^^»•t  +Ä4i^ 

Ffir  11=4  Ut 

«ad  die  Ueiu  n  iridirende  GomotioB  let 


4— a 


Fflr  ii=r5  Ist 


yV*=^  I7i4,^  +  33^^  +.12^,) 


^uml  die  hktni  n  addlrende  Coneetiea  iet 


od^r 


^^{A^^^A^^^liA^^^A.  h 


-  ^yp^i<u^-6i<ii*+Mi<iH-^»J»l, 


oder  «ftherangeweiee 


Sa  Stirlinff  a.  a.  O.  noch  awei  CorrectioDoformelB  flbr  ii=7 
=9,   gleicDfalla  ohne  Bewele, 


aDgeseben  hat,  eo  wollen 
irir  dieselben  hier  noch  niittbeilen ,  Indem  wir  dem  Lcüier  die  Eot- 
wklEelong  derselben  nadi^den  oben  angegebenen  Methoden  0ber- 
lassen. 
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FOi  N=s7  tot  nach  $.  11. 

:  ,      .  ' 

und  die  hierzu  zu  aditoi(de  Cprrection  ifit  nadb  Stirling 

wo  die  Zahl  dSO  auch  oi^r  näheniogsfreise  richtig  sein  wird. 
F6r  ft=9  ist  nacb  §.  IL 


/V 


«  ■ 

und  die  hierzu  zu  addireade  Oorrectlo»  ist  naeh  (Stisllng 

wo  wieder  die  Zahl  1600  nur  annähernd  richtig  jseii^  wird. 

i  14. 

Eine  sehr  wichtiee  Erweiterung  und  VerroIlkonmNNiff  Kahen.^ 
die  Torhergehenden  Methoden  zur  näherungsweisen  Erroittelune 
der  Werthe  bestimmter  Integrale  durch  Gauss  in  der  Abhand- 
lung: Methodus  nova  integraliam  talores  per  approzi- 
mationeminveniendi*)  erhalten.  Da  jedoch  diese  verfeinerte 
Methode  von  Gauss,  wie  man  sie  mit  Kecht  nennen  kann,  fdr 
nnsere  Zweclce  in  dieser  Abhandlung  mit  hinreichender  Leichtigkeit 
in  der  Praxis  nicht  wohl  anwendbar  ist,  so  wird  es  genfigen» 
hier  nur  einen  kurzen  Begriff  von- •  derselben  durch  Betrachtung 
Ton  ein  Paar  einlachen  besoodern  Fällen  zu  geben.  Im  Allgemein 
nen  wollen  wir  nur  vorläufig  bemerken,  dass  das  Wesen  dieser 
Methode  von  Gauss  darin  oesteht,  die  Werthe  ron  ^,  dheren  eift* 
sprechende  Werthe  von  y  der  Rechnung  zum  Grunde  gelegt  wer- 
den, nicht  wie  bisher  willkührlich  anzunehmen,  sondern  so  zu 
wählen,   dass  dadurch  die  md^lifdbsC  grokse  Genauigkeit  in  der 

Bestimmung  von    /    ydx  erreicht  wird,  und  wenn  diese  Bemer- 


0    OMMmoiitatiiNiei  todeiatis-vegiao  «oi^ithwaai  OottiDgenils  rMea- 
tioret.   Vol.  III.   GoUiogae.  1816.  p.  39. 
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kuig  anch  in  der  Allgemelnbeit,  in  welcher  wir  dIeveHie  eo 
ausgesprochen  haben,  nicht  ganz  verstäodlich  sein  kann,  so  wer- 
deo  die  folgendm  Beispiele  doch  gewiss  hlnreidiend  sein,  das 
Weseo  der  merkwürdigen  ond  widtigen  Gaussischeo  Methode 
▼dllig  deutlich  an  maeheo. 

Wir  wollen  Ar  y  die  Form  ^ 

oder,  wenn  wir 

'  X — ÄÄll 

«eta«i|^;die  Fona 

anaeiMnas.    Dann  ist»  vreil  B^t^s^^dn  und  fi|r  «=3(i,.  ^rcvA  jrei^eG- 
tiFe  u=0,  9i=^b — a  ist: 

a  o        - 

d.  i. 

Wenn  wir  nnn.  Indem  Ai,  A%  wieder  die  Werthe  von  y  f&r  xssoi» 
xsza%  bezeichneo,  .     :    .     \ 


y*  V^=(6-^)  (If,  J^  +  Ä,^^ 


sctzefi,    wo  Kl,    k^  gewisse  ii^ch  zu   bestlmnicfnde  nuAierischd 
Coefiicieiiten  bezeichnen,  so  ist,  weil 

Ai  =  «o  +  «i«4  +««'«1^  +  «»Ol' 

=^0+ A(fli-«)  +Äi(ai-a)HAi(oi~fl)»> 

ist,  nach  dem  Vorhergehenden 

+  A  t  AfiK-«)+Ä«(o*-it)l(ft--ir) 

*  +  Ä I  ^i(<'i-«)H^2(«a-«)»l  (^-«) 
Theil  \IV.  20 


Digitized  by  VjOOQIC 


setzen: 

+ft(*i»i+ift*.)<*-«)* 

+A(AriT,«+*.T.«)(fr-«)» 

+&(*^iT.H*i'i')(*-«)*- 

Soll  nnn   dieaer  Aiwdnick  tod  /  ydj;  nit  dem  A^^n  -AMAroelM 

•  ■     . 

y  *;y&r«  ^a(fr-«)  +  |a(6-«5*+  |-A(*-^)r+ Jft(fr-^)* 

sttr  Uebereio«iimiraiiiff.  gebiacht  wercTen,  «o  rnOBsen  wir  die  Tier 
Grossen  K^  9  K%  und  Tj  ,  x^  so  bestimmen»  dasl»  deo  vier  Glei- 
chungen 

fenSfft  Tirird,  uvd  es  wird  «Ise  jetst  darauf  ankomnldn»  dies*  vier 
ileicnungen  aufzulösen. 

Leicht  erhält  man  alber  aus  diesen  Gleichungen: 

I^(Tj  — Tj|)Tu  =  2"  Ti  —  j  , 

und  hieraus  ferner 

•1*  1 
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oder^ 


setzen: 


WS 

2  »i*t-^3(*i+i^«)  +4  =0; . 


fe^ft+%»  ^=^n^ 


worana  letckt 


•  t 


erbalten  wM<  <'  - 

ist,  so  sind  T|  ,  f^  die  beiden  Warvelo  der  ^nnd^rtisdbevGleicbQng 


C*-i-f>  -j-g-  s=6. 


idiüeh  dewd  Aidltwüig  «cli 


ergiebt. 

AUo  kafiD  maO 

*i=2U~;^3^-  2V3  ' 
1  1       V3-I-1 

«äteett/'and-  ittr  ITi  tntd  ff,'  erbflt  laan  jnifl  l«lelrt  n^ttdsf  des 
Obigen 


I    :\\  ^  k,^K^^\. 


90* 
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Nach  der  Berechnung  yon  Gaiibs  ist,  ' 

Ti  =0,2113248654051871 
r,=0,788675i345948|29 

wovon  man  eine  beliebige  Anzdil  voa  Dtfcimalstellen  beibebalton 
kann,  wie  es  gerade  die  Genauigkeit  der  anzustellenden  Rech- 
nung 4Brfordert. 

Wenn  man  also 

setzt,  und  Ai,  A^  wie  immer  die  diesen  Werthen  «|,  b«  Ton  x 
entsprechenden  Werthe  von  y  bezeichnen,  so  ist 


/ 


^aarss-^j-  {A^'^4%)» 


und  bei  dieser  Besfitaunung  ist.     ''      '  -  ^ 

gesetzt  werden,  d.  h.  man  hat  f&r  y  eine  ganze  rationale  alge- 
braische Function  des  dritten  Grades  aamnonOMii,  irogeiohldl 
man  nur  die  zwei  den  oben  bestimmten  \Verthen  ii|,  a%  von  x 
entsprechenden  Werthe  Ai^  A%  ?bn.jf  Jer  Redhnnng  zum  Grunde 
gelegt  hat 

Wir  wollen  nun  ftir  y  die  Form 

eder,  wenn  wir 

x-^apiu 
setzen,  die  Form 

,'     ;    *      j  •  \ 

ann«bnMn.  Q«pn  ist,  weit  d^e^^u  W>4  0|r  4i=0>  «:s:6  reuM* 
tive  t»=0,.t»  =  6— o  lat:  ,, 
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d.  i. 


r 


Wean  w(r  düb,  indem  ^4],  ^,  /l,  die  Wirtfae  tod  y  nir  ■x='(ii, 
xssa^,  x=ß^  bezeichnen» 

setieo,  wo  iE«,  f^,  jK«  gewisse  noch  zn  bestirameiiAe  nnmeriscbe 
CoeffideDteii  peze><^l>nen»  so  Ut,  weil 

=/Jt+ft(««-«)m(««-Ä)HÄ(a«-«)HA(««-«)H/J»(a.-«)*, 

=/Je+A(«.-«)+^.(«»-«)*+A(fls-«)HW«8-a)HA(«.-^«)* 

ist»  naich  dem  VorhergehoDden 


/ 


*^=    ^,{iri+Ä;+Ä,UA-a) 


+AJÄ(«i-«)  +  Ä,(«,-«)  +Ä.(a,-a)}(Ä-«) 
+  /l.  ( *x(«i— «)M-Ät(«t— o)«+ir,(a,-a)«)(Ä-a) 
+ A  l  Äi(«,-a)»+^.(a,-a)»+iK.(a.-o)» }  (6-a) 
+P4<iri(«»,-a)HÄ.(«i-a)H*i(«.-«)*W»-a) 
+A|Äi(«»i-«)Hir,(o,--«)H-iP.(a.-a)»|(6-o) 

oda,  wenn  wir     ,  ' 

1^ — a=Vi(fr— <^)j    0*— «=«t(A— 41),    a»— a3:?»i(6— o) 

wtiken: 

PsSx:^    (J.(lfj+jr,+Ä,)(6-o) 

,+ A(*l»l +  «.Tv.+«a»i)(*-«)' 

+  /j.(AriT,*+if.T,«+Ä,t.«)(ft-«)» 

•    4-A(Ä,»i''+Ä.r."+*r,T,»)(A-o)* 
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+ ?«(ifinHÄ;*.*+Ä;«i\)(ft-«)» 


Soll  nun  dieser  Augdnick  von  /    ySx  mit  dem  obigen  Ansdracke 
J**y9x=ß,  (6-«)  +  ^ft  (6-a)t+  j A(6^)».  +  Jft  ([ft:-f )*  . 


+  lß^(b-a)»-ylß^(b-a)* 


zur  Uebereinstimnlnnff  gebracht  werden,  so  mfissen  ^r  die  sechs 
GrSssen  Ei,  K^,  K%  ond  ti,  t^,  tg  so  bestimroen,  dsss  dep 
sechs  iGleipb^iigeD  •      .    ,    ■ 

Ki-\-  kt^  *t'=^  *. 

geiiAgt  wird,  imd  ea  wird  »ith  also  jelirt  dann»  handelD»  dioie 
nechs  Gleichangen  aufzulösen.' 

liofebt  erlifili  sniii  ab«r  lua  dies w  .QI^idiaQgiin  i 

1        ' 
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3ftl 


*•  (n  -n)(r«-*,)T,»  =  jT^r,—  g^(iri +tO+  j  5 


folglich 


1  1  1        '  1'  • 

oder,  «reoD  wir 

«•tiOD: 

'  111 

*•  - !*• +3  ^  •"! =•' 

1,       1,       1,       1      -, 


woran«  leicht 


•rhakeD  wird. 
Well 


3  ^  l 

ti-j'  ^-gT'  **=5Ö 


3         3         1 
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Google 


ist,  sö  «ind  Y|  ,  r, ,  r.  die  drei  Wunseln  der  cabiseh^  6lddiiitt|t 

Eine  Würzet  fieisier  Oleichang  ist  ^»  .wie.naii  leicht  findet,  und 

die  beiden    andern  Wurzeln  derselben  werden  also  durch  AuflS- 
sung  der  quadratischen  Gleichudg 

I 

gefunden.    Üie  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung  sind,  wie 
man  leicht  findet 


und  man  hion  also 


•  '  .n  .  4  /  3.^ V5  J:  V3_  S  jfc  Vis. 
1/1     '4/3,_5-Vlß     • 


*«— 2' 


*»-2^'+\6^-     10 

setzen;    flir  Ki,  K»,   K,   erhSlt.man  ^iber  mittelst  des  Obigen 
leicht  die  folgenden  W«rai0: 

Ä--^     Ä---*     Ä"^*     . 
«i— jg»  **— g^»  *,— ß-. 

Nach  der  Berechnung  von  Gansy  ist 

Ti=0.1]270166((3792S83  < 

i.  =  ljß9»ie3346207il7. 
Wenn  man  also 

ai=rt+»i(6— a:)=:a+j(l— y  g")(A— a)     .     .    ,/ 


Digitized  by  VjOOQ IC 


:ai3 


setzt,  und  Ai,  A^,  A^  «rie  iriimr  die  diasen  Werthen  «i,  Ot,  a, 
▼OD  :r  entsprechenden  Werth.e  von  y  bezeichnen,  so  ist 

•    •  '■•.•;■•.-•    •  ,-.   ■•■.••   '■    ■••  > ■       ■-•■'    X.  <!-' 

I 

oder  .  s 


/*« 


«od  bei  dieser^  BesÖifmiqng  ^st       .  .^       •  {  .     ' 

gesetst  ikrordsjb,.  d.  fi.  man  hat  Ar  0  eine  günctf  killoi^e  vü^gfh 
Braische  Function  des  ffhiQen  Grades  aneenommen «  ungeachtet 
man  nur  die  drei  den  ob^n  bestfmm^A  \YQrfhen  ^ ,  o^,  a,  von 
0?  entsprechenden  W«rthe  A^\  A^,  A^  voii  y  ider  Rechnung  zürn 
Grunde  gelegt  hat. 

Wenn^man 

setzt,  und  sich  flbrigens  ganz  ähnlicher  Bezeichnunsen  bedient 
wie  Torher,  die  sogleich  durch  sich  selbst  ▼erständlick  sein  wer- 
den, so  sind  ti,  Ti,  u,  «4  die  vier  Wurzeln  der  Gleichung 

.L9st  man  diese  Gleichung  auf,  so  erhält  man  nach  der  Beredl«* 
nung  Ton  Gauss 

.   t|^OjD09431844aO29{754  . 

y.=Q;I3000947820^)677 

v«;=a0.9306(»I5B7tm»46  , ..      .  -   .:,.. 

and  flir  Ki,  £,,  E*.  K^.vfAwifäA  die  folgendeo  WerOi«: 
JEi  =X«»<a7a9^<988687284 
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Setet  wm  dann 

aA  =  ä  +  T4(6— a) 

und  beieicbnet  41*  ditetD>WeM«i|  von  w  «fit0|Hre^eDdeo  Werihe 
▼on  y  wie  gewöhnlich  durch  Ai,  A%,  A^,  A^;  ao  w 

WeDD  mao 

«IM»  «a  «M  fk«  ft»  Vi,  ^,  ?^  die  Wofzeln  der  Cloidbaog 

Nach  der  Berechnung  tob  Gaues  ist 

ti  =O^(M6O10(y77O30Q68O 
«^=0,2307663449471585 

«4=0.7092346550628415 
T,  R?0^9S90899a^9e03330 

«PÄ     .     .   .    . 

ITi  s=£^sO,llS4634425280945 
£,=i;=0>2393143^24g6832 

and  wenn -man  dann  .< 

V 


•r     .•^ 
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setzte 


aber  durch  Ai,  A^,  A9,  A^s  A^  bezeicknet»  so  bt 


/ 


'*»aar=:(«-a)  |  Ki(Ji+j;i+K,(A,i-A^  +  I[.ji,  U 


.;>■.■•.;        .-.f.  .,;o.ii-.-/-.i!    .      ,.■    ...  +  «t^»+afoa;»»-^'i^iB»»»-'' •• 
Mtit»  80  «iod  ^,  Ta,  t«,:T4>  ^>  ^idie  Wvrseln  ii«r  Glei^bang 

Naeh  der  Redinang  Ton  Gauss  ist 

T^  =0,0337652128084240 
t^=:O4«93OS3O07668678 
v»=::0,380e904069S84015 
v«=O,6i«30950304l5985 
v«=:0;B30<X)460323313-22 
n=  0,9662347871015760 


und 


«nd  wenn 


Ki^K^  »0,0686022461896852 
Jr«=rk»s0,1803807866240693 
£,  ^  JT«  :£:0,22398e9ii728634S5 


i^sa  +  i%(6— «) 
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8t9 


setzt,  die  diesen  Werthes  vab  9  «lyUiprechenden  Werthe  tob  y 
aber  darch  Ai^  At,  A»,  A^,  Ä^,  Aß  bezeichnet ,  so  ist 


Weoo  ma»       /    »    *     V.  t    ,     .  y 

'  •  ^  •  •  • . .  r '         . .  ■  X    "    •  :  —  !  M ' '   ■  • .. 

setzt/ sq.  sind  V|»  ti^iTi,  v«^  H^H*  Ti^  die  Wurzeln  der  Gielchmig 

Nach  der  Recfanung  von  Gaass  ist 

Tj  =rO.O-2544e043|B286202 
T.  =04292344072003028 
T«=rO,2970774243]I301S 

T4=0^ 

T« = 0,702922575)9886085 

T,  =s  0,8707665927996972 

«r  =0.9745539561713798 
und  1  ' 

Ai = «Tr =0.06474248^0644348 
ir.sie;»0,I3085269&744S384  .. 
jr,=£*=s0,19091502S2625595    ,      . 

Jir«=p.2O807959Jl830^7 

und  wenn  man  dann  .      i  <■--     :■ 

a«=ä+t«(6— ä). 
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setst»   die  diesen  Werthed  T<|n  Ht  estsprechendeo  Werthe  tod  y 
aber  durch  ^i»  A^,  J,»  il«»  ^»»  ^^e*  ^  bezeichnet^  so  ist 

i '  ••    '    ■     ■  .  .  '  .    •  *   > 

y**,ar =(ft-Hi){£i(;i,+iJr)+ if,(i<.+4,)-MP,(^.+:^.)+i:«J4i.  . 

Eine  noch  weitere  'AusfBhmog^  dieses  wichtigen  and  interes- 
santen Gegenstandes  Hegt  jetat  nicht  in  meiner  Ansicht,  die,  wie 
ich  schon  im  Eingange  erinnert  habe,  zunächst  darauf  gerichtet 
war,  denselbeh  in  die  Praxis  einzufahren,  und  zum  Gebrauch  bei 
praktischen  Arbeiten  zu  empfehlen.  .  Jedoch  hole  ich  späterhin 
auf  diese  Betrachtungen  zurüciczulcommen,  und  dieselben  dann, 
was  die  Gauss i'sche  Methode  betrifft,  zu  noch  grösserer  Allge- 
meinheit zu  erheben. 


Vf. 
:  :  •  f  ■  ' 
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Heber  Singriilarltaeten  an  Carreii  der 

Von  den 

. '  .  *  Serra  Doctor  Bß0Jt' 


M 


Die  Gieicbiin^  deA  4ten  Grades  zwischen  zwei  Verinderllcheii 
«  vnd  ff  \äs»t  sich  Im  Allgemeinen  auf  folgende  Form  bringen : 

pr9  +  \ax*  +  by*-i'CXff^dx+eif+f)=0; 

wo  p,  q,  r  und  s  lineare  ganze  Functionen  von  x  und  y  Torstelleo, 
a,  bf  c  u.  8.  w.  aber  constante  GrOssen  bedeuten. 

Denken  wir  uns  unter  x  und  y  Punkt  «Coordinaten»  so  gehOrt 
obige  Gleichung  einer  Curve  4.  Ordnung  an,  deren  Asymptoten 
folgende  Gleichungen  haben: 

p=0,  9=:0»r=0,  «=0. 

Die  2.4=8  Durchschnitte  dieser  Geraden  und  der  Curve  liegen 
auf  einem  Kegelschnitte,  dessen  Gleichung  erhalten  wird,  wenn 
man  die  in  der  ersten  Gleichung  zum  Vorschein  kommende  Func- 
tion des  2.  Grades  der  Null  gleich  setzt.  IVir  wollen  diese 
Function  mit  ftiZ^,  wo  fi  eine  constante  Grösse  bedeutet,  sowie 
auch  noch  das  Product  pqr$  mit  il  bezeichnen;  alsdann  schreibt 
sich  die  Gleichung  des  4.  Grades  wie  folgt: 

Wenn  wir  J7  annehmen  und  unge&ndert  lassen ,  während  wir 
filr  ^B%  immer  andere  Functionen  des  2.,  1.  und  0.  Grades  eln- 
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wtee»;  W  eikalton  «U  dte  Ghfeiililigw- eitler  WUgKehtn.Ctnreii 
^r  ^^Orda«^  iliit  4eteelkeo  AvvittptoUii  p,  ^  r^nsd/«.  Wtt 
IbAmmo  yiter  4mm  Linieli  ehwe  ÖMsi^A  h^mdmüiw^  .  daag  wir 
yi»€  IhieirirvAfiedibiWieeii  «ntarvTerten »  denn  4i»  vtek CMnaAdbien 
MtUlt  die  FoBotioB  fJ}«*  !  Es  mab^n  sidi  abet*  Bwitfeblfti  dllii 
CoeiBcieDteB>  41»  6,  0  u.  s*  ir,.  6  üimcfauigeB  yobi  e»ital » ^inadei 
wenn  ausg^AcU  TFird,  dass  eine  der  erivfibnteB  Curven  4arch 
eioeD  fTMiK^lirlicfi  angenammeoen  Funist  der  Ebene  mit  drei  ihrer 
Zweige  gehe,  octer  iyit  anderen  Worten,  dasa  jener  Punkt  ein 
dreifacher  Punkt  der  Curve  werde.  8ein^  Coordinaten-Werthe 
nftnilich  mfiaseo  Tolgenden  GleichuBgtn  fjenOgen : 

/         :  -  ••         • 

Wir  ersehen  hieraus»  dass  sich  immer  eine,  Curve  des  4 
Grades  finden  lasse»,  die  ein  willkuhrlich  aDgenonimenes  Aeym- 
ptoten-System  besitzt  und  einen  wiilkührlich  angenommenen  Punkt 
als  dreifachen  Punkt  aufnimmt.  Sind  x',  g*  die  Coordinaten  des 
letzteren»  so  ergi^bt  sich  flr  nüie  Crleieluing  der  sugehörlgen 
Curve  die  folgende: 

Wenn , der  PuAkt  elBe^eba  Lage  bat^  daJM  Ak  ihn  c^  ils6 
verschwiiidet»  so  ist  der  Kegelschnil^  ifili  dl»r  izuE^bdrigtei  C^rv^ 
eine  P^sabeU  ein  Fall,  del  ffli^  alle  Ptiifcie  der  Curvt^  4.0rdniing 
üiatrilt,  deren  Gleichung  -diese  Istt  \.,} 
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Fir  lUb  VlMkt«'  «iiiM  Th^hB  An  RiaiM;  fa  widche  die 
Eb^ne  vö«  der  Curve  V  MtheHl  wivdl,  «riaiigtider  Ansdmfek  F  «t- 
Ben  poifttiven  Wefth,  ddier.)  wird  der  HS§ehdboiti  dbr  eiMtt 
eolchea  Pinkle  eetepiech^ndeB  €m^e  F*  elw  Hyperibel^  w&hreod 
allen  Punktes  der  fibrige»  R&anie  edche  Gnrven  mgABi^,  d^nm 
Durebsdnille  nit  den  Avjrviptoten  auf  Ellipsen  li^fenb    • 

NehmdD  w!r  die  Ab'stSnde  p  und  g  von  d<^n  Graden  }»==0 
und  o==0  zu  unabhängigen  Veränderlicnen.  bo' findcfn  wir  statt 
der  Uleichung  F=0  eiue  andere  von  der  Fo0n      '^   * 

IZ'a  ist  eine  Fnnctien  des  %,  vanä  t  und  u  sind  Funetfenen  des  1. 
Grades.  Diese  Gleichung  stellt  dieselbe  Gurre  F  dar  und  iXsst 
uns  aus  ihrer  .Form  emeben,  dass  die  Asymptoten  >  und  q  jene 
Linie,  eine  jede  in  2  Punkten,  berühren.  Ine  Berthrungspunkte 
liegen  auf  dem  Kegelschnitte  Rf^^ü.  Was  von  p  und  q  gesagt 
worden,  gilt. ebenfalls  ffir  r  i^nd  k.  Hiernach  sind,  die  Asympto- 
ten Doppeltangenten  der  Curve  F.  '  '  . 

Es  sei  beispielsweise 

p=x,  y=y,  r=a?-2y— 1,  i=y-2ar— 1. 

Die  Asymptoten  bilden  alsdann  ein  symluetrisches  Viereck,'  und 
es  besteht  die  Curve  Fans  Ewei  gesonderten  Ovalen,  von  denen 
das  eine  die  Asymptoten  x  und  y  m  bezflglich  den  «Punkten 

,=6(l+V^7)  und  ^=5(1-11^7),   ' 
das  andere  in  den  -Punkten 

y«j(l--V^7i  und  x:^\(\^^7) 

berührt  Die  Tangentialpunkte  der  andern  Aaymptoten  sind  ima- 
ginäi[.    Fflr  das  As3nmptoten- System 

ergeben  sich  wiederiim  »wei  getrennte  Ovale,  die  auch  wie  in 
dem  vorhergehenden  Falle  ganz  innerhalb  der  beiden  von  den 
Asymptoten  p.  q,  r  und  p,  q,  m  gebildeten  Dreiecke  liegen,  von 
denen  aber  jetzt  dasveioe  ausser  p  und  q  die  Gerade  r,  das  an- 
•  5r^^  Gerade  s  in  einem  Punkte  berührt.  Die  übrigen  Durch- 
jelmttte  von  t*  und  t  «mI  der  Curve  liegen  unendlich  weit  Die- 
Jei^^  Linrie  der  4.  Ordnung  als«  mit  den  Asymptoten  p,  ^,  r 
und  f,  weicke  einen  Pdmkt  Jener  Ovale  als  dreifachen  aefelmSit, 
bat  als  zugehungen  Keeelschnitt  Ü^,  als- GfundCiirve  wellen  wir 
sagen,  eme  Parabel;  den  in  der  Höhlung  der  Eier  gelegenen 
Punkten  entsprechen  Ellipsen,  und,  einem  jedtn  ausserhalb  be- 
findlichen Punkte  gehurt  eine  üypei^el  zn. 
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Von  Mkr  Punkten,  in  welchen  sich  eine  Curre  4.  Orcknmg 
upd  eine  ihrer  Asymptoten  schneiden,  können  höchstens  %  in 
endlicher  Entfernung  liegen,  so  dass  auch  kein  Punkt  des  Asym- 
ptoten -  Vierecks  dreifacuer  Punkt  einer  eigefjtlichen  Curve  4.  Ord- 
naog  'werden  kann.  Und  in  der  That»  sucht  majn  die  Curve  auf, 
welche  einen  solchen  Punkt  als  Hreißichen  besitzt,  so  fipdet  man 
für  ihre  Grund- Cur ve,  zwei  •Ivecade,  von  denen  die 'eine  immer 
mit  der  Asymptote-  KusagmienCiiltt,  auf  welcher  der  Punkt  liegt, 
so  dass  alsdann  die  Curve  aus  eben  dieser  Asyinptote  und  einer 
'Citrve  3.  Ordnung  besteht,  welche  den  Punkt  niif  zwei  ihrer  Aeste 
durchsetzt,  und  deren  Asymptoten  die  drei  übrigen  Seiten  des 
Asymptoten- Vierecks  sind. "  Für  die  Tangentialpuiikte  der  Asym- 
ptoten und  der  Cnrve  F  werden  die  eben  erwähnten  Geraden  ein- 
ander paratler,  zwei  Parallelen  geJifiren  aber  zur  Gruppe  der  Parabeln 


.    "  .2.  .... 

Plücker  hat  in  seinem  System  der  analytischen  Geometrie 
gezeigt,  dass  der  Ort  der  Rückkehrpunkte  aller  Curven  dritten 
Grades  mit  denselben  Asymptoten'  der  dem  Inhalte  nach  grosste 
Kegelschnitt  ist,  der  dem  Asymptoten -Dr ei ec1(  eingeschrieben 
werden  kann.  Ein  Punkt  im  Innern  des  Kegelschnittes  kann  nur 
ein  Einsiedler  iverdoni  wahrend  sich  in  einem  ausserhalb  gelege- 
nen Ponkte,  wenn  er  Doppelpunkt  wird,  zwer  reelle  Zweige 
schneiden.  Analoges  stellt  sich  bei  Linien  der  4.  Ordnung  her- 
aus. Es  liegen  nämlich  diejenigen  Punkte,  in  w<>lchen,  wenn  sie 
dreifache  Punkte- werden,  ein  Uückkehrpunkt  der  Curve  auf  ei- 
nen reellen  Zweig  zu  liegen  kommt,  anf^  einer  Curve  der  4.  Ord- 
nung, welche  jede  Seite  des  Asymptoten -Vierecks  berührt  Auf 
Jhr  liegen  ausserdem  noch  3  Punkte,  in  denen  der  dritte  Zweig 
der  entsprechenden  Cur^e  die  im  Rückkebrpunkte  zusammenflies- 
senden  Züge  tangirt.  Und^lässt  man  einen  in  den  positiven  Räu- 
men der  Curve  gelegenen  Pnnkt  einen  dreifachen  werden,  so  fällt 
iö  ihm  ein  isolirter  Punkt  anf-  erneu  reellen  Zweig,  eine  Singulari- 
tät, die  sich  dem  blossen  Anblick  verbirgt.  Jeder  Punkt  der  ne- 
gativen Räume  endlich  kann  nur  ein  solcher  dreifacher  Punkt 
werden,  in  dem  sich  drei  reelle  Aeste  schneiden.  Wir  wollen 
diese- Behauptungen  jetzt  erweisen. 

Die  Richtungen  -der  drei  Tangenten  eines  dreifachen  Punktes^ 
abhängig  von  den  Werthen  des  Differential -Quotienten  ^  =  X:, 
beslinrmen  sich  bekanntlich  aus  folf^ender  cubiscben  Gleichung: 

woAlr  wir  zur  Abkürzung  setzen  wollen: 

Es  fallen  nnn  zwei  Tangenten  des  singnlären  Punktes  zu- 
sammen, oder,  was  dasselbe  heisst,  in  dem  singulären  Punkte 
liegt  eine  S^pitze  der  1.  Art  auf  einem  reMlen  Zweige,  wenn  zwei 

TUell  11 V.  21 
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WutmIu  der  €;ieichimg  1)  einander  gleick  weidiw.  AMaim  «bcr 
wird  die  erste  deriv^rte  der  Gleichung  1),  d.  i.: 

durch  jenen  Wiirzetwerth  befriedigt.  Es  tritt  somit  der  erwAhnto 
Fall  ein,  weim  die  durch  Elimination  von  k  zwischen  den  Glei- 
chungen 1)  und  2),  oder»  was  auf  dasselbe  binaos  kommt,  wenn 
die  ^urch  Annuliirung  des  ßadidanden  der  Quadratwurzel  in  der 
eardanischeti  Formel  erhaltene  Gleichung  besteht.  Es  ist  dies 
die  folgende : 

Wenn  W  einen  negativen  Werth  hat,  so  sind  sänimtliche  Wur- 
zeln der  cubischen  Gleichung  reell  und'  ungleich,  und  letztere 
besitzt  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  >Vurzeln ,  »o  oft  der  Aus- 
druck W  positiv  ist.  Das  erstere  und  letztere  6ndet  aber  för 
die  einen  und  andern  R^iume  Statt,  in  welche  die  Ebene  von 
der  Linie  W=zO  getheilt  wird.  Wir  nennen  daher  die  ersteren 
positive,  die  iibrigen  negative  Räume.  Unmittelbar  leuchtet  hier- 
aus die  Richtigkeit  eines  Theiles  der  oben  gemachten  Behaup- 
tungen ein. 

N^men   wir  zwei  der  Asymptoten,  z.  B.  p,uod  q,  zu  Coor- 
dinateB*Azeo,  so  wird: 

d^n__^   dr    d$     ,_d^n_.     dr     ds  ^ 

'^-'d^=^'dq'dq''^=7^=^'^dp'dp' 

.        d^n__,,\   ds,     dr  ^     dr    dsi    .^    \dr   d$   ^  dr   d$ ) 
^-di^=^VJq^'dq+'f'dq'd^^ 

— .  rf*^  ^ > »  «^  ,  *  .   *•  *  K  o  \dr    d9   ^  dr    ds  h 
^=;]^*rf^-^r€/^+'€l^+^rf^rf^(+2»  \di,dq^€Tidp\'^ 

Für  einen  Punkt  der  Asymptote  p  versehwindet  4iieruach  iv,  und 
es  tritt  demzufolge  in  der  Gleichung  IF=0  6*  als  Factor  auf; 
der  andere  Factor  ist  3c^— 46<2.  Wonach  herflhrt  die  Asymptote 
p  die  Gutve    W  in  dem  Durchschnitte  jener    und   der  Geraden 

d^n 

^ ^  ,    =0;  ausserdem  schneidet  sie  dieselbe  in  zwei  Punkten, 

die  auf  dem  Kegebchnitte  3c*— 46f/=0  g^l^;^n  sind.  Entspre- 
chendes gilt  für  die  übrigen  Asymptoten.  Die  Bedingungen  (K=dO, 
3c* — 46</=0  reiiuciren  nie  Gleichune  1)  auf  eine  quadratische  mit 
zwei  deichen  Wurzeln,  und  die  Bedingungen  a=0,  6=0  auf 
eine  Gleichung  vom  ersten  Grade.  Wird  aber  ein  Punkt  des 
Asymptoten •  Vierecks  ein  dreifacher,  so  zerffillt,  wie  wir  gesehen 
haben,  die  zugehörige  Linie  der  4.  Ordnung  in  eine  mit  einer 
Seite  des  Vierecks  zusammenfaüende  Gerade  nnd  eine  Linie  des 
3.  Graden«,  die  in  jenem  Punkte  einen  Doppelpunkt  hat  Folglich 
entsprechen  den  Berührungs- Punkten  der  Asymptoten  und  der 
Curve  W  die  Asymptoten  selbst  mit  Linien  3.  Ordnung,  die  mit 
einem  der  durch  jene  Ptakte  gehenden  beiden  Zweige  clie  Asym- 
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ptoten  berfihren.  Den  acht  übrigen  DurcfascIiDitten  des  Asympto- 
ten-Vierecks uQd  der  Cnrve  F  entsprechen  aber  die  Asymptoten 
selbst  mit  Linien  der  3.  Ordnung,  die  in- jenen  üurchschnitteo 
Spitxen  der  1.  Art  zeigen. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  1)  geht  in  einen  ToUstftndigen 
Tubus  über,  so  oft  man  hat: 

1)  6c  — fl#£=0,    1)  c«-6r/=0-    3)  6«-^ac=:p. 

.  Von  diesen  Gleichungen  kann  irgend  eine  aus  den  Seiden 
andern  abgeleitet  werden.  Sie  stellen  drei  Kegelschnitte  dar,  die 
sieh  in  denselben  drei  Punkten  schneiden;  alle  Punkte  nftmlich, 
'deren  Coordinaten-Werthe  den  beiden  letzten  Gleichungen  6e' 
niige  thnn ,  liegen  auch  auf  dem  Kegelschnitte  1),  mit  Ausnahme 
jedoch  des  Durchschnittes  der  beiden  Geraden  6=0  und  c=;=0. 
Auf  der  Corvo  W  gibt  es  mithin  im  Allgemeinen  drei  Punkte »  in 
welchen,  «renn  sie  dreifache  Punkte  werden,  die  Tangenten  dreier 
reeller  Aeste  in  eine  einzige  zusammenfallen.  FOr  eben  diese 
Punkte  verschwinden,  wie  leicht  einzusehen,  gleichzeitig  die^if- 

fekentiaJqtiotieoten  -XT  ^^d  -^ — ;  es   sind   folglich  Doppelpunicte 

der  Curve  W,  die  also  auch  ausser  jenen,  keine  Singularitäten 
zeigt. 

Zwischen  der  §.  1.  aufgeföhrten  Curve  V  und  der  Curvo  W 
findet  'die  Beziehung  statt,  dasii>  wenn  erstere  Doppelpunkte  he- 
sifzt,  diese  auf  die  Linie  W  lallen.  Die  Coordinatenwerthe  der 
siogulären  Punkte  von  F  nämlich  befriedigen  folgende  Gleichung: 

dx=^' dxdy' dx^.dij      da^' dy^doi      rf^  '  dx^~^* 

rfT       jPn    d^jj    d^n   d^n     d^n  cPJ7_ 

djf        *  dxdy  '  dff^dx      dy^  '  dx'^.dy      fix'^  '  dy^  "^ 

•Die  Ehmination  der  drei  AnsdrGcke  "j^»  "Xä  "™  dx^  *^'' 
seilen"  diesen  beiden  Grteichungen  und  der  Gleichung  F=0  liefert: 

,  d^ii     d^n  ^  d^n  d^m^ 

^dx^dy '  dy^dx       dx^  '  1p  » 

,,  d^n    d^n   d^n  , .  jPji  _d^  j^n  .  _ 

'^\dx^dy  ~"  dx^  '  dy^dx  5  Uy^dx      %•  '  dx^dy^  — ^' 


d.  i. 


»=a 


Lässt  man   also   einen  singulären  Punkt  der  Curve  F,  falb 

ein   solcher  vorhanden   ist,  dreifachen  Punkt  einer  Curve  vierter 

Ordnung  werden,  deren  Asymptoten  -  System   il  ist,  so  fallen  in 

«jenen  zwq    Tangenten    zusammen    und    die    Grund*  Curve  wird 

eine  Parabel. 


21 
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3. 

Aus  der  Abtheilune  aller  Curven  n.  Ordnuag,  deren  A«yni* 
ptoten  zusamnienfallen ,  heben  sich  als  untergeordnete  Gruppen  die- 
jenigen iferaus»  welchen  dieselbe  Grund -Curve  zukonimf,  oder, 
was  dasselbe  besagt,  die,  welche  sich  auf  den  Asymptoten  in 
denselben  n(n — 2)  Punkten  schneiden.  Sie  haben  an^ser  den 
eben  erwähnten  und  den  unendlich  weit  liegenden  Tangential- 
Punkten  der,  Asymptoten  keinen  Punkt  gemein.  Da  in  ihrer 
Gleichung,  welche  von  der  Form  iIaHhf*£n.-9=0,  ist,  die  Func- 
tion Iln  (ein  Product  von  n  ganzen  linearen  Functionen)  und 
Rn^%  (eine  Function  des^  (n — 2).  Grades)  bestimmt  sind,  so  eot- 
häft  sie  mir  noch  eine  will kilh4r liehe  Constante,  don  Coenicientea 
(ik,  woraus  denn  folgt,  dass  eine  von  ihnen  vollständig  bestimmt 
wird,  wenn  man  sie  durch  einen  willkiihrlich  in  der  EJbene  ange- 
nommenen Punkt  gehen  lässt.  Im  Allgemeinen  wird  es  nun  eine 
gewisse  Anzahl  Punkte  geben,  welche  für  die  durch  sie  gehenden 
Curven  Poppelpunkte  werden;  wir  wollen  ihnen  der  Kürze  wegen 
den  Namen  Cardinal- Punkte  beilegen, -und  wirklich  lässt.die 
Befrachtung  des  stufen  weisen  Ueberganges  einer  Curve  der  er- 
wähnten CvTuppen  in  die  übrigen  einen  Verglei<*h  jener  Punkte 
mit  Angel -Punkten  zu.  So  können  sich,  um  dies  an  einem  Bei- 
spiele zu  zeigen,  zwei  Aeste  einer  Curve,  nachdem  sie  sich, 
während  ft  von  0  ausgehend  wächst  oder  abnimmt,  von  dem 
Asymptoten -Polyffon  abgelöst  und  immer  mehr  entfernt  haben, 
in  einem  CardinaTpunkte  vereinigen.  Von  diesem  treten  hierauf 
wiederum  zwei  Aeste  ans  einander,  von  denen  der  eine-,  während 
fi  in's  Unbegrenzte  zunimmt  oder  kleiner  wird,  immer  weiter -fort- 
rückt, der  andere  ab^r  sich  der  Grund -Curve  immer  mehr  nfihert 
Bei;  diesem  lieber-  oder  Durchgänge  verlieren,  wie  PI  Ocker  in 
seinenrSyst.  d.  analyt.  Geom.  an  Curven  dritter  Ordnung  im  Be- 
sonderen und  in  der  Theorie  der  algebr.  C.  allgemein  nachgewie- 
sen bat,  die  Linien,  wenn  der  Punkt  ein  Doppelpunkt  ist,  6, 
und  in  einem  «7  fachen  überhaupt  80(47  — 1)  Wendungsnunkte. 
Ipd  Besonderen  verschlingt  ein  eigentlicher  Doppelpunkt' (mit  zwei 
reellen  Tangenten)  vier  imaginäre  und  zwei  reelle,  ein  lljnsiedler 
sechs  imaginäre,  und  eine  Spitze  der  ersten  Art  sechs  imaginäre 
und^zwei  reelle  Inflexions  -  Punkte. 

Die  Coordinaten-Werthe  der  Cardinal -Punkte  einer  Curve  «. 
Ordnung  müssen  gleichzeitig  die  folgenden  drei  Gleichungen  be- 
friedigen: 

Eiiminiren  wir  aus  der  ersten  und  eiiier  der  beiden  andern 
die  von  einer  zur  andern  Curve  derselben  Gruppe  sich  ändernden 
Coeflicjenten  (i,  so  kommt: 
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Ausserdem  ergibt  sich  noch: 


ox    wr—4^  dR      dU   dR 

Dieser  Gleichnngen  haben  vAx  uns  zum  Aufsuchen  der  genannten 
Punkte 'zu  bedienen.  Die  beiden  ersten  sind  vom  (2n^3).  Grade, 
die  ietsle  Tom  2(ii-^2).  Eine  von  jenen  und  diese  liefern  folglich 
2(n~2)f2n — 3)  Punkte.  Von  diesen  ist  jedoch  eine  gewisse  Au^ 
zahl  als  den  gestellten  Bedingungen  nicht  entsprechend  auszu- 
scbliessen.  Ahnden  wir  z.  B.  die  Gleichungen  1;  und  3)  an«  so 
liefern    solclie    erstlich    die  Punkte  >    für    welche    gleichzeitig   17, 

^^^''^  7"*  ^^'^^^^'*^^^'  ^^^  ^'^  Coordinaten-Werthe  dieser 
Punkte  genOgen  auch  der  zweiten  Gleichung.  Ffir  den  Werth  von 
f&»   der  diesen  Punkten,  welche   keine   andern  als   die  ■■^■■g" 

Durchschnitte  der  Asymptoten,  entspricht,  gibt  die  1^ Gleichung 
P=0  die  Null»  da  im  Allgemeinen  keiner  von  ihnen  auf  der 
Grund -Ourve  liest.  Es  wird  sonach  F^i7,  d.  h.  die  Curve 
F  gebt  in  das  Asymptoten -Polygon   über.     Wir  erhalten  ferner 

diejenigen  Punkte,  fÄr  welche -r- =^-7-:  =30   wird,    deren    Coor. 

dinaten- Werth e  aber  im  Allgemeinen  die  zweite  Gleichung  nicht 
befriedigen;  ihre  Anzahl  beträgt  (;i-*-l) (n— 3).  Alle  übrigen  von 
l).ttnd  3)  gelieferten  Coordinaten -  Paare  thufi  auch  der  GJeichung 
2)     Genüge.      Hiernach    besitzen    die    Linien     der   n.    Ordnung 

2(«-2)  (an-3)-?i^-(n-l)(«-3)^^"-^>jf"-^>  Cardiaal- 

Punkte.  DieKegelschnitte  haben  also  keinen  Cardinal-Puilki;  beiden 
Curven  dritter  Ordnone  betrSgt  ihre  Anzahl  drei  (es  sind  die  von 
P I  ück  e  r  wegen  einer  ihrer  Eigenschaften  sogenannten  Mittelpunkte), 
die  Linien  des  4.  Gradei^  weisen  11  auf  u.  s.  w.. 

Bei  der  oben  allgemeinen  Betrachtung  haben  \\\x  zwei  beson- 
dere Fälle  ausgeschlonfsen,  die  wir  wenigstens  für  Curven  vierter 
Ordnung  näher  noch  erörtern  wollen.  Wenn  nämlich  erstens  die 
Grund  -  Curve.  durch   eine  Ecke  At%  Asymptoten  •  Vierecks  geht, 

s.  B.  durch  den  Durchschnitt  von  p  und  9,   so  findet  man  f»==Ä' 

so  dass  zu  untersuchen  erübrigt,  ob  nicht  alsdann  doch  jener 
Punkt  ein  Cardinal •  Punkt  sei.  Setzen  wir  aber  a:=»,  v^q,  so 
bestimmt  sich  die  Tangente  der  einem  besondern  \\ertne  von  fi 
entsprechenden  Curve  in  jenem  Punkte  durch  die  Gleichung: 


d4_     ^"^^'rf^__  ^dji 
Sp'^     du  ^      dU  dR  " 

Wird    nun  |*  =  0  gesetzt,   so    wird  J^  unbestimmt;  es  geht  die 
Gvrve  in   das  System*  der  Asymptolefl   über.     Für  jeden  andern. 
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bestimmten  Werth  von  fi  aber  erlangt  auch  ^  einen  bestimm- 
ten Werth,  so  lange  nicht  -g-  und  -^  gleichzeitig  versch winden. 

Wenn  also  letzteres  nicht  stattfindet,  so  kann  der  fragliche  Punkt 
kein  Doppelpunkt  werden ;    sämmtliche  Cnr%en   herilnreo  in  ihm 

den  Kegelschnitt  Ä.    Wenn  a»^«r^  und  ~     gleichzeitig     Ter- 

schwinden,  so  wird  wirklich  der  Punkt  ein  Doppelfiunkt  und  zwar 
Air  jede  Curve  der  Gru|>pe;  in  Folge  dessen  wird  jedoch  die  An- 
zahl der  Cardinid  Punkte  nicht  grösser,  sie  verniiii<krt  sich  viel« 
mehr.  Dieser  Fall  Ist  demjenigen  untergeordnet,  welchen  wir, 
den  zweiten,  in  .der  allsemeinen  Betrachtumr  abgesendert  liaben, 

ilTI  i1  R  s 

wo  n&mlich  fiir  einen  Punkt  -r-  und  -j—  verscfawiDden    und   die 

Coordinaten-Werthe  jeoes  der  Gleichung  '2)  genOgeo.  Dos^  Tec- 
schwinden  der  beiden  Differentialquotienten  ist  immer  dann /eine 
Folge  der  Wahl  der  Coordinaten  und  kann  somit  durch  die  An- 
nahme von  andern  verhindert  werden,  wenn  nicht  der  fragliche 
Punkt  der  in  eine  Ecke  des  Asymptoten- Vierecks  fallende  Durch- 
schnitt zweier  Geraden  ist,  in  die  der  Kegelschnitt  R  ausgeartet 
ist.  Wir  sind  so  zur  Betrachtung  der  ModiGcationen  sefuhrt,^  die 
im  Obigen  vor  sich  geben ,  wenn  anstatt  einer  eigentlichen  Curve 
der  zweiten  Ordnung  zwei  Gerade  als  Grund -Curve  auftreten.  Wir 
wollen  jdiese  selbst  zu  Coordinaten -Axen  nehmen;  so  erhalten 
wir  an  die  Stelle  der  Gleichungen  1),  2)  und  3)  die  folgenden: 

„,.      dn        dn 

Aus  ihnen  ergeben  sich  wieder  1 1  Cardinal  punkte,  unter  ihnen  der 
Durchschnitt  der  beiden  Geraden.  Der  dem  letzteren  entsprechende 
Werth  von  jit  ist  anendlich,  so  dass  es  keine  der  Curven  gibt, 
die  ihn  als  wirklichen  Doppelpunkt  aufnimmt;  es  nähern  sich  ihm 
aber  &hnlich  wie  einem  Cardinalpunkte  die  immer  grosseren  Wer- 
tben  von  {i  entsprechenden  Curven. 

Fällt  der  Durclischnitt  der  beiden  Geraden  anf  elne^  Asvi»* 
ptote,  so  erhält  n  einen  Factor  von  der  Form  y-^-mXf  und  in 
rol^e  dessen  erhalten  wir  jenen  Punkt  unter  den  Cardinalpunkten 
zweimal,  so  dass  deren  nur  tO  verschiedene  vorhand<>n  sind.  Der 
Durchschnitt  der  Geraden  wird  auch  hier  fflr  kein  endliches  fi  ein 
Doppelpunkt.  Die  Asymptote,  auf  welche  er  fallt,  wird  in  ihm 
von  sämmtlichen  Curven   uerührt. 

Wenn  endlich   beide  Gerade  durch  eine  Ecke'  des  Asympto- 
ten-Vierecks ^eheo,  so  wird  diese,  welches  auch  der  Werth  von 
'  fi  sein  mag,  ein  Doppelpunkt.     Dadurch,  dass  alsdaim  H  den  Fac- 
tor (^  4-  mx)itf  -{■  infx)   erhält,  zieht   sich  die  Anzahl  der  übrigen 
möglichen  Doppelpunkte  auf  vier  zurück. 

Es  kann. auch  eine  der  beiden  Geraden  unendlich  weit  weg- 
rtekenv  in  welchem  Falle  der  Grad  der  Function  R  vom  zweiten 
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auf  d^  enteo  sich  reducirt  Man  erbtit  dann  statt  der  frOhercH 
Gleichungen  die  folgenden: 

L  bedeatet  hier  die  lineare  Function,  welche  an  die 'Steile  von 
Kn  tritt,  and  c  und  c*  /ilnd  di^  in  ihr  Torkomnienden  Coefiicienteii 
der  Veränderliehen  jr  und  y.  Da  die  beld6n  ersten  Gleichungen 
rom.  vierten,  die  dritte  vom  dritten  Grade  sind»  ao  re«ultiren  nur  6 
Cardinal -Punkte.  Ihre  Anzahl  fiillt  auf  die  Hftlfle,  auf  3,  zurfltk, 
wenn  auch  die  Gerade  L  iu*8  Unendliche  rfickt,  d.  i.,  wenn  die 
Function  L  durch  eine  Constante  ersetzt  wird.  Jene  Punkte  be- 
stimmen sich  alsdann  durch  diese  beiden  Gleichungen: 

Wie  wir  f^eseheo  haben,  liegen  die  Cardinal -Punkte  auf  ileu 
durch  die  Gleichungen  1),  2)  und  3)  datgestellten  Curven  T^,  T^ 
Qild  U.  Letztere,  die  von  der  vierten  Ordnung  ist,  geht  durch 
die  Ecken  des  Asymutoten  -  Vierecks  und  den  Mittelpunkt  «^ des 
Kegelschnittes  IL  Falls <  dieser  eine  Asymptote  berührt,  geht  V 
auch  durch  den  Tangentialpunkt,  und  dieser  wird  ein  Angelpunkt. 
Die  Curve  U  bleibt  dieseloe,  welches  auch  die  Dimensionen  der 
Grund '•Curve  sein  mögen,  wofern  nur  ihre  Aken'  dieselbe  Lage 
und  dasselbe  LXngenyerhältiiiss  beibehalten.  Lässt  nian  den  Ke* 
gelschnitt  R^  wenn  er  eine  £llii>se  oder  eine  Hyperbel  ist,  sich 
zuconcentrischen,  fihnlichen  una  ähnlich  liegenden  Linien  ausdeh- 
nen oder  bezfiglich  sich  bis  zu  einenr  Punkte  zusammenziehen 
oder  in  zwei  Gerade  übergehen,  oder  verschiebt  man,  falls  R 
eine  Parabel  ist,  diese  in  der  Richtung  ihrer  Axe,  so  nicken  die 
entsprechenden  Cardinal -Punkte  auf  der  Curve  17  fort.  Ein 
jeder  Punkt  der  letzteren-  kann  ein«  Angelpunkt  werden;  nimmt  man 
einen  solchen  an,  so  bestimmt  'eine  der  Gleichungen  1)  und  2) 
die  Ausdehnung  des  zugehörigen  Kegelschnitts.  Wir  werden  sehen, 
dass«  wenn  man,  einen  Doppelp^^nkt  der  i^urve  V,  wenn  anders 
ein  solcher  vorhanden  ist,  zu  einem  Cardinal-Punkte  designirt,  die- 
ser nur  ein  dreifacher  Punkt  werden  kann. 

Unter  besondern  CmstSnden  können  mehre  Cardinal-Punkte 
zusammenfallen.  Diese  CoYncidenz  wird  dadurch  begründet,  dass 
zwei  der  Linien  7\,  T^  und  U  sich  berfihren  und  die  dritte  in 
dem  Berührungs « Punkte  entweder  jene  ebenfalls  tansirt  oder 
einen  Doppelpunkt  hat.  Wir  wollen  die  Werthe,  eventuell  die  so- 
genannten wahren  Werthe,  welche  ^  in  einem  Cardinal-Punkte 

Rlr  jene  drei  Linien  umi  die  dinrch  ihren  Durchschnitt  gehende 
Curve  F  annimmt,  bezfiglich  akt  ky^  k^  und  k  bezeichnen.  Wir 
finden 'alsdann : 
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dx^      /  _^ dxd^ 

dR     i^_dR   d^  'lä^^lE^   u 

dx  '  dxdy     dy  '  dx^  _  ^  dx  '     dy'    * 
r^'^^dR  d^F     äk     d'^p-^^^dR     dR    ^' 
dx  '  dy^  "  dy  '  dxdy  dx      'äy'    * 

Wenn  nun  erstlich  die  beiden  Linien  7",  und  T^  sich  herühreu» 
80  wird  ^1=^2,  also  auch  A:|=As=^,  d.  h*  es  berühren  sich 
dann  alle  drei  Linien  7\>  ^a  und  ü  in  dem  fraglichen  Punkte, 
und  es  genügen'  die  Coordinaten  -  Werthe  des  letztern  der  folgen- 
den Gleichung: 


Diese  besagt^  dass  die  durch  den  Angelpunkt  gelegte  Curve  F 
in  diesem  einen  Rfickkehrpunkt  erlangt. 

Wenn  zweitens  eine  der  Linieo  7",  z,  B.  J^,  in  einem  Cardi- 
nal-Punkte  einen  Doppelpunkt  erhält«  so  wird  X'|=q»     und     es 

beruhten  sich,  da  k^z=ik^z=zQ  wird,  *die  .Linien  T^  und  V,  Es 
besteht  dann  wieder  die  Gleichung  <$  :=:(),  und  F  erhält  abermals 
eine  Spitze.  Die  Tangente  in  letzterer  bestimmt  sich  durch  die 
Gleichung: 

Der  oben  gefundene  Werth  von  k^i  befriedigt,  an  die  Stelle  von 
k  substituirt,  diese  Gleichung,  woraus  wir  ersetieh,  dass  Mch  die 
Curven   17  und  F  in  den  Spitzen  der  letzteren  berühren.- 

Ffir  einen  dreifachen  Punkt  von  F  werden  /-,  k^  und  /•  un- 
bestimmt, so  dass  die  drei  Linien  7\,  T^  und  (7  einen  solchen 
.mit  je  zwei  Aesten  durchsetzen,  er  nimmt  also  vier  Cardinalpunkte 
auf.  Die  Richtungen  der  Tangenten  von  J]  und  V  finden  sich 
mit  Helfe  folgender  Gleichungen: 

*>  ■^' *»' +  2- d5^  •  Aj  + -rfp- -0. 

Wenn  nun  die  Tangenten  von  7\  und  ü  in  ihreitt  gemeinschaft» 
lichien  Doppelpunkte  zusammenfallen,  so  besiebt  die  durch  Etimi- 
natoin  der  k  aus  1)  und  2)  resultirende  Gleichung.    Diese  ist: 
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«i"7,   ^     <PT,   «Pf,  i  * 

'  dxdjf  *3?      "35*^ 'ifcrrfjf  j  id^'da-fl}/     dxdy'  dy*S  ~   ' 

Für  die  hier  vorkomnMnden  Ausdrflcke  findet  man :  • 

d*ü^     d^n  dR       d*n     dRd*ü_ d'n  dR       dVi    dR 
dy*  dj^    dx  "*"  dxdy*'  dp  'dqi^      djc*'dy      dx^dy '  dx ' 

€PÜ_  d*n     dR       d*n      dR 
dxdy     dx*dy'^      dy*dx  '  dx'  ^ 

d*Ti_    d*tt     «yr,  _    rf»//     ^Ti_d*n 
dx*      dxdy*  *'3xdy'~~  dydx*'  dy*       dx*' 

Durch  Suhstitutioo  di^eser  W«rthe  ^in  die  ,  gefundene  Gleichung 
geht  diese  fiber  in: 

c  rf»/r     rf>jr     d^n  d»/r.« 

"■^^ViSaS«/  ^13S^'  dy^  ^  ^V^r3iV  '^dxd^'  dx*^  ~"- 

Sie  druckt,  nie  wir  §•  2.  gesehen  haben,  aus,  dass  zwei  Tangen- 
ten der.  Curve  F  zusammenfallen.  Fällt  also  ein  Ruckkehr- 
punkt auf  einen  andern  Zweig  der  Curve,  so  liegen  in  dem  so 
entstandenen  dreifachen  Punkte  sechs  Cardinal -Punkte. 

Besteht  endlieh  der  dreifaehe  Punkt  ans  einer  Spitze  und 
eipeni  dritten  Aste,  der  Jene  berührt,  faUen  also  sämmtliche 
Tangenten  in  eine  zusammen,  so  wird: 

{ dm  V      d^n    d^n  -  f  d^n  y      d»£  d^n 

""^  \d^J  ^d^d^'d^"^^*        \1^<^J  '^'dSd^'d^^^ 

d^if     d^n      d^n    dm 

dxdy^  '  dydas^      dar^  '  dy*  ^   '  .  ^ 

Eine  Folge  hiervon  ist,  dass  die  siognlftren  Punkte  der  Cnrveti 
7V,  7s  v^^   ^  Rfickkehrpankte  werden.    £s  kömmt  nfimliehr: 

•  - 

/rf«C7y    d^üd*V_c/  d^ny    d*n    dm  j/dRy 

\dxdy)       dx^  '  rfy«  —  <  \daUy)       dx^  '  dxdy^  >  \dy  ) 

,  >/  dm  y    im    dm    /dny 

+  \dy^dx)^^dy*  'd^^\\dx) 

.  dm     dm      dm  dm  dR  dR 

f  dydx^  '  dxdy^      dx^  '  dy^  >  dx  '  dy  ' 


Digitized^by  VjOOQIC 


8S0 

V«irrfy/  Tete«  '  d^  — V^?^/  ~d^' da*' ■ 

Diese  Aasdrflcke  verschwinden  also  (iSr  den  fraclicheii  I^nkt, 
d.  h.  er  ist  ein  Rflckkehrpunict  der  Gurven  T  und  V.  Was  die 
Tangenten  in  denselben  itetrift,  so  hat. man: 

d^n  rdmdR       dm  dR\  d^n 

dx^dy      -  \dx^ '  dy  ^^ dydx^  'dx  Jda^dif* 


dy*  \dy*  dx 


"iterfy**  dy  Jdydx^ 


'  Wegen  der  fOr  den  Punkt  bestehenden  jGieichun^en  a)  ist  hier- 
nach ki=k2  =  k^'  Die  Tangenten  der  beiden  Spitzen  and  des 
jireifachen  Punktes  lallen  mithin  in  eine  einzige  zusammen. 

Legen  wir  den  Ausdrücken  ft.-T-jssa,  fiT-jp:=go  "»dvfi  ,  ^- 

=c  bestimmte  Werthe  bei,  so  begrenzen  wir  dadurch  unter  den 
Linieo  vierter  Ordnung  mit  demselben  Asymptoten  -  System  JfT 
eine  Gruppe  von  solchen,  deren  Grund-Cnrven  ähnliche  und  ähn- 
lich liegende  Kegelschnitte  sind,  und  welche  sich,  wie  letztere 
auch ,  in  Punkten  schneiden,  die  auf  geraden  Linien  liegen.  Wir 
erhalten  eine  stetige  Reibe  von  CurvMi,  die  einer  der  erwähnten 
Gruppen  angehört,  wenn  wir  denLCoefficienten  fi  einen  bestimmten 
Wertti  beilegen  und  die  Grund- Curve  so  verschieben,  das«  sich 
die  Richtung  ihrer  Axen  nicht  ändert.  Und  die  Gruppe  lässt  sich 
dadurch  in  lauter  solche  Reihen  zerlegen,  dass  man  fi  Immer 
andere  Werthe  ^ibt.  Sämmtüche  Röckkehr  -  Punkte  iiun  der  Cur- 
ven  einer  der  angegebenen  Gruppen  liegen  auf  der  Linie  5^=0, 
ihre  eigentlichen  ,Üoppelpankte  (Durchschnitte  reeller  Zweige) 
liegen  in  den  positiven  Räumen,  ihre  isolirten  Punkte  in  den  ne- 
gativen Räumen  derselben  Curve.  Die  Linie  S  ist  von  der  vier- 
ten Ordnung;  ihre  Asymptt>ten  fallen  mit  denen  der  in  §.  1.  anf- 
fefahrten  Linie  V  zusammen.  Umgekehrt  kann  auch  jsder  Punkt 
er  Linie  S  Rfickkehrpunkt  einer^  Curv  werden»  die  schon,  wie 
angegeben  wurde,  theilweise  bestimmt  ist;  die  Lage  ihrer  Grund- 
Curve  ergibt,  sich  aus  den  beiden  Gleichungen 

r 

dtt  ,       dR    n  dn  ,      dR     - 
und  ihre  Ausdehnung  aus  der  Gleichung 
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Die 'Anzahl  der  Doppelpunkte  einer  Ciirve'' vierter  Ordnung 
Icann  bis  auf  drei  steigen.  Weisl  eine  Linie,  deren  Gleichung 
vom  vierten  Grade  ist,  vier  singaläre  Punkte  auf,  so  besteht  sie 
aus  dem  Coroplexe  zweier  Kegelschnitte.  Es  seien  a^.y  und 
3^i  ^  die  Coordinaten  zweier  Doppelpunkte  einer  Linie  'vierter 

Ofdnong.     Bezeichnen  wir  das,  was  aus  ^9^JZ^^*^'  wird,  wenn 

man  ni  diese  Ausdrucke  shzix'y  3f==y'  setzt,  mit  IT,  T-p  u.  s.  w.,  so 
hat  man: 

2)  35  +  2ii:r'+cy+rf=0,    2)  ^  +  2«:r^+cy"+rf=0; 

.  Da  die  Anzahl  dieser  Gleichungen  der  Anzahl  der  in  y^R  vorkom- 
menden Constanten  gleichkommt,  so  kannte  man  glauben,  es  sei 
gestattet,  nach  willkQhrlicher  Annahme  von  Jl  irgend  zWei  Punkte 
.  von  vornherein  als  Doppelpunkte  zu  desi|;niren.  Es  widerspre- 
chen sich  jedoch  im  Allgememen  jene  Gleichungen.  2nehen  wirn^im* 
lieh  die  beiden  ersten  uleichungen  von  eioander  ab,  so  finden  wir: 

Und  an  die  Steile  der  Gbrigen  können-  wir  folgende  aus  ihnen  ab- 
geleitete hiDsetzed: 

6)  26(y'-y)+<?(*'-*^)+^-^=0. 

«)  eCy-yO  +  c(x^3f^-:r'y'')  +^ •  /- ^Z  =0- 

Wenn  nun  die  hieraus  sich  ergebenden  Werthe  von  «(a' — oc"), 
^cy— y^),  rf(ar'— jt")  und  eiy'-^^)  in  die  Gleichung  4)  substituirt 
werden >  so  kommt: 
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Also  nur  wenn  mau  die  zwei  Punkte  so  wählt»  dass  die  Werthe 
ihrer  Coordihaten  die  letzte  Gleichung  befriedigen,  ^ibt  eaCurven 
vierter  Ordnung,  die  in  beiden  zugleich  Singularitäten  xeigen. 
Ihre  Anzahl  ist  unbegrenzt«  da  man  (und  dies  ist  eine  Folge  dejr 
den  Gleicbuni;en  5)  -^  7)  zukommenden  Form)  über  eine  Con- 
stante  von  ^i/t  beliebig  verfOgen  kann.  Nehmen  wir  einen  Punkt, 
E.  B.  den ,  dessen  Coordinaten  a'  und  jr'  sind ,  von  vornhereio 
willkührlich  an,  so  leuchtet  ein,  dass  jeder  Punkt  der  Cnrve,  die 
durch  die  GleichuM  i2=0  dargestellt  wird,  wenn  wir  uns  in  die- 
ser a^"  und  y  als  Giufende  Coordinaten  denken,  mit  dem  ersten 
zugleich  Doppelpunkt  ein  und  derselben  Curve  vierter  Ordnung 
werden  kann.  Es  ist  auch  gestattet  einen  der  Punkte-  zum  Rilck- 
kehrpunkte  zu  designiren.  Soll  z.  B.  in  (y,  yO  ^ie  Curve  eine 
Spitze  erhalten,  so  muss  sein: 

.    (;^+«)'-(^"+")(^+^')="- 

In  Folge  der  Gleichungen  5)  und  6)  ist  der  Ausdruck  c^ — lab- 
in  Bezug  auf  c  vom  ersten  Grade,  so  dass  also  die  eben  voree- 
fiihrte  Gleichung  eineft   einzigen  Werth  lur  c  liefert.     Die  Glei- 
chungen 5)  —  6)  und  eine  der  Gleichungen  1)  upd  V)  bestimmen 
hierauf  die  Curve  vollständig. 

Die  Asymptoten  der  Curve  R  laufen  den  Seiten  des  angenom- 
menen Asymptoten  •  Vierecks  17  parallel. 
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AvflSsumjr  einer  praüLtiscben  Aufiralbe 
dvreli  die  Zablenlelire. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  E-  W.  Grebe,  ^ 

Gy.raMialleliffer  so-  Cft««ei. 


Aufgabe.  Man  hat  'drei  Gefä88e,  ein  kleines  von 
a,  ein  mittleres  von  b  und  ein  grosses  von,a-f  6  Mass- 
einheiten Inhalt.  Hierbei  sind  die  Zahlen  d  und  b  ohne 
gemeinsdiaftlichen  Theil^r  zu  denken;  denn  hätten  sie 
einen  solchen  c,  so  könnte  man  immer  c  Massein heiten 
zu  eineri  einzigen  höh  ern  zusamme^n  fassen.  Das  kJeine^ 
und  das  mittlere  Gefäss  sind  mit  einer  Flüssigkeit  ge- 
füllt, das  grosse  dagegeif  ist  leer.  Man  soll  nun 
durch  alleinige  Benutzung  der  drei  genannten  Gefässe 
die  a-y-b  Masseinheiten  Flüssigke'it  entweder  in  zwei 
gleich^  Theile  theilen^  wenn  a^b  eiriegerade  Zahl  ist» 
oder  überhaupt  eine  beliebige  ganze  ZahJ  Massein- 
{leiten  von  der  Gesammtmasse    aj^sonderh. 

Aii^riiisiing.  Gibt  man  fitr  fortwährend  vorzunehmende  Um- 
giessungen  die  nachstehenden  Vorschriften : 

1.  So  oft  das  kleine  Geföss  gefüllt  und  das  mittlere  nicht 
leer  ist,   giesse  man  den  Inhalt  des  kleinen  in  das  grosse; 

2.  So  oft  d£|s  kleine  Geftss  leer  ist,  fülle  man  es,  wenli 
dieses  mOgUch  ist,  aus  dem  mittleren,  oder  giesse  wenigstens^ 
weivn  der  Inhalt  des  mittleren  zur  Füllung  nicht  hinreicht,  diesen 
Inhalt  des  mittleren  in  das  kleine; 

3.  Ist  das  mittlere  Gefass  leer,  so  fülle  man  es  ans  ^em 
grossen; 

.  4.    Ist  das   mittlere  Geföss  ganz ,    das  kleine  aber  nur  zum 


Digitized  by  CjOOQIC 


334 

Theil  .gefüllt»  so  giesoe  man  ana  dem  mittleren  noch  so  viel  In 
das  kleine,  dass  das  letstere  vollständig  geffillt  sei: 

so  ist  leicht  einzusehen^  dass  diese  Vorschriften  nicht  allein 
immer  ausfahrbar,  sondern  auch  Oir  alle  denkbaren  Fälle  ausrei- 
chend sind.  Durch  jede  einzelne/ -  Umgiessung  wird  ein  neuer 
'Zustand  der  GefSsse  herbeigeführt.  Wir  betrachten  diese  Zu- 
stande jetzt  genauer. 

Das  grosse  Geföss  ist  anfangs  leer;  sein  Inhalt  ivird  sodann 
a  und  wOrde  in  der  Progression  2a,  3a,  Aa  ü.  s.  w.  fortwährend 
zunehmen,  wenn  nicht  bisweilen  das  mittlere  Gefass  aus  dem 
grossen  gefüllt  werden  mfisste»  Die  lohartsänderungeu  des^  gros- 
sen Gefasses  bestehen  also  entweder  in  einem  Gewinn  von  a, 
oder  in  einem  Verlust  von  b  Masseinheiten.  Den  letztern  Vertust 
k«)oaea  wir  aber  als  einen  Gewinn  von  a— rCa-f-^)  Massetubeiten 
betrachten.  £s  folgt  hieraus,  dass  man  die  süceesstven  vBr- 
schieQenen  JSuständc  des  grossen  Ctefösses  veu  dem  ursprung- 
lichen an  dadurch  finden  kann,  dass' man  die  Zahlenreihe  0,  t, 
2,  3,  4  u.  s.  w.  mit  a  multiplicirt  und  in  diesen  Producten  so  oft 
es  angeht  a  +  b  wegISsst,  oder 'mit  andern  Worten  die  Reste  die- 
ser Producte  för  den  Moduius  a  +  b  nimmt.  Da  pun  die  Zahlen 
a  und  a-f-6  als  relative  Primzahlen  vorausgesetzt  sind;  so  liefern 
die  Producte  O.a,  1.a,'2f0,  3.a  bis  zu  (irf6-*]).a  durch  a-i-b  ge- 
theilt  lauter  verschiedene  Reste,  und  es  kommen  somit  alle  Zah- 
len von  0  an  bis  zu  <i  ^  6  —  1  einschliest^ticb  als  Reste  vor.  Hier- 
durch ist  bewiesen,  dass  unsere  Aufgabe  unter  allen  Umständen 
lOsbar  ist  Zugleich  folgt,  dass  "wenn  das  grosse  GefasS  zum 
a-|'^)ten  Male  einen  der  verschiedenen  Zustände  erhalten  hat, 
ier  anfangliche  Zustand  seiner  Leerheit  und  damit  des  Gefiillt- 
seins^  de^  beiden  andern  Gefasse  wiederhergestellt  ist 

Obgleich  nun  das  grosse  Gefäss  im  Ganzen  nnr  ai^b  verschie- 
dene liinaltszustände  hat;  so  ist  doch  die  Zahl  der  Inhaltszustände 
aller  drei  Gefksse  grosser;  denn  auf  jeden  Zustand,  durch  wel- 
chen das  grosse  Gefass  seinen  Inhalt  geändert  hat,  folgt  ein  an- 
derer, welcher  bloss  den  Inhalt  des  mittleren  und  kleinen  Geßl»- 
ses  abändert,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  ersten  Zustandes  einer 
jeden  Periode,  wo  näniPich  das  grosse  Geßiss  leer  ist.  Es  gibt 
also  im  Ganzen  2(a-|-6)-^l  Inhaltszustände  der  drei  Gefasse,  die 
sich  bei  fortgesetzten  Umgiessungen  periodisch  wiederholen. 

Soll  das  grosse  Gefass  gerade  ;j{a-t-b)  Masseinheiten   et-hat- 

ten ;  so  mnss  sowohl  a  als  b  eine  ungerade  Zahl  sein.  Setzt  man 
daher  a=:2n-|-l;  so  ist 

l<fl+*),a  =  vj  («  + 6M9n +!)=(«+ 6>.«  +  i(if +6); 

und  da  dieser  Ausdruck  durch  a-t-b  dtvidirt  den  Rest    ^  (a  +  b) 

lässt,'so  folgt  mit  Berücksichtigung  des  vorhin  Gesagten,  ^ass 
der^  Zustand  der  fialbirung  der^  Flüssigkeit  gerade  c^r  (a'f^)td 
oder  SMttelste  Znstand  der  Periode  ist,   snci  also  jedesmal  »ach 


<j 
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a-f-ft — 1  Umgiessungeii  eintritt  Da  Oberhaupt  jeder  neue  Ihhalts- 
sastand  des  grossen  Gefösses  mit  Ausnahme  des  ersten  eine  ge- 
rade Ordnungsasahl  in  der  Pertode  trägt,  welche  mit  ^2x  befeich« 
net  werden  kann ;  so  findet  man  den  Zustand ,  in  welchem  sich 
m  Masseiiiheiten  in~  dem.  grossen  Gefiiss  befinden,  nach  Auflösung 
der  Gieichung 

aa:  — (a -|-6)y  =  «I 

in  ganzen  Zahlen  durch  den  Werth  von  2ar. 

'  Die  Zustände  einer  Periode  kann  man  nun  abei*  auch  in  gans 
entgegengesetzter  Folge  sich  aus  einander  entwickeln  lassen,  so 
nämlich,  dass  der  letzte  Zustand  mit  dem  zweiten,  der  vorletzte 
mit  dem  dritten  n,  s.  w.  tauscht  Dann  bekommt  der  Zustand, 
welcher  eben  noch  die  Ordnungszahl  2a:  trug,  nun  die  Ordnungs- 
zahl 2(a-f6)-|-l — 2a:,  und  man  gelangt  zu  den  gesuchten 'm  Mass- 
einheiten im  grossen»  Gefaase  leichter  auf  diesem  Wege,  wenn 
2(af6) — ^2a?<£r,  oder  wenn  x>a4-6.  Die  Vorschriften  für  die 
einzelnen  Umgiessungen  lauten  aber,  wenn  man  diesen  Weg  zu 
verfolgen  beabsichtigt,  anders  als  früher,  numlich  so: 

1.  So  oft  das  kleine  Gelass  ganz  oder  theÜweise  gefSllt  ist^ 
und  das  mittlere  nicht  auch  ganz,  siesse  man  den  Inhalt  des  ktei- 
nenf  Gei'^sses  in  das  mittlere;  sollte  aber  in  dem  mittleren  nicht 
mehr  Raum  genug  vorhanden  sein,  um  den  Inhalt  des  kleinen 
ganz  aufzunehmen,  so  fiille  man  wenigstens  das  mittlere  vollständig. 

2.  So  oft  das  mittlere  Gefäss  vollständig  gefüllt  ist,  giesse 
man  seinen  Inhalt  in  das  grosse. 

3.  ,ist-  das  kleine  Gefa«(s  leer,  so  fülle  man  es  aus  dem 
grossen. 

Aus  dem  hier  Mitgetheilten  wird  nun  auch  erhellen«  dass 
unsere  Aufgabe  immer  auf  zwei ,  aber  auch  nur  auf  zwei  Weisen 
lösbar  sei,  mdem  hur  die  oben  oder  die  eben  cregebenen  Vorschriften 
uuvermischt  angewandt  geeignet  sind,  den  Zustand  der  drei 
Gefksse  auf  eine  Art  abzuändern ,  durch  welche  nicht  schon  da 
gewesene  Zustände  sofort  wieder  zurückkehren.  ' 
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IHlscelleii. 


In  der  Sitztin^  vom  6.  Juli  1848  ^der  mathematisch  -  naturwis* 
senschaftlichen  Klasse  der  k.  k.  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
Wien  überreichte  Herr  Professor  von  Ettingshausen  der 
Klasse  eine 

Note  über  eine  directe  und  strenge  Ableitung  der 
Taylor'schen  Formel,  ^ 

welche  wir  der  weiteren  BekanutWerdung  sehr  werth  halten,  imd 
daher  den  Lesern  des  Archivs ,  denen  die  Sitzungsberichte  der  ~ 
k.  k.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien  nicht  zu  (Gebote 
stehen  sollten ,  der  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  HSr  die  strenge 
Theorie  der  Differentialrecnnunj^  wegen  im'  Folgenden  niittheilen 
wollen.  Herr  Professor  von  Ettingshausen  sagt  auf  S.  106.' 
des  dritten  Hefts  der  genannten  Sitzungsberichte: 

Schon  vor  längerer  Zeit  (um  das  Jahr  1830)  als  ich  noch  das 
Lehramt  der  höheren  Mathematik  an  hiesiger  Universität  beklei- 
dete«  suchte  ich  den  Vortrag  der  Differenzial-Rechoung  mit  der 
Aufstellung  des  Taylor'schen  Lehrsatzes  zu  eroffnen,  um  so- 
gleich aus  ihm,  als  oberster  Ouelle,  die  weiterhin  zur  Sprache 
zu  bringenden  Entwicklungen  der  Functionen  auf  ^em  kfirzesten 
Wege  zu  gewinnen.  Der  von  Lagrange  in  «einer  Theorie  des 
fonctiont  eingeschlagene  Gang  konnte  mir  jedoch  »nidit  genjigen; 
ich  wünschte  vielmehr  das  ältere  ebenso  naturgeinässe  als  klare 
Verfahren  beizubehalten,  wornach  der  in  Rede  stehende  Lehrsatz 
aus  der  Formel  gefolgert  wird,  welche  jedes  Glied  einer  Reihe 
durch  deren  Anfangsgned  und  die  Anfangsglieder  der  aus  Ihr  ent- 
springenden Differenzreihen  angibt,  nur  musste  durch  Nachwei- 
sung des  Restes,  den  man  vernachlässigt,  wenn  man  die  Tay- 
lor^che  Entwicklung  bei  irgend  einem  Gliede  abbricht,  dieser 
Deduction  die  vordem  an  ihr  ausser  Ach(  gelassene  Schärfe  ver- 
liehen werden.  • 
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Ich  diMte'^tMi  «Mln^n  2iifc8r«fti  «ine'diircfc  kMiere  frfmen 
schaftliche  Studien  erworbene  C'ertigkeit  im  etrengeren  Denicen» 
aber  kein  reichhaitigeeniatiieeiaäscbes  Hilllsmateriai,  nicht  mehr 
als  die  ffewubnlichsten  Elementar-Kenntnisse  der  Algebra ,  kaum 
bia  sur  HtncTmialformel  reichend «  TOTaossetzen ;  dajier  sah  ich  micli 
genStbigt»  vorher  daa  Bildungsgesetz  der  numerischen  Coeflßcien- 
ton  in  der  Grundformet^  von  uelebet  ich  auszusehen  hatte  >  er- 
atcbtlicb  zu  machen.  Da  ich  das  von  mir  bei  dieser  Lehrweise 
gewählte  Verfahren  nirgends  durch  den  Druck  veröffentlicht  habe», 
ao  ddrfte  eil  nicht  unpassend  erscheinen^  wenn  ich  dasselbe  jetat 
noeb  dar'boebverebMn  Klaaae  ^ur  ^Aufnahme  in  uAsere  Sltsongs- 
tefficlftfl.iroikge..  ' 

fiezeichnet  miOi  die  Glieder   irgend  einer  Reibe.,    oder  Mch 
nor  regellosen  Grossenfolge  mit 

«0»  tti»  «2»  |Cs>  «  .  .  tf«,  .  .  <  4 

und  dfe  Gliedßr  der  daraus  hervorgehenden  Differenzreihen  mit 

A«b»  A«^»  A%>  A<%»  <  •  •  A»«*  .... 


wenn 
so 


wobei  jede  dieser  Reihen  aus  der  vorhergehenden  entsteht,  w 
man  daselbst  jedes  Glied  von  dem  nficnstfölsenden  abriebt, 
ifisst  sich  auf  die  allbekannte  Weise  zeigen ,  dass  jedes  Glied  un 
der  Grundreihe  dutcht/o,  A»oi  A^o>  ^tc.  bis  A^o  Drittelst  einer 
Formel  von  der  Gestalt 

•  .  .  .  J-  ArC^^U^  +....+  A*«io 

auagedriicict  wird,  wobei  die  CoefBcienten  ^,  ul«,  «...  Ai^  .... 
von  der  Aescbafenheit  der  Grnndreihe  unabhängige  positive  ganze 
Zahlen  sind,  deren  stufenweise  Berechnung  mittelst  des  Pascal- 
sch'en  Zahlendrcj^cks.  vollzogen  werden  kann. 

Dm  die  Zdsammensetzung  jedes  dieser  Coeßicienten ,  wie.^r, 
aus  den  einzig  und  allein  darauf  Ein0u^a  Debmcndf^  Elempaten 
it  und  T  ausfindig  zu  machen,  bedenke  man,  dass  mr  eine  Reihe, 
bezüglich  welchjer  di?  Grössen 

ti.,  C^Uxi,  A*«  I  .  *  .  .  bis  ^^"hio 
sämmtlich  ss  0  w|r^i«.  ferner  •    .     - 

von  Null  verscbieileii  bliebe,  und  endfteh    * 

Theil  XIV.  «« 
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reduciren  würde,  woraus  man  aogleich 

erbiette.  "  .     . 

älAllen  dieGrSsseD  «Co,  A«fo«  A^  «tc.  Ms  li^-%ö  vctsdiwiii*^ 
den,    so  müssen  auch  Ui,    u^,  Ui,  etc.  bis  Ur-i   sftMmtlldi  ssKI» 
'  sein.  '  Es   wird    also  ßir  Un  eine  Function  von  n  zu  wSl^len  ß&n, 
w€Mi6  sich  anf  Nnll  reducirt,   wenn  man  entweder 

-t  f  •' 

n=zO,  oder  n=zl,  oder  n=2  u.  s.  w.  oder  »=r— l 
setzt 

Die  einfacbste  dieser  Forderung  entsprecbende  Form  ist 
t<i.=ii<ii*^l)(fi*-.2)  .....  (il-*(i^l)]; 

es  lässt  sieb  aber  lelebt  zeigen,  das9  dieselbe  aach'iien  weiteren 
Bedingungen,  nämlicb  dass  ^''Uo  von  0  verschieden  bleibe,  and 
A'^+^^>vA''+*tfo  etc.  gleich  Null  werden.  Genüge  leistet.  Es  er- 
gibt sich 

-«(«-l)(«-2) [«~(r-l)l 

=r.w(»— 1)(»—2)  ....  [n-(iw2)J;^ 
ferner 

=      r.(«+l)»^^l)  ....  [n-(r-3)l 

— r.»(n^l)(ji— ^)  ....  [«-^r_2)]  - 
=r(r— 1)  ,«(n—I)  .  .  .  .  [«— (r-3)]; 

anf  dieselbe  Welse  findet  man 

A»tfii=K*^l)(*^2).ii(ii-l) [«-(r— ^], 

und  endlich 

A'^H«.!=rrr-I)(l^-.2) S.».«, 

mithin 

A^tt«=r(r-4)(r-8)  ....  »t2.1. 

Da  dieser  Aosdruck  venu  unabhüngig  i«C,  so  folgt  daraus 
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MaD  hßt  so/iach  auch  '\  i     \    ^ 

^A'^«<r=r(r— l)(r-2)  1  .  ,  .  3,2,1 
^    •»-'  =1.2.3.  ./;  ;<r-iyr 

A''+*i«o=ö,  A'+V=®'*  ■•  »•  **^- 

Hieniach  gelangt  mäö  z^  dte  Ergtbiiiäse  . 

^^it(n-l)(if  2)  .  .  .  .  [i|-H(jp^l)] 

J.«    iu*    «I«    •    •    •    •    •   IT 

w«lcfailk  daß.Bildiaigsgeseti  hi  ofci^ni  ^^Dnleipfa  A«sdnioke  fer 
Mb  auMpiiclit 

Bezeichnet  man  den  Wertb  von  ilr,    um  aec^  eeieeAbhän« 
gigkeit  von  »  ersichtiieh  an  machen/ dacch  das S^mkol  \\  wobei 

VOy  ^^^®   V w  ^^^  gleidi  1  zeigt»  ao  hat  man 


■=••+(0 


A««  +(*)  A*M5+- 


—  +0  ^'"^  +  ••••• + A"i»«- 

Man  aetze  nun       ^     ' 

(^)  A^»o  +(,.  +  1)  A-^*««  +    .  .  .  +  A-»«=Ä«, 

•o.  daaa  Äi  den  Reat  vorstellt,  welchen  man  wegläaat»  wenn  man 

den*  Auadrack  filr  icm  •unmittelbar  von    dem   Gliede  f    j^u^^Xi- 

bricht     Man    kann    in  R%  statt  dekr  Anfan^sglieder  der  auf  die 
rte  folgenden  DiCerenzreihen«  nämlich  statt  der  (Sr Gasen 

die^ie40r  derrten  Difefonaieihe  selbst«  wovon. die   eb«n  gcr^, 
nannten  abb&ngen,  M&mlich  .      .     .     .' 

A'«i»    A'«!»    A'"«s*''  .V.  .  A'tt^-r» 

eittiflhren.    Ich  habe  diess  bereits  In  meinen  im  Jahre  1827  er- 
schienenen Vorlesungen   Aber  die    hüliere  Mathematik    (I.  Bmid  ' 
8.  251.  u.  ff.)  gethan;   nachstehender  Vorgang  ftihrt  jedoch  einfa- 
cher aiim  Ziele.  "  . 
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Setzt  man  n  +  l  m  die  Siel«  von  ti,  av  NC  Inan 

Ä+.  =("!*)  A'«o  +  (;;  +  })  A-^»»»  +     •     •  +  A*^'«o 

Es  Ut  aber,  wie  ftcbfn  uua  dem  Pascftr«cheD  Dreiecke  erbel* 
let,  und  auch  aus  dem  Blldungsgeaetze  von  (j  leicht  nacbfe-. 
wiesen  werden  kann, 

daher  kann  man  au^h  toixen: 

Bedenkt  man  nun ,  dass 
ist»  so  erhUt  man 


(,ll)  A-^«.  hA-«,-    . 


•  •  +  __ 

) 

Die  Summe   der  GKeder  dieses  Aiudnictces,  vom  zweiten  ance- 
taiweni  ist  der  Ansdraeli,    im  welclien  M„  ihtk^^lktt.'^vm^- 

•H»  *si  •••»  •  •  •.  •  iftM-> 
an  die  Steife  von 

Ut,,  Ui,  U^i   .    ,\^   Uff 

ttitti  «MtfeidMiefi  wlf  den   ^ol<4ieHMse  aus  ff«  *  äütsptMKenddn' 
Ausdruck  mit  R^n »  so  haben  wir  .  .  .*  u 

Ei  M,  nie  äiisdetf  Ferra  ^M  jß«  «rhellet;  '   r. 

.•  .'  •      .  /       .  ♦         .    .  •    if    •.  '•    - 

Äf=A''««o,   also  i2V=A'"«i 
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«ad  aamk,  mck  der  m  ttm^ ■— fg— t^Bten  -Formel: 

mtthio  weiter 
Ebenso  ergibt  »Wh 

und  allgemeio  .     .   (     '  '  ) 

Setzt  man  r-fp=:t>  so  wird 

Es  lassen  sich  nan   leicht  e^^I  Grinzen  angeben,    swiscben 
welche  iZ»  flillt:    Es  sd  ^ 

("7*r')^         ■■■: 

As  kleinst»,  und  "     '    '        '    - 

(g^M^^im     •'-..•.        .■..•■.- 
4i  >% 

dass  grOsste  unter  dea  GDtedem  des  Ausdrucke^  R»,   wobei   die 
Vergleichnng  In  afgebrkischenit  Sii^ne  aUgesteflt  ^ird,    also  nega- 
fire  Grössen  für  kleiner  gelten  als  positive,  und  swar  Dir  um  so 
kleiner,  je  grosser. ihre  numerischen  Wertbe  sind,   so  4mtß  JUk* 
offenbar  swi^ien  den  Grftnsen 


»    .1- 


und  •  ••  /    .  »..        ,1  .  »  I  .  I  ••    "•••■•  i  .1 
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u% 


(«-Wi)("7f7*)A'i., 


oder  auch:  Es  sei  ^^Wc  die  kt^osto,  A'Ug  die  nrSiwte  «nter  den 
Grossen  ^^Uo,  ^Ui,  ^^u^,  .  *  .  A'»ii-r>  so  Mit  Rm,  zwischen 
die  Gr&ozen  *-     '     ■  •       ' 


Wz])*(:2\)4:-^*-.*q^'» 


und 


d.  h.  wie  man  mittelst'-  oben   benfltster  Eigenschaft  der  JGrussen 
▼on  4^ j Form  (    V  lelpht  sieht,  ."Zw^Mdien^  -'  '\ 

LSsst  sich  dem  io  der  Grossa^folge  «o»  %>  a%«  ».^^  •  .  herr^ 
sehenden  Gesetze  genifiss  £^''Un  ai#  ^ine  Fui^ction  von  W  dffi^l- 
len,  welche  durch  F(n)  knecdentift  werde,  ch>  lassen  ^ich  obige 
Ausdrucke  als  besondere  Wertbe  der  Functionen 

und 

f9r  z^k  mid  z=:g  betrachten. 

'  Aendert  sich   F(x),  während  s  vom  Wertheifc,  zum  Wertbe^ 
g  stetig  übmeht,    gleichfalls  nach   dem  Gesetze  det  Stetigkeit/' 
so  gibt  es  sicher  einen  zwischen  ^  und  g^  also  um  so  mehr  zwi- 
schen 0  und  n^T  liegenden  Wertb  flir  z,  bezüglich  dessen 

odcir  •web        -  •••.:'',.'  •  •  ...  - 

»setzt  werden  darf,  wobei  natürlich  der  Werth  von  x  im  zweiten 
Falle  vou'jenem  im  ersten  verschieden  gedacht  wird.  •.. 
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Die  AoweBdUnt  ^f^^>^  Re««HttU  ;m(  di^  ElersteUimg  der 
Tavlor'schen  Forinel  samml  Iferer  Ergfloaiiig  unterliegt  keiner 
ScBwierigkeit  Hierüber  darf  icbi  inicli'  hier  wohl  ganz  kors 
fassen. 


Setat. 


wokei/'Or)  iigend  eine .  dnrchnbeiHle  anMbbare 'Fonction  der 
VertedeilidMi  a?  veastMIt»  and  läMat  man  fM0=sA  nein,,  dankt  nuMif 
aftch  fenier.  *  «li  dn6  hestiaimte  GrOaae  nnd  die  ganae  Zahl  sa 

ins  Unendliche  wachsend >   folgfich  w:^-    unendlich 'klein    wer; 

dend,  ao  ergibt  sich  auf  die  bekannte  Weise  unter  der  Vorans- 
aetsong  der  Stetiakeit  der  Function  f(x)  und  ihrer  Diferential- 
«quotienten  in  der  Gegend  des  ffir  x  gewählten  Werthes: 

+  i.aä...(»-i) '"■•••/-»    +*' 

•  ■     .  •    .  f        ,  • 

Ä=llin.  (ji-r  + 1)  (  ";;3f  ~' )  A' A«+«») 


oder  anch 

J2=:lim. 


(t)A'/'(*+»p) 


erscheint.     Diese   beiden  Ausdrücke   reduciren  sich»    wenn  man 
die  Symbole 


C7-T')  -  O 


dnrch  die  BHtche«  welche  sie  Torstenen,  ersetst  nnd  erwigt, 
dass  tw  zwiachen  0  und  nw  oder  A  MH,  mithin  unter  der  Gestalt 
des  Produetes  dh  gedacht  werden  kann,  wobei  6  einen  awisehen 
0  und  1  liegenden  Factor  bedeutet,  auf 
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und 


wdbei'  &  m  der  swetten  FdHB  d»r 

Wartk  k«l,   wie  in  der  .eretiM.     Wie  mit 


lA'i^litdc 


SntiridduM  der  6Ttiodbe|;riSe  de»  INfar«n«ldBDchHMg,  «d  jnmr 
•uf  die  KcQtYolLsjto  Weise  gegef^en  wer4en  k#nn .  hfd;^  keiner 
wiellereii  &8rteintutg.  ^  ^  ^f"    , 


Friedrich  Leopold  StoIIl^erg  enXhXi  In  einem  an  den 
Domaineorfith  Sdieffner  in  Könfgeberg  gerichteten  Briefe  (da- 
tiri  Berlin  den  5.  Decbr.  1789),  der  in  den  Blättern  filr  literarieche 
Unterhaltung  (1834.  Nr.  350)  abgedruckt  ist,  daee  Lagrange  sa 
einem  aeiner  Freunde  genagt  habe:  »»Je  n'ai  jamaia  cona« 
d'autrea  jouiaaances  ^ue  Celles  du  coeur.'* 
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Bestimiiite  liSsunur  der  Aufgrabe  fiber 

die  Tertheilnnir  eines  »racks  «nf 

mehr  ate  drei  Stfitepunkte« 

Herrn  Chr.  Wiener, 

l«ehrer  d«r  HaüUmiitik  m  4er  höheren  Geweriwriiiile  «Q  DaniMtadt 


Weiih  eine  Last  P von  einer  Unterlage  mit  drei  Stützpunk- 
ten getragen  wird,  so  Ist  der  Dmck  auf  jeden  dersetfoen  leicht 
SU  bestiouneD  imis  den  drei  Glelcbongen,  welche  ausdrücken, 
dass  P  die  Resultante  der  drei  Seitenkräftcf  ist.  Sei  der  Angriffs- 
punkt P  der  Last  (Ta  f.  VI.  Fig.  I.)  der  Mittelpunkteines  Polarcoordina- 
teosysteros,  sei  XÄ'  die  Axe,  und  aeien  die  Stützpunkte,  auf 
welche  der  Druck  P|,  P^^  P3  geübt  wird,  durch  ihre  Abstände 
PP^zzsui,  PP^=za%,  PPB=fl»  und  durch  die  Winkel  PiP^zs^i 
ü.  s«  w.y  welche  diese  Abstandslinien  mit  der  Axe  Ibiiden,  gege^ 
ben,  so  sind  die  drei  Gleichungen,  welche  ausdrücken,  dass  P 
die  Resultante  von  Pi,  P,  und  P,  ist,  folgende: 

P=zP,+P^  +  P^, 

Os::sP|<t|«iDai  +  P^a%Bln  a^+P^a^  Bin  a^^ 

Oz=:PiaiCOB(ii+P%a^cosa^+P^a^cosa^; 

woraus  die  drei  unbekannten  Grossen   Pi,  P«  und  P3  bestimmt 
werden,  koonen« 

Sind  aber  mehr  als  drei,  im  Allgemeinen  n  Stfitapunkte 
gegeben,  so  reichen  die  drei  fflmllehen  Gleichnagen: 

*       P:=iP^+P^i^....+Pn.  \ 

OzsP^a^8\nai  +  P%a^»\naf^  +  ....i-PuOns!in€tu,    |  J* 
03sP^4it*^mal'^'Pto%eoB€l^+....^jrPnanCQf^     ) 
Theil  XIV.  -  23 
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zur  Bestimmung  der  n  Unbekannten  nicht  hin,  sondem.es  können 
n — 3  derselben  willkührlich  angenommen  werden;  es  ist  die- 
ses einleuchtend ,  indem  man  z.  B.  eine  Anzahl  Stfltzpunkte  ganz 
unbelastet  denken  kann,  da  ja  schon  drei  genfigen.  Die  Auf- 
gabe ist  dann  unbestimmt 

Denkt  man  sich  aber  die  Bedingungen  dieser  Aufgabe  phy- 
sisch ausgeführt  und  zwar,  wie  wir  es  auch  bei  der  Auflösung 
der  ^Einfachheit  halber  annehmen  wollen,  von  deiii  belasteten 
Punkte  P  Arme  ausgehen,  welche,  in  einer  horizontalen  Ebene 
liegend,  mit  ihren  Enden  auf  Stfitzen  ruhen;  so  scheint  es  pa- 
radox, dass  der  Druck  auf  jede  Sjptze nicht  ein  ganz  bestimm- 
ter sein  soll.  Der  Grund,  warum  eine  Bestimmtheit  der  Aaf- 
Sabe  sich  uns  soeleich  als  gewiss  aufdrSngt,  liegt  aber  darin,  dass 
ie  Arme  physische  Kürper  sind^  welche  am  einen  Ende  be- 
fastet,  sich  biegen;  und  dieses  ist  ^  auch,  worauf  cKe  folgend« 
Lrisu^g  gestittzt  ist  — .  Die  Betastui^  de»  V^ei^isns^spiuiktes 
P  der  Arme  wird  nun  folgende  tVirkung  haben  :  '  Da  die  Arme 
den  Druck  der  Last  sieht  auf  die  Stitzea  forlpianzea  können, 
ohne  eine  gleiche  elastische  Spannung  anzunehmen,  was  aber  nur 
durch  Biegung  möglich  ist,  so  wird  der  belastete  Punkt  P 
sich  senken,  yon  seinem  neuen  Orte  werden  die  Arme,  alle  von 
einer  |pemeinschaftllchen  Beriihrungsebcne  tangirt,  ausgehen  und 
sich  bis  zum  Horizonte  ihrer  8tutaimnkte  erheben,  indem  sie  auf 
diese  den  Druck  üben,  welcher  ihrer  Ablenkung  von  der  in  P 
gemeinschaftlichen  Berfihrungsebene  und  ihrem  Biegungsmo- 
mente  entspricht  Aber  die  htutzen  selbst  sind  ebenfalls  physi- 
sche Korper,  welche  die  Fähigkeit,  den  auf  sie  geübten  Druck 
im  Gleichgewicht  zu  halten,  nur  dadurch  erlangen,  dass  sie  et- 
was zusamengedrückt  werden  und  so  die  rückwirkende iBIastici- 
tät  gewinnen. 

Durch  diese  auf  die  wahre  Natur  der  Sache  gestützte  Be- 
trachtungsweise wird  eine  bestimmte  Auflösung  mngficb.  Wir 
wollen  dabei  nach  einander  die  drei  Fälle  betrachten:  ])  dass  die 
Zusammeiidrückbarkeit  der  Stützen  sehr  klein  sei  gegen  die  Bieg- 
samkeit der  Arme,  wie  es  z.  B.  stattfindet,  wenn  erstere 
aus  Eisen ,  letztere  aus  Fischbein  bestehen  und  die  Last  P  klein 
ist;  dann  bleibt  der  Horizont  der  Stützen  ungeSndert;  2)  dass  die 
Biegsamkeit  der  Arme  sehr  klein  sei  gegen  die  Zusammen- 
drückbarkeit  der  Stützen,  wie  es  z.  B.  stattfindet,  wenn 
erstere  starke  Eisenarme,  letztere  aber  schraubenförmig  gevvun- 
den  aufrecht  stehende  Stahlfedern  sind;  dann  bilden  die  Arme 
eine  etwa^  gesenkte  und  im  Allgemeinen  geneigte  Ebene ;  3)  dass 
endlich  beide  Momente  zugleich  berücksichtigt  werden  müssen, 
wobei  dann  die  hohle  Fläche  der  Arme  auf  Stutzpunkten  von  ver- 
schiedener 0(^be  lagert 

Erster  Faii.  Die  Stützpunkte  liegen  in  Einem  Ho- 
rizonte«  die  Arme  sind  von  diesen  abwärts  gehende 
nach  oben  hohle- physische  Linien,  welche  im  gesenkten 
Punkte  P  eine  gemeinschaftliche  Berührungsebene  Jiaben.  War 
woHen  durch  die  drei  Gleichuneren  A,  unter  BerOck^ichtiguag  der 
Gesetze  4er  Elasticität  die  dreiElemente  bestimmen,  durch  welche 
die  genannte  Berührungsebene  festgelegt  wird,  und  dann  den 
Druck  auf  jeden  Stützpunkt  aus  seiner « Ablenkung  Von  dieser 
Ebene  ableiten. 
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SAvMb  jme  Berilliniimicbene  deo  Horisont  der  Stütipttokte 
U  Oof  (Taf.m  Flg.  " ^  '       ^'  '^ ^"^r^.  . 


2.)  uoter  -deim  Winfcei  tp,  bilde  dii  EMe 
OW  oder  Ihre  Parallele  oo^  durch  den  Ur^rane  mit  der  Axe  AJC'den 
Winkel  ^»uud  sei  der  seokreol^e  Abstand  dieser  Schnittlinie  0(y 
▼cm  Urapmnj^  9der  PM^sr,  so  hat  sich  der  Punkt  P  gesenkt 
nm  rtg^.  ^Ferner  liegt  der  Stützpunkt  P|  über  der  Tangirungs- 
ebene  um  bi=z(PM+PiAg)tgq^f  «der  da  PiAf  eenhteeht  auf 
oo'  und  =01  siu(or,  —/3)  ist,  um 

6i=[r  +  aisin(ii^— ftjtgq^. 

Wir  müssen  nun  die  Arme  aU  Balken  betrachten,  «velcbe  an 
ihrem  einen  Ende  P  eingemauert  sind  nnd  deren  anderes  durch 
die  senkrecht  aufwSrts  wirkende  Kraft  Pi  um  bi  gehoben  wird« 
Haben  alle  Arme  gleiche  prismatische  Gestalt  und  gleiches  Bie- 

fingsmoment ,  unn  vermöge  die  Krafteinheit  bei  einem  solchen 
rme  von  der  Länge  =1  das  Ende,  an  welchem  sie  wirkt,  um 
6'  von  der  Tangente  am  andern  eiivenuMierlen  Ende  abzulenken, 
so  wird  die  &raft  Pi ,  welche  bei  dem  Balken  von  der  Lfinge 
«N  das  Ende  um  6|  zu  heben  vermag,  nach  den  Gesetzen  der 
Elasticität  sein: 


''»  =  6^=S^f'^+'^'«-(«»-^»' 


oder 


"  11      *R9>  r  ^    ,  sinc^  coe^  cos«!  sln^ 

und  analog  f&r  die  übrigen  Dmekfcrifte: 

D  _^gyr  ^    ,  sinoa  cos/3  coscf^^sin/?^ 

^»-  b  Lv+      ä^  5?     J 


U.  8.   W. 


Führt  man  diese  Werthe  in  die  obigen  drei  Gleichungen  A, 
ein  und  bildet  Klammern,  so  erhält  man: 

^       /«ina.  .  sina«.      \  ,  ,      ^/sin«ai    ,  sin*c^  ,      \ 

"93* 
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und  wem)  wir  hferia  der  Debersieht  halber  aetzeo: 


i    .    1    .       .1 


•=^+iii  +  .+^.5 


„/_£2«!fi  .22!%  .      .  cos««,. 

«I     ;*^     fl,     +••+     s; 

80  bekonuDMi  wir  sie  unter  der  Form: 

P=^\r$  +  teoaß^fshß], 

O=srt+mco»ß—vanß, 
Ossrf  +  e  C08/J— tt'ain/J; 

«roraos  de*  Reibe  nach  die  Werthe  abgeleitet  werden: 

«,!,_  vt—ttf 


vOnß  —  ucoaß 


^=i 


"r<  +  <co8/J— fain/J* 
Fahrt  maD  diese  Wertbi  in  die  obigen  Forroein  filr  P    P  n  «  - 
ein.  80 bekommt  man  die  Grösse  delörucfaSf  "deVsStepnnrt 

Die  «efiindenen  Ausdrflcke  Migen.  dass  ft  r.  %2    „nd    abo 
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ElasticitSt  d^r  Arme  noch  so  klein  wird)  nur  darf  sie  njcbt  gleich 
Null  werden,  indem  sonst  auch  tg9>=0  wird,   und  der  Werth 

-^=Ä   den  Werth   von  P^,  P^  u.  8.  w.  unbestimmt  macht. 

Von  dieser  Eioschränkung  werden  wir  uns  noch   bei  dem  zweiten 
Falle  nfther  überzeugen. 

Wenden  wir  diese  Formehi  auf  ein  einfaches  Beispiel  an, 
sei  nämlich  P=l, 

Äi^S,   a^-%      ii,=J,        i4=4; 
«1=00,  «,=900,  «^=1800,  ^4=270»; 


so  wird 


4Atf 


4=lM9s  <=0,I87,  i;=-.<^96. 


.    -     0,75.0,96        ,  Ä—Toow 


r=— 1,198,^  t=- 2,511. 
tteito  Tem  Ür8|>ffuttg 


Der  negative  Werth  von  r  und  ^9  drdckt  an«,  dass  die 
{)orcfaschnittslime  00<(Ü  (Ta£  VLFi&3.)  dieAxe  auf  der  negatirfaii 
(!leitoTemUr8t>ffuttg  trifft.  -*    Mit  Hmfe  dieser  Werthe  erhfttt  manc 


/>,=:=^^(- 1,193 +  2co8/J)=0,187 
Pj==3^(-.|,1«8  +  lw«i/»)a=0.«» 
/»»=:=|jy(— l,l»3-4co8/J)  =  0.094 

■■m  Beweise  der  richtigen  Rechnung. 

Eskeim  vorkommen,  daMderDrackanf  einzelnePiinkte  necati  v 
wird,  wie   in  folgendem  Beispiele.     Sei  (Taf.  Vi.  Fig.  4.)  P=:l, 
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«i=36<>52'ir,6,  aj=180«    «i  =  ie»>+ai,   «?»=— ff|; 

so  dass 

I  '         sin  a^  =0,6»  cosor|=0|S; 

so  «rbält  Qiap 

/3=77«44',  r=- 1,53,  0^=^1,61; 

^4=0,06,  P,=0,88.  P3=-.0,01,  P4=0,a7; 

zusammen 

=  1,01-0,1=1.00. 

In  einem  solchen  FaHe  ftllt  die  Tangirunprsebene  bei  P  ober- 
halb  der  Stützpunkte  mit  negatfvem  DruclEe,  so  dass  die  Arme, 
welche  nach  Annahme  mit  dem  einen  Ende  den  StCtzpunkt  be- 
rfihren,  hier  nicht  aufwärts  gedrflckt,  sondern  abwfirts  gezofe» 
werden.  Soli  dagegen  eine  solche  feste  Verbindung  mit  den 
Stfltzpunkten  nicht  stattfinden,  so  wurden  die  betreffenden  Arme 
jene  Tangirungsebene  nicht  verlassen  und  sich  aber  ihre  frdheren 
Stützen  erheben,  so  dass  diese  unbelastet  blieben.  Man  muss 
dann  mit  We^lassung  dieser  Punkte  eine  neue  Berechnung  vor- 
nehmen, also  \n  unserem  Beispiele  die  Last  P  auf  die  drei  PuIIIkI^ 
Pi,  Pi  und  P4  vertheilen,  wobei  das  Resultat: 

PjäOJO,  P,=:0,80,  ^4=0,10 

erhalten  wird. 

Zweiter  FulL  Es  bilden  die  Arme  tinverXnderlicIi 
ein  e  Ebene,  weiche  auf  den  durch  den  Druck  P  etwas 
ffevenkten  Stfitzpunkten  lagert.  Diese  Ebene  «efaneide 
aen  ursprünglichen  Horizont  der  Stfitzpunkte  in  der  Linie  OO* 
(Taf.  VI.  Fig.^.) unter  dem  Winkel  9 ;  und  diese  Linie,  welche  den  Ab- 
stand r  von  dem  CJrspning  habe,  bilde  den  Winkel  ß  mit  der 
Axe  XX'.  Die  Grösse  der  Senkung  jedes  Punktes  P^  P«  u.  s.  w. 
sei  ei,  e^  u.s.  w.,  welche  ausgedrfickt  wird;,  wie  frflber,  durch  die 
Gleichung 

«!  =  [»•  +  «1  ««n  («1  —  ß)]  tg  V. 

Sei  nun  e  die  Länge,  «m  n^elcKe  die  Krafteh^eit  einen  Stflti- 
punkt  niederdrücken  Rann,  und  bieten  allfe  gleichen  Widerstand  dar, 
so  ist  die  Kraft,  welche  einen  solchen  um  e^  senkt. 


oder 


p,^^=i^[r  +  ii,sinK-./J)], 

P|  =  -^  [r  +  fli  sinai  cos/J  —  Oi  cos^i  siu/J]. 
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Dieser  Wertb   und  die  anal^een .  fiir  die  lihrjgen  Druckkräfte  in 
die  drei  Gleichnngen  A.  eingeflifirt,  geben  ähnlich  wie  vorhin:. 

p^^^n + cos^Ksina^  ^^j^sino^ + ...)  -  sinß(aiCOBai  +<F»co«Äj+...)t, 

Occsr(«kL  «««1  +  ti%9ina^  +  .^)  f  co*/5  (oi^siu^  +  a^UUAn^  + ...) 

— sio/9(ff|^sfna|CO^i  +  aa*«ino^Geea^-f- ...), 

0==  r(airos«i -I- asCO0o^...Heo8/l(#r|  Vinericosoi  4-«2ViiM^^ 
.    —sin/}  (oj.*  cos%  +  c%«  co8*i%-|- ...) ; 

und  «etsenwir  klerin: 

n=  der  Anzahl  der  Stützpunkte, 
f =ifi  ain«!  -|-  ##2 sin  o^  +  •••  +  a« sin  an, 
f  £ra|  cos€i|  -i-a^cosa^  +  •  •  +  HiiCos  «ii; 
tt=a|*sin*ai  +  a2*8in*o^-f- ...  -|-Oii*sin*Oii , 
u' = tf|*€os^|  +  af*eiis*<%  + ... + a\  cos*«« ; 
r =ai*  sina^  cosäj  +  a»*  sin  «^  eoso^  + ...  -|-««*sin«ii  cosan ; 

•so  erbalten  obige  Gleichnngen  die  Gestalt: 

P=i^(r»Kcos<J— t'sin/J), 

0=r^-f«cosj9 — osin/}, 
0=rr-Fo€os/3--ie'siD/3. 


Hieraus  erhalten  uir: 


9sin/3— -ticos/} 


tgy 


6   "■  nt +  «  cos/5— «'feln/J* 

w^lefa«  Resultate  der  Foftt  nseb  mit  deiteu  bei  I)  ^^nndene» 
tlbereinstimmen,  der  Grösse  nach  aber  davon  verscbiedeo  sind» 
da  die  einseloen  Buchstaben  andere  Wertba  aoadrSckeii«  **  Mit 
..diesea  nas  bekannten  Grossen  lassen  sich  die  einzelnen  Druck- 
kräfte nach  den  obigen  Formeln  wie  vorbin  bestimmen. 

Auch  hier  ist  sichtbar,  dass  die  Werthe  von  ß,  r,  ^—   und 

c 

somit  die  von  Pi,  P^^.Pn  durchaus  von  der  Grosse  e  der 
Elasticität  unabh&ngig  sind,  dass  sie  also  auch  flir  jede  noch 
so  kleine Zusaramendrflckbarkeit  dieselben  bleiben,  nur  nicht  für 
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e=0;  weW  wie  vorhio  dann  —-s^j.»  und  hierdurch   die  Dmdi- 

krSfte  unbestimmt  vriirdei^.  —    Wollte  man  b  beiden  Fällen  die 
erhaltenen  Grossen  auch  fflr  die  Grenzwerthe  6=rO  und  e=sO 

fsiten  lassen,  so  liiussten  beide  gleich  seilt.  Denn  im  ersten 
alle  war  von  Tomherein  e=0  angenommen  unti  6=0  ein  Greoz- 
werth ;  im  zweiten  Falle  aber  war  6  £=0  die  ttfsprSneliebe  Aimabme 
nnd  e=0  der  Grenawerth;  da  ^so  jedesmal  6:^0  und  6=0  ist» 
so  müssten  auch  die  bestimmten  Grossen  der  Druckkräfte  Aber- 
einstimmen;  dieses  aber  findet  nicht  statt,  und  es  mtesen  dahtr, 
wenn  die  Tragarme  und  deren  Stutzen  beide  ganz  unelastisch  sind, 
die  Druckkräfte  wirklich  unbestimmt  sein. 

'    Betrachten  wir  als  Beispiel  dieselbe  Angabe  wie  voAio, 
nehmen  also  jP=:], 

a,=6r   ««=2,     fl»  =  l,       «4=^; 
«1=00,  «,=900,  0^  =  180«,  i^=:270«5 

so  wird 

<=— 2,  f =4, 11=20,  «'=26,  ©=0; 

und  daraus 


80 
isß=^y  also  ßssS&iW, 


feroer 


r=5,4ÖO,*-£2.=o,0576, 

€ 

und  endlich 

Pi=0,O72,  Ps=a377,  P8=0,«02,  ^4=0,189, 
deren  Summe 

=  1,000=  P 

ist 

Es  ftUtalso  hier  dieLinie  00'  (2)  (Taf.  VI.  Fig.  3.)  auf  die  positive 
Seite  der  Ale,  und  die  der  Last  nahe  Stfilze  P^  wird  n^eniger 
belastet,  als  Im  ersten  Falle,  weil  der  Kiifluss  der  Näh«  iu|i  die 
Grosse  des  Drudcs  geringer  geworden  ist 

Auch  hier  ist  der  Fall  möglich,  Jass  elnaselne  DtudtVräfte 
negativ  werden.    Sei  z.  B.  (tar.  VI.  Flg.  5.)    P=l, 

ai  =  10,  11^=5,  o,t=I,        a4=S; 

so  erilält  man 
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v:^ld08in0<>-fl2— laiaO»— 12-0; 
und  daraoH 

^  lg/J=^Vdb  ,  aUo  j8=90», 

'- lOstaOo-iuoOo  =-g~  =7,444,  — =0,(W77. 

Hierdurch  wird 

p^=^— 0,173,  Ps=0,30l,  />j=0,57I,  )p4=0,301, 

zusammen 

=  1,173— 0,178=1,000= A 

Ib  diesem  Falle  «tfhneidet,  wie  in  dem  erateu  Falle,  die  Ebene 
der  Arme  svrisdIeD  dem  Angriffspunkte  der  Last  und  einem  Stütz- 
punkte Pt  in  den  nrsprCinglichen  Horizont  der  Stützpunkte  ein 
und  gellt  nei  P|  über  dem  Stützpunkte  weg.  Bei  eiber  festen 
Verbindung  von  beiden  wirrf  die  Stütze  mit  einer  Kpraft  /\  =—0,173 
ansgedehnt,  bei  einem  la«en  Anfl^gern  dagegen'  mnes  eine  nene 
Berechnung  mit  Ausscheidung  des  Stützpunktes  JP,  vorgenom- 
men werden,    welche  uns  hier  auf  den  einfachen  Fall  von  drei 

13  1 

Stützpunkten  bringt,  und  die  Hesultato  P«=^g4  Ps»  2>   ^^4=8 

ttefert. 

Dritter  FalL  Es  sei  die  Elastieit&t  der  Arme  und 
die  der  Stützen  zugleich  zu  berücksichtigen;  ilann  la- 
gern die  Enden  der  «gekrümmten  Arme  auX  den  etiyas 
niedergedrückten  Stützpunkten.  Sei  auch  hier  wieder  die 
Li^e  der  in  dem  Punkte  P  an  die  Arme  tan^itenden  Ebene  durch 
die  drei  GrOsse»  ß^r  und  ^  festgelegt,  seien  die  Abstände  der 
Armenden  von  jener  E^eae  6|,  b^  u.  s.  vh.  und  ihre  Abstünde  von 
dem  ursprünglicheti  Horizonte  der  Stützpunkte  oder  die  Senkung 
der  letzteren  ei,  e%  u.  s.  w.,.so.  isit 

femer  Ist  ^e  eben 

^=./?|.6.aj^>  und  ei  =  /*i«.» 
daher  /  •  -    -• '      m   j  .•  ■    .') 

Pi(6ai«-|-^)^tgv[r+»i«A(«, -ft], 

oder  -  *'•■-...?; 
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Verfahren  wir  mit  di^seo  und  den  analogen  AilsdriieIceB  fttr  P^ 
u.  8.  w.  ebenso  wie  früher^  30  bdcommen  wir  die  drei  Gieichan- 
gen  A.  unter  der  Form: 

,  ^ai^sinaicosai   .  aAincuno^Om  .      \ 
-      /oicoa«, .  a«co*«i .    \ JaxHinajCwuti .  g,*8ini%cogg,      \ 


und  wenn  wir  darin 


»j^i+i+Jtb*-*^' 


itiastncrii 


«iVm^  .  o^^sib^  -       ,  4iii*ain%b 
,      ai*co«*efi  .  fis*eofi^  ,       ,  «^coaVi . 

setzen,  so  bekommen  wir  sie  fast  unter  der  firttwn  foiai: 

Ps=  tg  g)  tri-f  Icos/S^  l'sin/^ , 
0 = rt+  u  coBß — V  Binß, 


<in%t}ac»€os<tb 


Hieraus  folgt 


Digitized  by  VjOOQIC 


SM 

P 

und  mit  Hfilfe  dieser  bekanoteii  Wertbe  k9nnen  nun  die  Druck- 
krftlte  berechnet  werdiro.  — •  Man.  sieht  aus  den  erhaltenen  For- 
meln, dass  in  diesem  dritten  Falle  die  Werthe  von  ß»  r,  f  und 
mithin  auch  von  P^»  P«  u.  s.  w.  nicht  unabhängig  sind  von 
der  Grosse  der  Biegsamkeit  der  Arme  b  und  der  Zasam* 
mendrOckbarkeit  der  Stdtsen  e,  weil  hier  6  und  e  nicht  als  allM- 
mutime  Factsren  verseh winden.  Es  genflgt  «Bdoch»  wenn  das  Ver- 
hlltnlss  Ewiscben  6  und  e  gegebea  isl,.weil  beide  unter  gieielieii 
Ptiämimm  im  Nemer  v«orkommen.  -<-  Fenwr.  gehen  die  (etsten 
Fenmela  in  die  vm  1)  eder  2)  aher,  wenn  man  e^O  o4ßr  iM) 
seist»  so  dass  die  letete  AulMing  die  allgemeine  ist  und  jene  als 
besondere  Ftlks  in  sieh  begieüt^ 

Betrachten  wir  auch   hier  das  obige  Beispiel,  setzen  also 

«1=5,  aa=2,     0^=1,        «4=^; 
«I  =0,  0^= W>,  a^  =  180»,  «4=270»; 

end  nehmen  fiarner 

6=:(K0l,  #=x(a; 

SP  wird 

#=16,739,  l=tf.707,  t'ic- 5,385,  u^GJS39,  u'^VfiW,  e=0; 

daraus  j 

tg/J=  l,4«8  und  lJ=5e*l7',  r=-4,»4,  tgy=-.a,0t87 
and  9»— 53'Ö6^, 

iMl4  endiicla 

P^=0,(»8,  P»3^0,275,  Pa=:0,400,  P^^WST. 
deren  Summe  1,000=  P  ist  ^  .     ' 

Diese  Werthe  falef  swischen  di»  von  1)  vod  2),  wie  wmA 
das  Verhältniss  r^lO  zwischen  das  i=0  und  r=oD  fkllt.    Die 

bigende  TabeOe,  sowie  auch  theilweise  Taf,  V^  Fig.  3L  gibt  eine 
Peber4cbt  der  in  den  drei  Fftllen  erhaltenen  Resultate,  wann 
jMfir  wi  9  zu  fifden,  i^iicli  (n  1),  £:;;;;0^Ol  und  iq  %  ^^04 
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1) 

3) 

2) 

r 

-i.m 

-4.264 
66»17' 

.  5,450 

/» 

56«59' 

9 

-lo»' 

-84' 

W 

Px 

0.12 

0,10 

0,07 

^ 

0.19 

0,27 

0,38 

' 

0,49 

0,3Ö 

/*4 

0.09 

d,u 

04* 

Auf  g«nz,  fthnltcbe  Weise  kann  mmn  de»  Druck  auf  jedtMi 
'8Nlffepmil3  bestimmen,  wenn  die  Latk  anf  einer  Ebene  statt  mat 
Armen  ÜMt  and  diene  Ebene  seliist  entweder  wieder  anfeinielnen 
Stfltzen  oder  auf  einem  Ki^rper,  desMn  i^iere  FBche  eben  is^ 
nnnagert;  docb  mflsste  Dir  diesen  Fall  vorber  die  Bieciingsgestnlt 
einer  elastischen  Ebene,  aaf  welcbe  mebrere  Krfifle  wwken^  unter' 
sucht  werden«  . 


ich  will  noch  knrz  die  Ansiebten  erwähnen,  welche  ich 
Aber  diese  Aufgabe  auffinden  konnte.  Unger  in  seinen  „IMbuo* 
gen  aus  der  (Statik  und  Mechanik,  Berlin  1831'*  sagt  bei  Gele* 
senheit  der  gans  ähnlichen  Aufgabe  über  die  Vertbeilung  des 
Drucks  auf  drei  Punkte^  welche  in  eine  gerade  Linie  fallen,  dass 
man,  um  die  fehlende  Gleichung  der  unbeNtimroten  Aufgabe  ta 
sewinnen,  verschiedene  Hyppthesen  angenommen  habe,  nftm* 
Reh  dasa  die  Linie  efastiscn  sei,  oder  dass  die  VertheMung  des 
Drucks  eine  möglichst  gleich ftirmig^  sein  milsse.  Grelle  in  sei- 
,, Journale  flir  Mathematik ,  L  Band,  Berlin  1826,  Seite  130,*' 


bestimmt  bei   derselben  Aufgabe  die  Grenaen   f&r  jede  der  drei 
_ Druckkräfte  unter  der  Toraussetzung,  dass   sie  au  keinem  Stdtx- 

I »unkte  negativ  sein  dfirfe.  Jedoch  spricht  er  in  dieser  Abhand- 
ung die  Ansicht  aus,  dass  die  Unbestimmtheit  nur . desswcjgea 
Earadoz  erscheine,  weil  die  unnatfirli'che  Annahme  einer  uti^ 
iegsamen  Linie  gemacht  worden,  dass  aber  mit  Berflpksicbtigung 
der  Biegfi^amkeit  die  Druckkräfte  vollkommen  bestimmt  wären 
(nach  Eytelweins  Statik  fester  KCrper  {« 34l>-3i9  und  Anbang 
f.  123^129.).  Endlich  gibt  er  noch  den  Weg  an,  auf  welchem 
rbsi  unserer  Aufgabe  die  Grenaen  flir  fttt  Dniekkraft  benimmt 
werden  können. 

Ueber  unsere  Aufeabe  selbst  konnte  ich  nur  Eine  Abbandluns; 
'Mden,  nämBch  Tön  Luler  „de  pressioiie . {(onderis  in  platiul^ 
^ctti  Incümbif  In  den  nNx>ri  Commentarii  Academiae  scientiaram 
^mpeilalis  Petropolitanae  pro  anno  ITTd'^  Der  Verfasser  sagt 
darin,  dass  wenn  die  ebene  Platte,  auf  welcher  die  Last  liefrt, 
anf  mehr  als  drei  Stfitapunkten  ruh^  die  Bestimmung  der  Druck- 
kräfte auf  die  einaelnen  Punkte  ungewiss  scheine,  oenn  es  wür- 
den docb  nur  die  drei  höchsten  sein ,  weil  kaum  eine  vollkommene 
Gleichheit  der  Ffisse  angenommen  werden  dOrfe.    Nehme 
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aar  diese  Sohwtei^eit  %n  ttibfreken,  ad,  isM  <Ne  uilterä^  FtSdie 
jtnet  Platte  nicht  velfbftndieii  hart,  aondeni  ^leieheam  mit  einem 
weiebeo  Ueberzuge  bedeckt  aei,  ao  wfirden  die  Ffiaae  iit^dieae« 
ebdrimiit  und  awar,  .«rie  oiaa  init  JSicIperheit  vorauaattaan.  b^nne, 
iin  Vecniltaiaa  ^u.  dem  Drucke  auf  dieaeo  StiUzpaakt.  .  DaniU.  je? 
doch  Nieraaod  einen  Aoataed  an  jeoeHi  Ueberauge  aehme»  aei  ea 
ja  erlaubt«  die  demaelbeo  suge8chn<abeDe  Nachgiebigkeit  bf  liebig  zv; 
verkleinern,  ao  daaa  er  auletat  die  Beachaffeaueit  der  harten  Platte 
aelbat  annehme. 

Euler  also  findet  die  Cnbeatimmtbeit  In  der  CnvoÜkommen- 
heit  der  phya lachen  Auaf&hning,  und  nachdem  er  die  Annahme  . 
de»  weichen  Ueberznga  gemacht,  aucht  er  dadurch,  daaa  er  die 
Nachgiebigkeit  immer  kleiner  werden  und  zuletat  verachwinden 
iSa^t,  wieder  auf  die  rein  mathematische  Anachauung  zurdck« 
zukommen;  während  umgekehrt  die  Unbestimmtheit  nur  bei  rein 
math^matiacher  Anachauung  besteht,  bei  physikalischer  aber  ver- 
achwindet*  —  Dass  bei  rein  mathematischer  Anschauung  wirk- 
lich unendlich  viele  Losungen  mOglich  sind,  davon*  kann  man 
aich  leicht  durch  folgende  Betrachtung  überzeugen:  Ist  die  be- 
lastete Platte  an  den  Stützpunkten  nicht  auf  Ffisse  gelegt,  aon-^ 
dern  an  Schnuren  aufj^ehängt,  welche  über  Rollen  gehen  und  auf 
der  andern  Seite  gewichtsloae  Schalen  tragen,  in  denen  die  Ge- 
wichte so  vertheiit  sind,  dass  sie  der  Last  das  Gleichgewicht 
halten,  so  kanu  man  die  Vertheilung  in  den  Schalen  auf  unend- 
lich viele  Arten  vornehmen ,  wenn  nur  jenen  drei^  Gleichungen  JL 
Genüge  geleistet  wird.  Hier  werden  die  Druckkräfte  auf  me  cfin- 
zelnen  Punkte  nicht  durch  die  Elasticität  der  Stützen,  sondern 
durch  Gewichte  aul|;ehoben,  welche  bei  klein^i  Verrückunsen 
ihre  Gröase  nicht  äfidern;  es  sind  alao.nur  die  Bedingungen  der 
mathematiachen  Aufgabe  erfüllt  und  ea  tritt  die  Unbestimmtheit 
der  rein  mathematiachen  Losuug  ein.  —  Eulers  HiÜfsbetrach- 
tung  mit  dem  weichen  Geberzuge  stimmt  dem  Vfe»en  nach  ganz 
mit  unserer  zweiten  Annahme  überein;  aber  Euler  nimmt  noch  an, 
dass  die  durch  sie  erhaltenen  Resultate  auch  für  vollkommen  harte 
Pta|ten  gelten,  was  jedoch,  wie  wir  oben  gezeigt  haben,  unzoläs« 
sig  Ist,  da,'  wenn  man  sich  auf  eineiii  andern  Wege  dieser 
Grenze  ufthert  und  die  nahe  an  der  Grenze  erhaltenen  Werti« 
auch  (&r  die  Grenze  selbst  jgelten  liesae,  verschiedeoe  beatimmte 
Resultate  fi3r  denselben  Falfricbtig  wären.  — 

Die  Aufgabe  Isf  daher  vollkommen  unbestimmt,  wen*  man 
a)e  nur  aus  dem  matberaa^schen  Gesichtspunkt  betrachtet,  und 
wird  nur  dadurch  bestimmt,  dass  maa  die  der  Natur  geraüsae 
Biegaamkeit  und  Elaatlcität  zu  Hülfe  nimmt. 


Durch  dieaelhe  HllKe  kSnnen  noch  andere,  sonst  unbestimmte 
Aufgaben  gelüst  werden,  wovon  wir  zifei  Beispiele  anüShren 
wollen : 

Erste  Aufgab^.  Ein  Balken  ist  an  beiden  .Enden  Ai 
und  A^  (Taf.Vl.Fig.6.)  befestigt,  imPunkte  A  wirkt  auf 
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(l#^n«tlb#ii  eitte  Ktaft  P  ia  seineT  RidkUsf ;  wag  Ut 
der  Zog  i\  «nd  d«r  Druck  /\  an  jedeoi  Eadpaafcte  4t 
«nd  4ftf 

Werde  durch  die  Kraft  P  der  Pnnkt  B  nach  CHn  BC^e^ 
benintergedrlidct,  so  wird  da«  8tflck  il|  Bmni  des  Batkens  uni 
fi  aasgedehnt,  and  das  Stfiek  A%B=:a^  um  e^  sosammenge- 
drQekt.  'Wenn  nun  die  Krafteinheit  einen  Balktfb  v6ii  der  LUnge 
1  um  ^  ausdehnt  oderzosammendrOekt,  so  niuss 

.    J't^^^ndP^^^^-BWB. 


imd  da 


".+".='•-"  ^'^='' 


ist,  auch 

^  _  P^^o%        ^ 

Dieser  Werth ,  in  <Ce  obigen  Ausdrücke  eingesetzt«  gibt 

oder  die  Kraft  vertheilt  sich  ebenso  auf  die  beiden  Endpunkte, 
als  wenn  ihre  Richtung  nicht  in  die  Richtung  des  Balkens  fiele. 

Zweite  Aufgabe.  Eine  Last  P  (Taf.  VI.  Fig.  7.)  wird 
durch  eine  senkrechte  StGtze  und  zwei  scbiefeStreben, 
welche  auf  Einer  geraden  Linie  fussen»  getragen; 
welches  ist  der  Druck  in  der  Richtung  jedes  Balkens? 

Sei  AB^^a  die  Länge  der  senkrechten  StOtze  und  AD 
:=A£y=zd  die  der  achiefen  Streben,  werde  der  Punkt  A  nach  C 
um  AC^ssci  berobgedrfickt,  so  nebmen  die  Streben  die  Länge 
DC  atk^  werden  also,  wenn  CE  senkrecht  auf  AD  um  AE^€% 
▼ericfirst  Da  aber  AE:AC=^AB''AD,  oder  e%:eiS=:üid»  so 
finden  wir 

Sei  nun  dei  Druck  in  der  Ricbtung  der  SütsesPi,  in  der  jeder 
Strebe  ==P^  »o  ist 


ea 


ii-^' 
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80  ist  auch 


woraus 


DiMs,  hl  obige  AosdHIdce  dogtsetat,.  gibt  cvidlicb 

Sei  z.  B. 

a=3,  rf=5; 
so  wird 

P,;=0,70P,  P.=0,25A 


»  •  t 
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AMeltnnir  <ler  Sfttze  über  Snpplemen- 

tarsehnen  und  eoii§ugtrt/e  Diurchines« 

ser  der  KlUpse  aus  einer  einfachen 

freometrisehlin  Betra^btungr« 

Vott 

Herrn   Chr,  Wiener, 

Lejirer  der  Mathematik  ao   der  hohem  Gewerbtchole  %n  Darnif  tadl. 


Diese  Sätze,  deren  Entwickdane  auf  analytischem  Wege 
einige  Weitlänfigkeit  verursacht,  sind  sehr  leicht  zn  beweisen, 
wenn  man  die  Ellipse  als  diejenige  Kurve  betrachtet,  weiche 
durch  Projection  eines  Kreijses  auf  eine  Ebene  entsteht.  Alle 
Sätze  nebMt  Beweis  lassen  sich  dann  mit  einem  einzigen  Gedan* 
ken  übersehen. 

Der  Mittelpunkt  O  des  Kreises  ABA*  (Taf.  VI.  Fig.  &)  liege 
in  der  Projectionsebene  ABA*,  und  er  selbst  bilde  mit  dieser 
Ebene  den  Winkel  BOB=a,  die  Durcbschnittslinie  AA'  sei  die 
Axe  X^  die  im  Mittelpunkte  errichteten  Senkrechten  OB'  und 
OB  die  Axen  F.  Die  Coordinaten  des  laufenden  Punktes  Jü* 
des  Kreises  In  seiner  Ebene  seien  OP=zX  und  PM'z^Y,  und  die 
seiner  Projection  MiOPz=:x  und  PM^=^y\  so  ist  :r=X  nnd 
<y=:Fcosa.    Die  Gleichung  des  Kreises  ist 

wenn   az=,OA   sein  Halbmesser,"   und  daraus  folgt  ffir  die  Pro- 
jection 

■    cos'a  • 
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oder  endiick,  wenn  wir  die  Ordinate  der  Ellipse  im  Udepmag 
iff;M«Fs.4  ««jlieit  woUeaf    :       , 

Die  ^rojedloD  ist  abo  eitre  Etlipse,  WeH  diese  Gletchimg  tnit 
deneniffeti  flliereiiistfiiiint,  weicbe  aus  dem  eewShnllcb  als  charac-' 
terbtisäe  Eigenschaft  angenomm^iien  V^rhidten  att  ihren  Brenn« 
pmiktea  bei^deilef  Wird. 

Wir  fvolkia  mm  ans  dieser  Betmchlmig  die  fotgenden  Säise 
lierleiten:  .     .      /     . 

l.>  Uew  Wertli  d^r  Subtangente  ist  — rr*-  •  aiso««* 
abbftngig  ron  6. 

Liegt  der  Kreis  (Taf.  VI.  Fig.  9.)  vorerst  in  der  PiojMioli» 
eh^ne^  SO:  i^ti^  wenn  X'  und  F  die  Cootdinaten  d^  Berfibri^gs- 
pjonkt^s  ]ft  der  Tangente  nnd  PT  die  Subtangente»    . 

*.stg=r^=a*— ^, 


DiebVsich  daim  der  Kreis,   so  bleibt  die  Proiection  seiner  Tm-' 
gente  die  Tai|0Bnte  seiner  Prfljjection» .  wid  ^es  Jbfeibt  $lr  die  Ellipse : 

ibhingig  von  dem  Neigangswinkel  a  oder  von^i. 
^V  Bilden    die   Supprementarseiinen    AL    and  AfJk 


:4w^    niiaen    nie   ounpiemeniaraeiiaen  •  iyji«    nna  jrjut 
(Taf.  IV.  Flg.  IQ.)   Aber  der   grossen  Axe   mit  dersfdben. 

dfte  Winkel  A'AL^ßMd  JA'Lzsß',  so  ist  ^/3«4g^'s-r~. 

Da  sie  sieb  in  dem  Kreise  unter  eineth  rechten  Winkel  AL'A^ 
sehneiden,  so  ist  fflr  depiselben: 

tgA.tgfl'ss-l. 

D«  eick>  abes  .die  Pfbduete  der  beiden  TawenteH  In  dar  BUpse 
und  im^Kieli«  verbaHert  wie  ^x  r\  A.  iT^Wx^,  so  Ist  .       { 

Theil  XIV.  M 


Digitized  by  CjOOQIC 


m 

3.)  Zieht  man  in  der  Ellipse  «Wjti  »i^i&^MWiPilM 
Sapplementarsehnen  parallele  Gerade  dnrcb  den 
MittelpuDkt,  so  aind  4tese  eonj^gWt^.l^urchroesaer,  d. 
h.  jeder  JiaJbirt  das  System  der  mit  dem  andern  parallel  geac^e* 
mm  Stküeai:-     ■ 

Denn  zieht  man'(Taf.  VI.  Fig.  10.)  im  Kreis«  iTotche  nkUrfnem 
Paare  yon  Supplementartffhpeo  4'^''  ^^^  ^^'  Parallele  Dorch- 
roesser  OM'  und  ON\  so  sind  sie,  weil  sie  aal  einander  senk- 
recbt,s^eken,  p<miwrle  Purchiomaer.  Da  iMia  aiicjh  die  Pr(\|fctie' 
^nea  aller  die^f er  Sebo^en  para](ef  hleibeo  und  sich  ebenfalls.  Jialbi- 
ren  xnSsseo^  sp  sind  ^u^  in .  der.  Ellipse  die  mit  ^n^m  Paare 
Sü^lementarsennen  A'L  und  AL  parallel.,  gesogeriei^  Parch- 
roesser  OM  und.  ON  conras^irte.  —  Für  einen  schiefen  Dur ch- 
m#Mer  der  Äfipse  findet  df^e  Eigenschall  lAi^fiili  «tatt,  ^eii 
sie  in  dem  Kreise  jedem  Durchmesser  zukommt 

5.)  Die  an»  Endpunkte  eines  Durchmessers  der  El*^ 
lipse  gezogenen  Tangenten  sind  parallel  mit  d^m  con-' 
jugirten  Durchmesser. 

Dieses  folgt  aus  der  gleichen  Eigenschaft  des  Kreises 
(Tat  VL  Flg.  &.)  ®  ,  '    .  ' 

"  6.)  Die  Sdmme  der  Qfuad>a'te  zti-^ler  eoqjugiriten 
Durchmesser  i6t  constant  uhd  gleieh  def'Summe  der 
Quadrate  der  beiden,  Haiipt^i|en. 

Es  ist  nämlich,  wenn  (Taf.  VI.  Fig.  10.)  OP=QN'=m,  OQ 
=sPM'=n,    m*-|>ii*=a*;    und   wenn  die  beiden  halben  DomIi^ 
messer  OMz=af  und  OiV=:6'  seien, 
*   ^' 
OÄ«=OI»+PÄ*nnd  Oi¥»=^O0»+Q2V», 

^^,     ..,    ..  '     .  :.!...,, 

und  hierans 

.7.y   Jede$i    nm    die    Ellipsi«    aber    zwei    conjusirte 
*D^rc|im6's£reY' besehrielietae  Pai^allelogramm  Isififeich 
dem  Recbt'edce  ans  den  beiden  Hauptaxen.      <  ^     '^ 

.  Da  jedes  solehes  ParalMogramm  davcl^  Psejedtloh  ahiS'  dbe» 
um'  den  Kreis  beschriebenen  Quadrate  von  dem  oonstanten  Inhalte 
4^*  ^ptsteht^.so  niiiss  eß  steta 

sein.  *  ■ 

^  ß^l  BI«.:Glelciuing  der  Ellipse,  bezogen  laul- eftn 
Paar  benjugirteDarciidessWr,  ist  niHd»r  aufdie4lMf^ 
axe  bezogenen  analog,  nimlich 
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Die  Gleiebmig  de«  Kreiees,  bezogen  auf  ein  beliebiges  Paar 
eenjiieirter  Dorcbmeeser,  ist  X^+T^^aK  In  der  ProjecPion  wird 
•be  Ä  vnd  T,  x  und  jf,  a^s  den  conjagirten  Dnrcbmeeeem  0  und 
a  wird  o'  nnd  kf^  and  da 

Xi^ras«:«!'  und    Yiy'ss,a\b\ 

so  wird  die  Gleichung  der  EIBpee: 

oder 

'«.)  iSteä  <Mt  und  «W(Tart  Vtf^ig.  9;)  ein  Piar  cortl 
i«i#«N  M4e  O^f €bniee»er»«ind  trifTMi«  in  «fM^g^a* 
Tangente  die  beiden  Axen  10  T  und  fj^  so  ist 

Im  Kreise  Ut   »Txitt ^  OHn^OlP^    Da  nun  TV  und 

ON*  Im  geneigten  Kreise  mit  der  Projectionsebene  beide  densel- 
ben Winkel  d  bilden  und  desswc«^  .  ON<t:ON'.eoad,  JHT 
=sJrr.cosd.  ilft=5Jlff.cosd,  so  folgt  aus 

JIT' r.  cosdx  Jr'f .  cosdss  OiV<s  cos*d 

anch 

Dieser  Sats  gilt  nodi,  wenn  statt  der. äatoptaxe 'irgend  ein! 
Paar  conjosirterDurchmesl^er  der  Ellipse  genommen  wird^  weit 
lir  auch  Im  preise  iSt  jedes  Paar  conjugirtev  Durchmesser  gilt.    . 


t4* 
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Uebej;  die  gr9gßte  npia  «Ue^  li^leliMCe 

Punkte  gebt  und  zwei  i^egebene 
Oerade  beriibit. 

Herrn  Fr,  Seydewitz, 

Oberlehrer  «n  Gymnaeiom  bu  UeiligeiMtadl. 


Vergleicht  man  diese  Aufgabe  mit  den  beiden  ofl  behandelten 
Ober  die  einem  Viereck  eingeschriebene  *  grosete  und  nmgeschrie- 
bene  kleinste  Ellipse»  ^wischen  welchen  sie,  sozusaj;en,  mitten* 
inne«€elit,  und  erwkgt,  dass  die  Mittelpcmktscurve  liiitf  ^eder;  wia 
In  der  einten,  eine  gerade  Linie,  noch  auch,  iAe  in  der  letzten j, 
ein  Kegefsdinitt,  sondern  ein  System  von 'zwei  Kegelschnitten 
ist,  so  kann  es  scheinen,  dass  die  Auflösung  derselben  verwickei- 
terer  Natur  als  die  beiden  ersteren  sei.  In  der  Tbat  aber  ist 
dieselbe  wenigstens  ebenso  einfach  als  jene,  und  einfacher  als 
diese,  indem  die  Konstruktion  ausser  dem  Lineale  nur  noch  einen 
beliebigen  festen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  gegeben  ist,  erfordert. 

Es  seien  in  Taf.VII.Fig.l.aund  6  die  beiden  gegebenen  Punkte; 
soi  und  tf6|  die  gegebenen  GerdAfn,  welche  die  Verbindungslinte 
3er  ersteren  In  den  Punkten  Oi  und  6|  schneiden;  so  gibt  es, 
wofern  die  Aufgabe  nicht  überhaupt  unmSglich  werden  soll,  wie 
später  gezeigt  wird,  allemal  zwei  Punkte  p  und  a,  welche,  als 
zugeordnete,  sowohl  mit  a  und  b,  als  auch  mit  a«  und  bi 
harmonisch  sind.  Wegen  dieser  Eigenschaft  sind  l)  die  Ponkte 
p  und  q  zugeordnete  harmonische  Pole  der  iSeraden  ab,  und  3) 
die  Geraden  sp  und  $g  zugeordnete  harmonische  -  Polaren  des 
Punktes  i,  in  Bezug  auf  den  fraglichen  Kegelschnitt,  d.  h.  die 
harmonischen  Polaren  yon  p,  q  gehen  'wechselsweise  ditrch  die 
Punkte  q,  p;  und  die  harmonischen  Pole  von  sp,  $q  liegen  wech- 
selsweise auf  $q,  $p. 
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^  Gesetart  nuD :  p  sei  iii«fct  fl^Ultt  4%r  barmoiiiscbe  Pol  von  tq^ 
•o  ist  dieser  Pol  eb  von  p  verschiedener  Punkt  der  Geraden  jp ; 
iwi  geht  .ähfer,«}«  Umddscte  PMnre^«e  PiiD^es  9  de><^^den 
PjNikt  Jp.ttod!  aaclr  doMsk.deft  bairndnieehei^^Pol  vim  «o^  'l4se  ^fäUt 
dieM  .Fehb^'iiit  der  «emden  wp  a«sMBieii|.d.ii.  f  »t  der  hact 
moeieqbe  Poivmi  ip;  imil  tuagektliits  ist  9  nickt  id*r  hartnonindiet 
Ilol''reft.ijp,  lii  letp  de#  HavoM^oMobe  Pill  ven  mt.'  DaMh.ab^r.ili 
rinten  Mgle|ch  p  mii;af  .und  ^  ro4  ;^  liamoRMebe  Pele.  eied,. 
UHU  «feabor  wä  danli  ataMfii^env  ^eM  «  .4te  harmoniaebe 
Pol  von  06,  d.  b.  der  Kegelscbniit  enlwild^t  Hieb  mA  die  äUecke- 
«1 6|  oder  auf  das  System  der  Geraden  «o,  tb  reducirt 

Es  xerfallen  demnach  sämmtlielie  kegelscbnitte,  welche  durch 
a  vod  h  geben  und  ta%^  $bi  berflhren,  in  zwei  ?vöi{ig  -.get^npte 
Gruppen:  In  Bezug  auf  alle,  welche  der  einen  angenbren,  Ui  q 
der  harmonische  Fol  von  Mp,  in  ßezqg  atff  die  der  anderen  ist  p 
der  harmonische  Pol  von  «9.  *  , 

^  Wir  fassen  zunächst  die  erste  Gruppeins  Auge,  weicher  auch 
die  Figuren  Taf.  li^Il  Flg.  1.,  Taf.  VR.  Flg.  2./Taf.  VIL  Fig.  3. 
entsprechen. 

Gleichung   der  Mittelpuuktscurve. 

Es   sei  (Tat  VII.  Fig.  1.)  üf  ider  Mitt^uitllt  irgend  eines  Ke- 

Srischnitts  der   ersten  Gruppe,  m   und  m,   die.  Mittelpunkte  der 
trecken  ab  und  1116],   $g  parallel  116,  tina  ausserdem   seien  -m' 


Geraden  «m.  und  Jum  gezogen,  welche  leti^eredle  Geraden  «», 

7  Punkte     '  -     •   ^-      - 

u   in  h; 

falls  para 

parallel 


tg,  tmt  bezflglich  in  den  Punkten  k,  o,/*  schneide ;  ferner  sei  mh 
parallel  sp  und  treffe  im*   in  A;  die  Ge     ' 


parallel  tp  und  treffe  im*  in  h;  die  Gerade  m^^  welche  a6  kx  iv, 
fiff|  in  «0  trifft,  sei  ebenfalls  parallel  sp  und  gehe  durclr  den  Punkt 
M.  Endlich  seien  noch  parallel  ^.fUe  Gerade^ tot,  welche  mh  in 
d  und 


und  <p  in  t  trifft*  -ttiid  Mk  gezogen ,  ^erbn  Oirchsehnittspunkte 
$p  und  iq  x  ond-z  heisisen.  ^an  setze 

Diess  vorausgesetzt,  so  kann  man  offenbar  die  Segment^ j^. 
und  r  als  die  Coordinaten  des  Punktes  M  betrachten,  ihd6m 
durch  diese,  von  den  festen  (Bero^en  «m|  und  mnii  begrenzten 
Strecken  der  Punkt  M  auf  lineSreL.iind  einzige  Weise  bestimmt  ist. 
Setzt  man  nämlich  fest» '  dass  ffir '  die  Lage  dieses  Punktes  im 
Winkel  a  sowohl  p  als  r  positiv  sind,  so  wird  derselbe  in  den 
Winkeln  ^,  y  oder  6  liegen  müssen ,  jenachdem  o  und  r  mit  den 
Zeichen  (+)  und  {— ),  (— )  und  (+)  oder  (— )  und  (-;)  behaftet  sind. 

Da  m  der  Mittelpunkt  der  Sehne  ab  ist,  so  ist  die  Gerade  Mm^ 
der  Richtung  nach,  der  der  Richtnng-von  ab  zugeordnete  Durell^* 
nesser  des  gedachten  Kegelschnittes,  oder  die  namiönische  Pb- 
lare  des  unendlich  entfernten  Pankti«  von  ab ,  und  weil  nun  die 
harmonischen  Polaren  zweier  Punkte  der  Geraden  ab  im  Punkte  k 
sich  schneiden,  so  ist  letzterer  der  harmonische  Pol  von  citr; 
also  m  und  k  zwei  zugeordnete  harmonische  Pole  der  Geraden 
itfim,  und  daher,  wenn  A  jdiß  haUip  Ourchmesserlänge  von  Mm 
bezeicbnet-{ 
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Du  felii^  «%  de?  MMeipmkl  im  iUmkA  «t«!  M,  m  sM 
dk  Gnaden  m§  ood  mti  mit  dM  Tanenlw  #a| .  «id  #k  liafSM^ 
niseh,  abo  wmt\  ttt««rdB«t»  intiiiMsbidie  Folafen  db*  Moktw  jt- 
FW^lAb  li«gt  d^  CMrm^iteclie  Pel  der  CiMuIm  dyänf  8m^%  m^ 
gleieli  mb«r  abch  «ul  der  himoeiiMolMii  Pobwe  jW«  des  mMdltolf 
eeffernte»  Podk««»  fw  i^,  Mgllok  In  DprchMboitte  /  beider  U« 
iden;  ee  sind  eleo   ancb  /  und  g  i  .    -     ^  .  . 


^  MgeordMte  heroMleeke  »eW 
▼on  4hl,  ued  mwt  bal  wledenmi 

Ans  den  Pr^portloDen 

mArilfiiis^jiÖrrmo 
oder 

mid 
od«r 


MgxMm^zMxipx^^Q^TiT 
BifimftnW^xmk^pin 


ergehen  sich  dio  Anedrflcke 


fblgltcb  fet 


oder 


e4er 
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•Ij'i      :••»»    f.   :      '    •»  i)    *.\    I»  .    ..'1    x'.'  i;    U'.tt 


di«  Gleichung  ilerjenigeo  Curve,  welche  iie  Mittelpunkte  M 
fämmtlicher  tt^elsehnitte  der  gedachten  Gruppe  enthält. 

.    Wegj^n  der  letzten  Ferm^  in  w/elcbe    »ich  dj^se  ^  Ql^lmiic 
bringen  laaei»  Ist  nun  auch,  einfacher  ai^edriickl;     /  m  t « 

Jene  Gleichung^  wird  durch  die  CoordinatenwertiLa .     .    t    * 

befriedigt.  Ergknzt'  man  also  dass  Dreieck  smnu  zu  einem  Pa- 
rallelogramm smimur  ip  wekrbem  die  Ecke  n  der  Ecke  nti  gegen- 
fiber  liegt,  so  geht  Jkine  Curve»  ffek^be  offenbar  ein  Kegelschnitt 
tot«  dorch  die  vier  backen  dieses  Parallelogramms,  und  der  Mit- 
telpunkt d^  «rstMW  fälU  mit  dimiMit4ei|»iil>k(e  ibrSitrefte.  mn^ 
•ammen. 

Fragen  wir  femer  eacb\  dem  zweiten  Punkte»  welchen  einmal 
die  Gerade  sp,  deren  (flelcliung 

bt»  das  anderemal  die  Cleiwle  mkl  A^ttm  Oleichung 

P'{-r=z7t  '\  "•'    '■ '  •  •'* 

ist,  mit  der  Curve  grpeitt-fafltl  0O' \arhalte|>  wit  Mp  ersten  Kalle: 

p=J:0  und  r=:p, 
und  Im  zweiten 

r=£ i^ufld 'fM^iir    •'  '- 
d.  h'  difiie  Gefilden  berühren  die  Curve.la  d^p  Pun^cten^  s  vgyl  m 

^. .  Ma^i  keimt  also  «vi^r.  Pmkte  uui  4ie,  Tangpnleii  in  /a^eie* 
a#seibef,  d,  b^  mebr  ala.aiir  Sc^chaiiiig  dei  €«n(e  nftlliig  UU 

'''  Inhalt  cfer  ElliDse««  ,. 

Es  ist  p  der  harmonische  Pol  der  Geraden  Wq  In  '6ezug  anf 
jeden  Kegelschnitt  der  ersten  Grap|ie;  also  geht  die  harmonische 
Polare  des  Punktes  t  ivhrch  ^detK  Ftinkt  p;  zugleich  aber  auch 
nach  dem  harmonischen  Pole  von  Mxy  wekhev  der  unendlicl^ 
entfernte  Punkt  von  JUm  ist;  al^o  äilid  dfe  Tunkte  >  und  y,  in 
wfMbem  .blt9ta«M'4te.Grr«de  X«  4o»  dtf  mit  i«W  p«»«ilelen 
Geraden  pg  geschnitten  wird  •  zugeordnete  kaimonlscli^  ^qIb  vm  ' 


Digitized  by  VjOOQIC 


jlb,  und  man  hat,  wenn  B  die  halbe  DwduMeMntaBt  vea  Mm 
beseichaety  die  Gleichuag 

bt  nnn  w  der  von  den  zugeordneten  Durchmeaeeni  Mm  md 
Mst,  nd'  f  der  conatante,  von,  den  Geraden  9p  tind  mp  eiage- 
achleaaene  Winkel,  ao  ist      ' 

ain^ 
und  demnach 

Öa**#-*^r 

Die  Pnakle  p  oad  9  sind  mit  a  ond  ft  harmoaladl,  alae 

and,  wenn  ii  den  FUeheninhalt  dea  Prelecka  mi  beaeichaat: 

tap.aif.^^ai&Vsp^V.  ..  -i 

Uierana  folgt: 

oder: 

Der  Ausdruck  A.  B.Bxnw  ist  bekanntlich  Im  Falle  der  UypeAel 
der  bhalt  der  DreleckalSciie/  welche  von  *den  AaymptolHi  aad 
einer  Taaaente  begreatt  wird,  and  wenn  man  ihn  im  Falle  der 
Ellipse  mit  der  Ludolphischen  Zahl  moltiplicirt,  der  Inhalt 


Ellipse.  Dieser  Inhalt  wird. also  ein  GrOsstes  oder  Kleinstes ,  ia- 
nacndem  der  rariabele  Thell  dieaes  Ausdmcfcea,  den  wir  am  / 
beaeichnen«  d.  L  . 

/'apV^-p— r, 

ein  Gr4)sst#s  oder  Kleinstes  wird«    . 

FiUt  der  Punkt  Jir  mit  dem  Fnnkte  m 
p^ni  f  caO^iat,  a«^  ist 
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«ad  Ollt  derselbe  nit  m  msMUieD,.  f3r  ««kliiea  p^it,  r^if  ist, 
seist 

■      > .         .  •  •     ■     ■  ! 

rf.g:el*»gf:7.  *^'-T I 

«•  I    ■  -       •■.■•.  '  '    <    •     ■.      \ 

.BestiBMVBg  de«  GrSsste*  and  Klelnstee^ .   ^.  :> 
.    Am  im  (Skkimigm    \ 

^btgebeB  rieb'ids'1MffereBaM'i)iiotfMteii  Vop  /:  . 

Die  BediDgungeD  eines  Gritos^en  oder  Kleinsten  sind  demnach 
3r— f—O  oder  f  — p— r=0,  '    \ 

d.k 

1)  r=J^  nnd  p=}«  +  yj^^^; 

.    '   ••  'abwogt  ■■d:|»«2^**Tl^'^5'^^  '■'  *         ''^ 

3)  r=^  nnd  psO. 
Ausserdem  wird /*  «nch  , 

4)  dintl  rsa«  qftdpr^O  il^M  Nril.  . 

Dngegen  entepilekt  die  Bedingmii^'  2r***^s£:0  weder  einem  GrtM« 
tnn  nock  einem  Klctnsten«    Denn  für  '     i 
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?  ..    .  • '     ■•\  i 

Entsprilclie  nuo  die  Bedingaog  2r— -^=0  einem  GrOnsten  oder 
Kleinsten,  so  mfisste  auch  die  damit idiMitllcIle %>— 3r=i:V»(«— ^) 
einem  solchen  entsprechen.,  ela^»  da  in  diesem  Falle  die  GrOsse 
/weder  =0,  noch  =00  Ist,  die6rOsse/*(r)  filr'2« — »=dbV^9iP-*^) 
entweder  =:0  oder. =00  werden,  was  unmCglich  is^  es  sei  denn, 

dass  91P3:tt|^  .    .»    .     '  ..;i 

Neben  den  Fällen  3)  und  4),  fSr  welche /'ssO  ist,  .sind  noch 
diejenij[;en  aufzuflihren,  wo /=oo.  Dieee  bMefceii  «llffa  erff  die 
unendlich  entfernten  Punkte  der  Bilttelpunktscunre,'  welche  ofen- 
bar nur  Pftrabeln  m^ehfi9eih  JEftammr« 

Das  Hauptlnteretse  der  «sgennOirtigfn  yatorsiffdMii^  aber 
nehmen  die  rfille  1)  und  2)  in  Anspruch,  in  welchen  die  urosse 
f  einen  begrensten  Werth  iiati 

Konstruktion  de^  Miilelpunktes  der  grOssten  und  der 
kleinsten  ElHp»«.^ 

Sind  p*  und  p"  die  Werthe  von  p,  welche  demjenigen  von 
rasx^  entsprechen,  so  ist  ' 

3 

die  Konstruktton  derselben  Hluft  also  auf  die  Elementar -Aufgabe 
hinaus:  ein  g^ebenes  feedhtedc  wm^ffi^m  faem. anderes  ron  ge- 
gebenem Umfange  s=:29e  au- verwandeln. 

^      •  .  •    .  I.  '  . 

Blan  halbire  die  Strecken  ab  und  ii|6|  in  ieh  Punkten  m  und 
mg,  lege  durch  4i0Pj9okte  ß,i  eimeaKTeift  md  dufcb  a^  61  einen 
aweiten,  welcher  jenen  in  zwei  Punkten  schneidet;  ziehe  die  ge- 
meniachaftliehe  Sehne  beider  KreuM  Md  tpn  denmiieen  fmAn 
in  welchem  diese  Sehne  die  Gerade  «601^  tril^  »i|  eineai 
Halbmesser  von  der  Länge  der  Tangente,  welche  von  demselben 
Punkte  an  einen  der  Kreise  tfe|^' wird,  eineb  dritten  Krete;  so 
schneidet  letzterer  die  Gerade  a9S|6i^  ht  dsn  Punkten  p  und  q. 

Man  ziehe  sodann  Mp  (oder  $q),  theile  dieselbe  In  x  derge- 
etalt,  dass  «r=:2|iar,  und  Ic^e  durch  x  mit  a6a|6|  ein€  Patla- 
lele  ex.  Hierauf  ziehe  man,  «mi,  halbire  mmi  und  lege  durch  de- 
ren Mittf ^pnnkt  eine  ParaU^  mit  $mi,  welche  die#C^ta4e.ejr;<iiB 
Punkte  ^  schneidet    Eifdiich  ziehe  man  ifi,  welche  aSoibi'im 
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m  \ 

nnkto'if  IftoA)»'  vAd  *  dural*' J?  islM  VwaHvto'  tttt  nH^i  ww^lw 

.  J^tsf  besdhriMbfi  man  fibtr  j^r  Strecke  rmi^'  «t«  Darchm^scier« 
dnen  Kreta»  l^g«  an  denselben  durcb  ^  eiiM  .Tansente  iifid  be- 
«einreibe  mU  dieser,  ab  UalboiecMieV,  iiw  41  einen  Kreti(»  fvelcbei;' 


.  £i^  ii^  AXokliGb.^^M  dieaeir  K^n^tnfkfiQn  ni^<i^^€ik;^^  mm^^ 
a#d  Ji|  T^ittrn»^  Mlli; .  IliiMli  folgt; 

11» V  Wl4  »^  dlqefiigeii' Wfrliie  van  p,  bed^^t9ni  weld^  Aw 
ll^idqa  jJN^fclwfhnittfliinntteii  dei  MitMmnkteqiryi».  -  |n|t  Mr  ICre«^, 
mdt^,0m  .^tspcfi^Mm  jBea^ichttea  wir  fi^e  (^wkto  wtk  Mi  wd 
IT.  «♦  M-m»:  • 


und 


i     /      ,•     1% 


i|be  MV-ÜP/r  :f  »»i  mp^^x  e. 


■#  jÄ'^r^CÄ-^ 


•ach    die  Sehne  Jlf' JV"    der    Ifittelpunktoeurre,  weil   die,   die 

•lid«  die  MminiMbe  iSUai 


«ad  m  bälbirfendd  Geiid«  die  MminiMbe  iSUare 

■-■'-•■  gg  iBBehoa  auriAeds  Gatwm 

It  den  PmUo».  JP,  JT  ■■* 


Aber  der  Punkt  n  halbirt  nicht  «or  dIeiStieek»  JITÜT,  seodtn^ 

•ach    die  Sehne  Jtf'Jf"    der    Hittelpui  "  

8«nete  i*»  «>d  «fi  bälbirfendd  Geiid. 
Ss  iwiiHHi  4Ma:wtmfmhimmm  mt 
yt,   JM  AUn  die  eänkt»d|,jr  atit 


.^"  SM^hMl  für  d^  ««mitnpktiM  nMr.«Hi  |.i«ei«.w|d  ein  belMki« 
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m 


Linien  abaibi  in  den  Punkten  p  utidg, 


Jebt  leg#  man  dnrch  den  Ponkt  $  menA  eine  .gerade»,  welche 
d^n  begebenen  Kr^i«  in  zwei  Punkten  schneidet,  verbhide  die  Dinrcii- 
scbmttopnnkte  mit  dem  Mittelpunkte  des  Kreisesf'darcb  swei  Ge- 
rade und  die  Punkte,  wo  diese  denKrefn  su»  nwei^nmnle  aehnd^ 
den»  miteinander  durch  eine  gerade  Linie;  so  ist  letatere  mit  der 
dnrch  j  gesogi;nen  earaUel,  ond  es  M  nun;  kraft  der  Eigenschaft 
•es  Trapeies  ^  Leichtes/  die  durch  s  und  eAe|^  bsmiiäile 
dtrecke  $d  diese  letzteren  im  Punkte  i  zu  halbiren«  Man  nalbire 
nun  noch  eine  zweite  solche  Steecke  tv,  welcjie  den  Kreis  fchnei- 
det,  im  Peekte  ««  ziehe  H  uea  dn^  die  skb  in  *  «flhneidefi,  so- 
dann f^,'  welche  dv  in  i  trifft»  Terner  l^r,  wefene  vi  in  Mf  trifft» 
nnd  d^9  welche  «v  in  ^  trifft  .Endlich  Tcrbin^ü;  man  die  Punkte 
f  und  9  inft  dnander  durch  eine  Qerade»  s0  liet  mWii'dfc  Linie 
ex.  Mraütela'  dieser  oder  auch  der  Linie  lik  kann  li^an^'nen  die 
Strecken, ir6  und  iri^i  In  m  und  m^»  und  sofort  die. Strecke  iim% 
halbii'en»\nnd' verbindet  man  den  MItteIpMkf  d|»r  Ibtartjyetf  mM; 
di^nijenfgeti  Ptfnktife».1n  weichem  im* Ton  'k%  geechniiten  iHra»  ^tfereW 
^e  Gerade»  so  schneidet  diebe»  die  ew  nn  Pttnlite  u»  welAer  mir* 
s  verbunden»  wie  in  2)»  den  Punkt  a  bestimmt  •  Oln  'Mn  aeclfr 
noch  4en  Punkt  t  an  finden»  siehe  man  von  p  nach  dem  Mittel- 
pnnkte  von  jm«»  welcher  auf  Iti  lie|d,  eipe  Uerade»  ziehe  nujti 
and  verbinde  den  Punkt,  wo  diese  beiden  letzten  sich  treffen» 
mit  dem  Punkte  t  durch  eine  Gerade,  so  schneidet  diese  ^^ 
oteiAi  in  e.  ( 

Cm  nun  endlich  die  Punkte  17»  ta  nnd  WoH  1II,M  zu  finden» 
wiederhohs  man  dasselbe  Verfahren»  wodurch  oben  die  Punkte 
p»  f  gefunden  wurden»,  indem  oian  die  Plinktn  a  und  6  (oAev 
auch  n,  und  i|)  mit  m^  und  r»  und  die  Punkte  a^  und  A|  («  und 
b)  mit  a  und  idem  unendlich  entfernten  Punkte  von  aboibg  ver* 
tatfscht  Wählt  man  nämlich  auf  dem  festen  Kreise  einen  solchen 
Punkt  B,  welcher  zdileidlp  unfeiner  der  ichon  vorhandenen»' oder 
noch  zu  ziehenden  mit  eftai^i.  paralfel^  Linien  liegt,  so  schnei- 
det diese  Parallele  den  Kreis  zum  zweltenmale  In  ßi,  die  Geraden  . 
Bmf,  Btj  JSiF  in  lir»  /}»  «1  n.  e.  w.   ' 

'  Es  nhiil  nimlidh  such  hier:  die  Punkte  i|»  ü  ao^feU  mit  «i'i 
nnd  i'  ab  mit  e  und  dem  nnendileh  entfernten  PunMe'>  hlimnisehl. 
wen  aus  Fblgernkm  erbeut:  Betmdhtet  man  dae  der'  MitleliftonkDi^* 
curve  eingeschriebene  Dreieck  «mmi  und  das  von  den  Tzifsnlnn- 
in  «»  m»  mt  gebildete  Dreieck»  so  folgt»  dass  die  Tangente  In  mg 
nach  dem  MiUelpunkte  k  von  «/#  geht;  folglich  ist  k  der  barm. 
Pol  von  sm^  in  Bezug  auf  diese  Curve.  Daher  geht  die  barm. 
Pnlere  Von  e  dltrch  A.  zugfeii«  Met  ench  d^K  den  vh^i4dirhar- 
menfbdlen'Pnniit  an  9»  e,  nii,  weMM^  ebeniiewdr¥eninijr^n%' 
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-  -    1  4  8.  4 

:■    •■  .*'.'.?  '  §'l'..".8  "   .  • 

ipi^  fio  liegt«  s,  I  und  t  in  einer  Cferade?  n.  «•  iv.: 


.    D«terfliin«liion«  . 

.  .  Berieimclitigl  mRB  die  «t^Bn^tige  Xen  der  gegebese» 
PwMeniMiere  ß  md  6,  «i  und  fü  se  laee«#  .«icii  (oigendb  drei  we« 
eentiicli  veracliiedene  Fiille  untemclieiden;  entweder 

'*  '  n)  Itegeii  die  Punkte  o  und  6  zwisc^n  den  Punkten  a*  unif 
**  (TAtVIL  Flg.  1)5  öder 
6)  die  Punkte  a^  und  5|  liegen  zwiscben  ä  und  6-  (Tif.  VIT.' 

.r«?.  2)  oder 
c)  Bade  Ponktenpaarie  «cMieeeen  einander  an«  (Taf.  VII.  Fig.3X/ 

Ein  vierter  t*all:  dass  nur  einer  der  Punkte  a  und  6  zwiaeben  Of 
vo4  W  iiege»  ist  nicht  denkbar »  weil  dann,  nothwendlg  ein^  den 
gegebenen  Tangeuten  «in^n  innerhalb  des  If^egekchnitte  liegeadeii 
Pi^t  enthielte.  > 

""  Jene  PMkteiipaare  eiÄd  daher  Jedenfalls  unglelehllegeoil;. 
und  daher  gHit  ee  allemal  twei  Punkte  p  und  f  ,  welebti  mt  bei* 
dM  barnieiiMch'  sind;  IMese  PMkte  liegen  In  den  beaelebnele^ 
PIMen  «)  And  A)  au«aerhalb  der  Mlttelplnikte  m,  Minder  ätrecke» 
eft,  «1^/  im  Mflen  dagegen  awlacbeir  dienen  PiiMiten.  habe-, 
^ondere^  beatcM  der  ebarabterletindie  UnteraeMed  der  PMe  äj 
und  b)  darin,  daaa  in  jenem  die  Strecken  pm  und  9UI  kleinnri  in 
diesem  dagegen  grösser  als  pmg  und  9m.  sind.  .  Da  nun  in  der 
eben  gegebenen  Entwickelung»  welche  sich  auf  den  Fall  n)  stfltxte, 
die  Lage  der  Strecken  ^  und  m,  d.  i.  s]^  und  mk,  gegen  die  Ge- 
raden pq  und  «fUi  als  positiv  i^ig^sefaen  wurden,  so  sind  diesei« 
ben  Im  Falle  c)  ebenfalls  beide  als  positiv,  im  Falle  6)  di^;effen 
^  als  positiv,  ff  als  negativ  xu  behandeln.  Daher  erhält  in  die- 
sem  letzteren  Fklle  die  Cileicbung  d«r  llittelpu*ktscitfve  die  be-' 
sondere  form:    . 

S laiche,  offf^baf  die  {einer  Ellipse  kt»  wfthrend  dienplbe  im  f*alle 
ebenso  wie  «in  a)  eine  Hyperbel  darstellt.  Doch  besteht  swi- 
schen  o)  und  c)'«lev  CnlSKsebied^  dhuw  dort  n  Uelnev'  ab  p,  hlen 
aber  n  grOsser  als  ^  erscheint. . 

Auch  durch  blosse  Anndiauadg'haiin  man  sich  von  der  ver- 
schiedenen Gestalt  der  Hittdpunltscurve  b  den  drei  FftUen  einen 
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gfloten  «lieser  Cvrya  «i«d»  im^  miM  fmieifci  itim  BgrfelsM  «tfM^ 
wo  wie  iD  «)  und  c)  irgend  ein  Punkt  mu  derselbciir  nicht  swi- 
sehen  diesen  paralleiea  Taneent^n  liegt^'.und  sietnMiss  eine  Ellipse 
sdn,  wo  wie  Hi  S)  der  n^itt  mi  xivischeh  4i«sen  Tangeiiteo 
liegt  Dieiis  letztere  Hess  sich  auch  von  Tornhereln  erwarten: 
denn  da  hier  die  gegebenen  Tangenten  iwischen  den  Panhlen  m 
b  hiodurcheehen,  so  konnte  der  Kegelschnitt  keine  Parabel  sein» 
also  auch  die  Mittelpnnktsclirve  kebie  unendlich  entfernten  Punkte 
enthalten. 

Die  beiden  Zweige  der  MHtelpunktscurve  sind  in  den  Pil- 
len 0)  und  e)  durth  di^  Tanmoteii  tp  uud  nik  irfflJig  Vm  dmaidw 
getrennt.  Icn  behaupte  nun»  dass  In  diesen  Fällen  deijenige  Zweig» 
welcher  den  Punkt  m  enthält»  nur  ron  Ellipsen»  und  der  andere 
nur  von  Hyperbeln  die  Mftteipunhte  eiithalte.  Denn  aus  den  ailge- 
gemeinen  Eigenschaften  der  harmonischen  Pole  und  Polaren  ergiebt 
flieh,  das»  die  hatneiilsehe  Peiaf«  etnee  ausserhalb  des 
Kegetsehnfltss  gelegene  Pusktes»  wesn  derselfrl^ 
eine  Ellipse    Ist»  jedesmal;    dagegen»   irend    er  «I«« 

J.yperbel  isl^  niemals  awlscbeo  jenem  Punkte  und 
em  Mittelpunkte  des  Kegelschnitts  hinanrchgebe. 
Nio  aber  if  t  der  Punkt  k  allemal  der  harmonische  Pol  der  Ge- 
raden pq  in  Bexug  auf  den  Kegelschnitt ,  dessen  Mittelpunkt  M 
ist»  und  swar  ein  ausserlMib  dieses  KeffelschaUU  liegeoder  Punkt» . 
weil  die  Gerade  pg  denselben  in  zwei  Punkten  n,  6  schneidet; 
utid  welche  Lkge  auch  man  einer  dtifch  m  gehendeu  Geraden  te* 
heu  ntftg»  imme^  w^d  der  Punkt  m,  und  mit  ihm  zugfeich  Bfe 
Cletrade  pq,  KiH««ben  die  Punkte  k  und  ilf  »*  In  welcfaeti  sie  die 
Gerade  $p  und  den  durch  m  eehenden  Zweie  der  MittelpunMscurv« 
«tbneidet»  nkssials  aber  swiscfcen  die  Punkte,  in  v^elelien  sie  sp 
URd  den  diireh  s  sehenden  Zweig  sehneidet»  su  liegen  .kommen^ 
Also  gehört  der  Piuikt  M  im  erstrni  Falle  niemals,  einer.  Hfper«» 
b«lj  und  im.  zweiten  niemals  einer  ElHpiie  an«  Den  DehergSM 
von  der  Scfaaar  der.  Ellipsen  s«. der  der  Hypeibehi  bilden  aweiw 
Paral«^  deren  Mittelpunkte  die  uaeAdlich  entfomlmi  Punkte  der 
Mltt^lpnuktscurve  sind. 

Der  Atii^dr^k 


»=I»±V^?»'- 


welcher  io  ß)  imd  c)  ipn  AV^rtbe.  rssx-^  etttoprijAt»  wt  Unawr. 
reell  im  Falle  e),  wo  ff>9;  kann  aber  imaginSr  werden  in  Fälle  it), 
wo  )c<^,  und  ist  rar  dann  such  U«r  leM,  wenn  9n^8(f  ist 

Dms  im  Farie  0}  der  Wertt  ffir  p,  wenii  r=^x-^,  immetMcll 
ist.  Reht  in  Ujebi>ninstiMWi^.)»it  dei  A— Amdhe 


p«-j«db^l^.^2^^ 
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Meh  dmMw  hervor,  daM  die  K^Hflt»  welche  die  Pndcte  m  md 
$  eothlll»  von  jeder  Geraden  Ma,  welche  mit  pq  parallel  iat  uid 
swi4flh«M<  «Ml-|Kf;l|e9t»  80ecMtt«».fr#fd#i  mmm    '. 

.'»M  BMf»Bpt  hUfn^,\  0k  in  den^mMw  JT  der  ICoo- 
atruktion  fiii:  die  einzelnen  Fälle  a),  ö),  c)  ein  GrGastes  oder  ein 
KMnal^a  ton  ^»laltindef  uneben' wir  m  dieaem  i  flweeb  den 
aw^ten  Diffoi^enaialf uotienten  von  /,  «^o  erhallen  wir  filr  die  Fülle 

a)  nnd  c):      '    "         *     .  •  ■   .     ■  ,         .  «: 

dteoi  wenn  Merii=tt^f  g#aeial  wiide 

wo  aowohl  Y  4 »• ""  9*^  •*•  V  ^—p— r  positive  Gr886en  »ind, 

und  das  oliere  Zeichen  dem ,  dem  -Punkte  m  zuofichst  liegenden 
Punkte  Mt  das  untere  dem  entTcfnlereo  entspricht.  Wir  schlies- 
sen  hieraus,  das  für  aei|  wsteffen  Punkt  Jm  die  Grosse  /  ein 
Kleinstes,  för  den  anderen  eln^Grosstes  sein  moss.  Verfolgen 
wir  also,  vom  ersteren  Punkt  M  in  der  Richtung  nach  m  aus-, 
gehend,  den  Lauf  der  ganzen  Mittelpnnktscurve,  so  ist  »•   -    • 

im  Falle  a):  die  Wi9^%  /^zuerst  ein  Kleinstes,  wächst  sodann 
und  erreicht  in  m  d^  Y^erth    i         ^ . 

^  '     .•■  •  \  .   *  .      .  •      •  .      .-   '»     \ 

^|ebsis^«nn  fortwährebd,  wird  im  unendlich  entfernten  Punkte 
unenonch  gross,  nimmt  dann  nach  dem  üebi^gange  zqm  andelren' 
Zweige  fortwährend  ab,  geht  im  Punkte  t  durch  Null  .hindurch,* 
wiDfcStwMbr,  emkfatÜBH'  den  abselnteo  Werth         .    ^      , 

•''•'•  .     y    '       it^n,  i      *    '  .         •  •-• 

Aihrt  dann  fort  zuzunehmen,  wird  im  zweiten 'unendlich  entfernten 
Punkte  der  Ourveunendlteh  gross,  nimmt  wieder  fortwährend  ab,  geht 
in  m%  wieder  durch  QIuU  hindurch  ^wl^lipt,  ^ird  im  anderen  Punkte 
M  ein  GrOsstes  und  kehrt  annetimend  zum  anfönglichen  Kleinsten 
znrflck; 

im  Falle  c)  dagegen  ist  ^zuerst  ein  Kleinstes,  wird  in  ik  gleich' 

wächst  bis  ins  Unendliche,  nimmt  an  bis  zu  Null  (in  t),  wird  im 
andiercm  Punkte  itf*  ein  Grfsstes,  nimnft  w^ieder  ab  biiI9«|l  (ianh)*'' 
wird  wieder  unendlich  gross,  nimmt  ab  zunächst  bis  zu    \  .      .p».. 


Digitized  by  VjOOQIC 


niamit  wdter  ab  «id  MM  mmt  «MMtagOeiMl  KlfiMtai 

aiuk    Da  jdat  d«?  (rfoe  Weilh  ¥Qa  jp  Ar  t9Si^0  ti^g^  M»  «twi 

auch  fz=p^'Ql^p^r  negativ  #tfrd«,  was  aiurlaUhaft  Ist,  sonuM 
man  sich  erinneni,  das«  von  Basa  aus 

/*  ist  also  dlemal  positiv,  wenn  bcn  posItlvM  p  das  obere,  bei 
negativem  p  das  untere  Zeicbte  geiKiiill  wird,  de  nslrbdw  aber 
/'=±»Vs— p— r  ist,  moss  aucb  Af)  das  Vorzeichen  ±  erhal- 
ten, onne  dass  sonst  der  AnsdmcK  danir  eine  Aendemng  erlei- 
det Schreibt  aiMMi.alsi^  vor' den  oben  gegebenen  Ausdmck  von 
f^(p)  das  Zeichen  ±  und  nugleich  statt  9r,*-9r,  so  wird -derselbe: 

f  <'>=* ^id^^W^  —  V  e-p-^* 

wo  das  obofe. Zeichen  ßr 

IP'rs-^  +  Y  jn^+ g- »^, 
das  untere  dagegen  ßlr      ^      .  .  -  -    \ 

an  nehmen  ist  Da  nnn  (^~f)>=-^0  ist,  so  wirdy(,),  so- 
wohl (ar  p=;:p^  als  p==p^  negativ^^  und  es. ist  soiUit  /tn  bilden 
FftU?n  ein  Grgsstes.  i 


Diese  beiden  Maidma  sind  aber  einandsri  hei— swefcsa/rfeiehr 

V"r    2 
jsK*-|-g-^^  das  blosse 

Wivrzelseichen,.so  ist  das  erstere 
dM..l»tster«.  .  .  •    • .     \ 

•     •    1  .1,1  •  ,1  . .  ;      -  ■ •  '         .     . 

woraun  mtniittelll^ar  erslditri^'  M,  dt»  (etct^ri^s  gfüsser   «Is  etf^" 
steres  Ist  •  ^ 
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i  M  .  Uth^riMMif«  8iii4>  Uli*  Ift.deil  EHln  0h  &) jM  «)  gefmdenen 
4iipitat6ii  nftd  KMii«4^n  •»  b^  in  rfiativeiBi  3|fuie,  ^  <k  in  Bf - 
bMafif^ihrt  «NiiMnrivertto»  aiK  altouiigf»  Ansoalume  de«iiairigfii, 
.«6lthe#.  Im  K0lh  6)  dem«  4e»  «1  «wScluiti  Uf^ewdmPuiikie  M 
•Qitapricht 

. '  Vmli^icliefi  wir  jetzt  Tiif.  VII.  Fig.ST.,  so  fiftdrti  wir,  da««  /^  jii 
-UeiU'  zdetad  gedacihtoti  Ppotte  'Jlf  etn  Maximum  ist;  nach  nr  IiId 
abnimmt,  in  m=:nV  g+n  luty  fort  und  Tort  abnimmt,  tn  m/ '^^rch 
NaU-'hlndiiivhgvbtv  wieder  zmiirnDt,  Im  'andern  Punkte  Ja  «inen 
reMv  grOaattn  Werfh  eiteicht,  sodaan  wieder  abnimmt^  in  «  v0n 
fieoem  dardi  Null  hlodarehgelit^  dann  zonftcbat  in  si  die  GrIiMB 
9gV^  und  endiidr  wtedinp'den  absolut  grCssten  Werft  errelcbt/  '^ 


"0er  blosse  AnbRek  der  drei  Figuren  retcbt  tiln,  um  sich  zu' 
ilberzeugen^  dass  die  fn  den  Fällen  n),.  &),  (p  gefundenen  Ver- 
schiedenneiten ,  welche  von  vornberein  durcn  die  gegenseitige 
Xage'der  Punkte  m\  m^  und'p  bedinet  sind,  sieb  nicht  Sndereo» 
wenn  man  den  Punkt  p  mit  dem  Pudate  o  vertauscht,  und  somit 
ist  durch  diese  einzige  Bemerkung  auchoie  anfangs  in  Aussicht 
gestellte  Theorie  der  zweiten  Gruppe  von  Kegelschnitten  gegeben. 

Mit  Rfloksicht  hierauf  kiinneii  wi|r  daher  jetzt  das  Gesammt- 
resultat  der  vorhergehenden  Befrachtungen  in  folgenden  zwei  Liehr- 
Sätzen  aassprechen: 


Lehrsatz    I. 

äOie  Mittelpankte  säbmtlieher  :Kegelsclinrtte; 
e  Bwel  Punkte  and  zwei  Tangenten*  g^mefr«  ha» 
ben,  sind  aofdie  Cmfänee  Zweier  K^gelsoholltd  Kv^f* 
theilt,  welche  unter  sich  folgende  vier  Punkte  gemein 
hüb eA^  den  Durebsehuitlspirtf^kt  j  der  gegebenen  Tan.- 

Senteu»  den*  Mittelpunkt  fH  der  -gc(Meinsöbaftlicbeb 
ebn^,  den  Mittelpunkt  ift|  der  Strecke^  .welche  auf  der 
gemeinschaftlichen  8ekante  durdidie  gegebenen  Tavif- 
genten  bestimmt  wird,  «und  den  Punkt  n,,  welcher  mit 
y,  m  und  fHi;  als  Ge|;eii#tke  des' letzteren,  ein  Piiralle- 
legtam«! 'bildet.  '^-^ 

[  B)  Bestimmt  man  zweiPunkte  p  und  f^  welcl^^'^sö- 
wohl  mit  den  gegebenen  zwei  Punkten  als  mit  den,  den 
geg-ebei^ea  T.a^gentep  zagehCri^en  Punkten  barmo- 
n'is<:h  f  in'cly  upd  verbindet  neide  mit  de^m  J^urchichnUie 
de.r.Tan{geiQten  d^rch  zw^ei  Gerade  sp,  ay;  so  heräbtt 
jpip  j^der  der  (»eide.n  Keg(^lcbcl|n^tte.iki  di^r*  ei n^  .die 
ekne»  der  andere,  die  andere /v^i^j  diesen  €re.rade.n.  Hn 
Durchschnitte  der  gegebenen  Tangenten,  und  ausserdem 
Im  Punkte  m  eine  mit  dieser  Geraden  parallele  Linie. 
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Üyperlieln,  clieir^ii  Sebn^ii  mf^i  JMßd  m  iHfierliall»  iet^ 
yelDen;  o4ler  2w«i  ilypevbetii,  deren  Sebnett  mmi  ««4 
in  ausserfial»  derseliien  Heg4<n>  oder  »wel  fillifsear, 
jenachdem  die  gegebeneo  Punkte  zwischen  den  Dareh- 
«ehaitten  der  gegebenen  Tangenten  and  ibrer  VajbiB* 
do-agalipie»  oder  ¥5liig  auaaerfaalb  deraelbea,  oder 
letztere  iwischen  den  ersteren  liegen« . 

di  Im  erfileA*  und  ^^eitea  der:ao  /ob^n  unterachitf.^ 
denea  Fülle  gibt  e«  anzäbligo  KIlipaen  «nd  Hyfnarr 
•jbahw  aber  nur  vier  Parabeln.,  weUiie  darcb  die  gag^e- 
benen  Punkte  gehen  nnd  die  gegebenen  Geraden  b»e- 
rflhren;  n&nilicb  alle  Punkte  derienigen  beiden  Zweige 
der  Kegelacfanitte  K,  welche  nie  gemeinschaftliche 
Sehne  in  m  balbiren»  sind  Mittelpunkte  von  Ellipsen, 
und  alle  Punkte  der  beiden  anderen  Zweige«  welche 
den  Durchschnitt  der  gemeinschaftlichen  Tangenten 
enthalten»  sind  Mittelpunkte  von  Hyoerbeln,. während 
nur  die  vier  unendlicn  entfernten  Punkte  derselben 
Parabeln  aneehOren.  Im.  dritten  Falle  dagegen  sind 
f|lle  Punkte  der  Kegelschnitte  XTohne  Ausn^ahme  bloss 
Mittelpunkte  von  Hyperbeln.  . 


Lehrsatz    2. 

Unter  säramtliehen  Kegelschnitten/  welche  zwei 
geflohene  Punkte  und  zwei  gegebene  Tangenten  get. 
mein  haben,  gibt  es: 

a).wenn  jene  Punkte  zwischen  diesen  Tangenten 
lie^^en,  entweder  zwei  (relativ)  grdsaie  und  zwei  <relaäv) 
kleinste  Ellipsen,  oder  mm  eine  (reldttv)  grdasie  und 
eine  (relativ)  kleinste,  oder  keine  iron  beiden; 

b)  wenn  die  gegebenen  Tangen iea  die  gegebenem 
Punkte  ausschliesseo,  so  gibt  es  allemal  zwei  (relativ) 
kleinste  Ellipsen  and  zwei  Hyperbeln,  deren  Aayn* 
l»toteadreleoke  relative  Grdasfe  sind;. 


•  d)  Die  Mitelpunkte  aller  dieser  Ellipsen  nnd  Hyper- 
beln liegen  in  einer  geraden  Linie,  welche  mit  der  ge- 
melnsehaftlleheo  8ehne  parallel  und  doppelt  soweit 
reu  den  Darcbsebnittspnnkte  der  gemeinschaftlichen 
Tangenten  als  von  jener  Sehne  entfernt  ist. 
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'  Besondere    Fälle. 

IM  behandeiteo   ellgeMelneii  AuQi^abe  kweeo   eieh  folgende 
FUie  enbordittiren:  1)  wenn  die  gegebenen  Punkte  eich  yerelnigen» 


wodurch  Ihre  VerUndungefinle  zur  f  angeate  wird;  2)  wenn  die  oel» 
den  segebenen  Tangenten  einen  gestrecfcten  Winkel  bilden»  wodurch 
Ihr  Durchnchnittepnnkt  snm  gemeinschaftlichen  Berflhmngepnnkte 
.wild»  und  3)  wenn  der  Berfihrnngepunkt  der  «inen  Tangente  ia 
den  ^en  der  beiden  gQ«ebenen  Punkte  fiUlt  —  £a  soll  hier  der 
erste  dieser  Ffille  noch  behandelt  werden.  Er  betrifft  die  Aufgabe: 

Unter  alleneinem  gegebenenDreieckeeinffeschrie- 
benen  Ellipsen,  welche  eine  Seite  desselben  In  einem 
gegebenen  Punkte  berühren,  die  grSsste*  und  die 
kleinste  au  finden. 

Da  hier  9r=:^  ist»  so  gebt  die  Gleichung  der  Mittelpunkts- 
cnrre  In  den  Flllen  a)  und  c)  in  folgende: 

d.  h.  in  dle^beideii  einfachen  |»-f  raeip  nnd  p«-^ssO>  und  feiglieh 
die  Cuire  selbst  in  ein  System  sweier  Geraden  Aber.  Die  eine 
dieser  (Seraden  ist  sm  oder  ^,  die  aoderis*  Terbindet  den' Punkt 
nii  mit  der  Mitte  Ton  mu 

litt  Falle  6)  bebilt  iene  Gleichung  die  Form  dte  Ellipse;  er 
ist  aber  unmdgiich,  weif  keine  Tangente  durch  den  Berfihrungs* 
punkt  m  emer  anderen  Tangente  gehen  kann. 

Der  Ausdruck 

w    *     •*▼ 

wird  jetat  Ulosorisch»  da  A^O  und  (^  — 9r=0  wird;  Wir  ittilssen 
ihn  daher  sum  Behuf  der  Anwendung  auf  den  jetzigen  Fall  erst^ 
umformen»  indem  wir  auf  den  frOberen: 

aurfickgehcn 

Es  ist  uimBeii 

^^  ssC^  und  MI9=  9^1 -nM|, 

folglich 

95« 
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aber        ... 

~2"y  ^f^*"!)**  and  pTi?j.mmi=(mwrx)*, 

vp^il  mft  a  und  A  auch  m  und  /»  zusanmrenMl^;  also'  nt,  wenn 
•  -  .  •'• '         j 

;gg:g!yain>«g=  (A*«»6jj^  4<A«ti»iin)« 

und 

^/?«8inV=[(ÄWi6i)*-4(Ätiiwii)«]^^5=?=^^     , 

Dieser  Ausdrack  wird  =0,  wenn  p-f-r=:=^  d.  h.  jede  Ellipse 
d^ren  Mittelpunkt  der  Linie  sm  aoe«hftrt;  M  s=0.    äetBt  man  da*-- 

g^gen  p-^r=:0  und  zugleich  r=^^  «o  Ut^ 

i<»il%iinVä»^[(A*«i*i)*-4(A«i»»»k)«l,    . 
und  dieser  Ausdruck  ist  ein  Grosstes,  weil 

Denkt  man  sieh  eodKch  den  gegebenen  Berflhiungspunkt  verfinder- 
licbi  so  wird  A^ßHiol^g>  um  so  grSsser»  ie  kleiner  das  Dreieck 
tmmi  d.  h.  die  Strecke  mmi  wird»  und  wird  demnach  ein  Maxi- 
mum roaximoTum ,  wenn  m  mit  rui  zusammenfallt  Dann  ist,  wenn 
%  die  Ludoipbische  Zahl  bezeichnet,  der  Inhalt  der  Ellipse 

•  i 

die  Linie,  deren  Gleichung  p — r=0,  fkllt  mit  derLinie  mu  und 
daher  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  mit  dem  Schwerpunkte  des 
Dreiecks  8^|6i  zusammen. 
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Lehrsatz    3« 

DerMittelpunkt  der  gt^ssten  anter  alleoEUipeeD, 
welche  eioem  gegebenen  Dreieck  eingeschrieben  sind 
und  eine  Seite  desselben  in  einem  gegebenen  Punicte 
berfihren,  ist  der  Schwerpunkt  desjenigen  Dreiecks, 
welches  von  dem  gegebenen  Berührungspunkte,  von 
dem  Mittelpunkte  der  gedachten  Seite  und  von  deren 
Gegenecke  gebildet  wird,  und  zwar  ist  der  Inhalt  die- 

3V3 
ser  Ellipse,  multlplicirt  mit  '-^j^*  die  mittlere  Propor- 
tionale swisehen  den  b^ltfea  Drieieeken,  in  welche  das 
gesehene  Dreieck  durch  3ie  nach  dem  gegebeneu  Be* 
rfibrungfipttnkte  gehende  Triinsversale^zerlegt  wird. 

^  .  Lehrsatz    4L 

Der  Mittelpui^kt  der  gr^^Bsjten  anter  allen  Ellip- 
sen, welehe  einem  gegebenen  DVeieckeeIngeschrleben 
werden  kennen;  ist  der  Sehwerpnnkt  dieses  Dreiecks, 
und  die  Berührungspunkte  sind  die  Mittelpunkte  der 
drei  Seiten;  und  zwar  verhält  sich  der  Innait  dieser 
Ellipse  zum  Inhalte  des  Dreiecks  wie  »rSVSi 


:        •    \  I 


I     .       )    i 


•! 


i      *.  1  ** 
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4D^eber  die  tob  Polaren  iiii«l  ^s^- 
ptotendiordeli  elngreiilUiteii  ClurVeii. 

Herrn  OvBermaii» 


In  einem  froheren  Aufsätze  (ThI.  XII.  Nr.  XXVIL  S.  323.) 
finrde  die  Beziehung  der' Asymptotenchorden  zu  den  Pingonalen 
des  Vierecks  nachfjewiesen  und  hieran  die  AMeitung  mehrerer 
geometrischer  Relationen  geknOpft.  Hier  soll  Das  etwas  weiter 
ausgeführt  werden»  was  am  Schlüsse  jenes  Aufsatzes  nur  in  aller 
Kürze  erwähnt  worden  war,  die'Bestimmnnff  nämlich  der  res  die* 
sen  Chorden  elngehOUten  Curven»  wenn  sfoh  der  Pol  in  gegebe- 
ner Bahn  fortbewegt. 


Die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  sei 

ÄSf«+2«ry  +  /?a:«+2j»+2««  +  fÄ0. 

Entwickeln  wir  zuerst  die'  Gleichung  der  Asymptotenchorde« 
desselben  Ar  de«  Pol  af^^ffi 

Verlegen  wir,  ohne  Aenderongder  Axen-Ricbtong»  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  in  diesen  Ptankt,  so  wird  die  Glei- 
chung A=0  abergehen  in 

(f+y)H2i<4r+arO(y+»0+««+«0»+aKj+»0+'^^+«0+«= 
oder  in 
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vmi,   da  bekanatlich   dio  Gieicbuog  der  Asymptotenchorden  des 
AnGugspuaktes  flir  das  nnpritogliwe  Sl 

it«r,  iwM  «ie  Jete«,  ftr  4en  mMea  Anfängspaokt  ab  Ptl,  aeia: 


Um  dies»  wiadet'  In  dan  IHAerea  .Coordiaatea  aaanKbilcfcen, 
hat  a^n  bloss  |f— jf'  statt  «,  x—ai'.  statt  s.  einznsefcpep,  i.  b.  zua 
atsprUagliehen  AnHincspimne  zntflckmkelireo.  Diese  8m>9t1tati«a 
gibr  aaek  einl^eli  Reiwcfionen  die  CiMcbaeg    * 

(1)  (ir^  +  «*'  +  yJ|y+(V  +  /lr'+d)ir 
.'..f.-         -       -.g-(j'H2oAy+/J««-.)=0, 
wekber  aneb  dia  Fem  :        • 

gegebea  werden  baao,  ala  die  seauchte  d«  Asyaptsteaekorde 
nr  dqa  Pol  <  $'  uqd  die  Directrix*)   As=0. 

Die  DiUftrentialgielchDng  von  (I)  wird  sein: 

'1')  («+^)(»-y)+C/J+«^)(*-«')=o; 


*^   ^^^"^-^ 

Ganz  analog  würde  aich  die  allgemefne  Gleichung  der  Polaren 
oder  BerObrungschorde  entwickeln  la^ifien^  doch  führen  wir  diese 
EntwJckeluog  um  so  weniger  aus»  als  das  Resultat  ein  bereits  be- 
kai^nte«  ist.    (S.  PiQcker  Entw.  S.  167.). 

SIelieisst 


'    *)-   So  woHen  wk,  wie  am  S«4»liiMedet  friihstfen  AtrfsatMS  beaieiriif 
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Ihre  Differentialgleichung    '  i         * 

Dass  (t)  und  (2)  parallel  sind  und  daas  erstere  dl#  Entfer* 
Dungi  4er  l^tuferen  ▼om  Punkt«  d/,  y  kOMrt^  ür  hehlHiBi  imA 
iSsst  sich  aus  den  Gleichungen  ersehen. 


1^  l^sen  sich  schon  leicht  folgende  ItesAKativ  attgirfteüt ' 

Aas  Gleicbaiig  (1)  Ui  ^sichtlich /dass  sich  die  AiBYpiptoten- 
Chorden  dann  im  Anfangspunkte. schneiden »  wenn  die  Bann  des 
Poles  ein  Kegelschnitt 

i»i.  Nun  ist  ab^r  dieser  der  gegebenen  Directrix  ShnKch  md 
fthnlich  liegend  und  schneidet  sie  fiberdies  in  denselben  beiden 
Punkten,  nie  die  Polare  des  Anfangspunkton»  da  ^  • 

Hleraii«  m^M  4leh  alsb  mimittelbafder  Sttz: 

Schneiden  sich  ähnliche  (und  ähnlich  liegende)  fCegelsdiiiltte, 
was  immer  in  swei  Punkten^  stattfindet». ao  treffen  sich  die  Asyn- 

Stotenchorden  fDr  alle  Punkte  des  einen  Kegelschoittes  als  Bahn 
es  Poles  in  Bezug  auf  ^it  anderen  als  Directrix  in  zwei  festen 
Punicten,  die  erhalten  werden,  wenn  man  an  die  Directrix  da,  wo 
sie  von  der  Bahn  gesclinitten  wird,'  Tangenten  zieht»  deren  Durch- 
schnittspunkt ein  solcher  fester  Punkt  ist  Liegen  diese  Punkte 
10  unendlicher  Entfernung»  d.  h.  geht  die  Bahn  des  Poles  diiidi< 
die  beiden  Endpunkte  eines  Durchmessers  def  Directrix»  so  wer- 
den die  Asymptotenchorden  tinter  ^ich  parallel  sein. 

Wendet  man  dieseft  auf  den  Kreier  an,  so  riMiulturt  der  Inte- 
ressante Satz  (Tat  VIII.  Flg.  1.);       - ' 

»»Die  Halbiruneslinien  der  Tan^entenpaare»  die  man  Ton  beliebi- 
gen apf  der  Peripnerie  eines  Kreises  liegenden  Punkten  an  einen 
aii deren  tf^reis  zieht»,  scbpeideti  sich  in  einem  festen  Plmkte.*' 

Eine  weitere  Betrachtung  4et  Gleichung  (11  pselgt»  da88»'wenn 
sich  der  Pol  auf  der  Geraden  ay4-/}jr-|-9:i=:0  bewegt»  weldie  dto 
der  Axe  der  x  parallelen  Chorden  der  Directrix  halbirt»  dleA^m-* 
ptotenchorden  parallel  der  Axe  der  o?  sind;  bewegt  er  sich  hin- 
gegen auf  der  Geraden  y+ao! -t-y^=i^O ,  die  alle  der  Axe  iler  y  pa- 
rallelen Chorden  halbirt»  so  sind  sie  der  letzteren  Axe  parallel, 
mit  .anderen  Wortenr  Bewegt  «idi  der  Pol  unfeiner,  durch  den 
Mittelpunkt  der  Directrix  ^enandee  iikiAdea»   «•i'sind  di*  Asyn»> 
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parallel.  .  ..      .  w 

Es  ftttTt 'dieses,'  n^enn  man  den  Dtirdiscikiillt  4et  "^[getMeii  Mf 
ifer  Directrbc  zum  Pole  ^^ÜAi»  zu  deiQ  bekadnteii'  Satase,  idaad^f»- 
Taogente   am  Endpadlcte  eines*  Dkuneteia  paratl^  dem  feugeoMt^ 


kt^die  Bahn  des  Poles  eine  gerade  Linie,  so  haben  wir,  da 
die  Polaren  in  diesem  Falle  Mvfin  f^nnhl  amhfillen,^  bloss  Das  xa 
berOcksIchtigen,  was  ons  die  Asymptotenchorden  geben.  Wählen 
wir  die  Bahn  znr  Aze  der  a,  so  haben  wir  aus  der  nun  anznneh* 
menden  Gleichung  derselben  jf'ssO,  so  wie  ans  den  Gleichuogen 


(1)  und  (!')  a*,  ^  und  ^  xu  ftimmiren.    Mittelst   y  =  0  wird 
Gl^iebtag  (1)  (wf't^f)9^(ßä:'^ii^^\(fia^^^)^, 

oder   .'.  '     ^.-•. 

»Ml  mrtb  TS*  a?'  fo  (1>  stthsHtttIrt,   gut  als  Gleioiiw  der  ^^ 
suchten  UmhGllnngscunre  r  ^  -       !^> 


(3)    («y+/»')*  +  «%+2»^+0=^0, 
also  eine  Parabel. 

Setzen  wir  ,>    _    ■ 

^oisr ;/:;■,:  •    :;•.:.    ;.;;•;,  '..  •■  «    ■ 

di«  Gkeidiiuig  4cini«lb0Bv  wjeWhe  demnach  die  Grade  1=0  da  W 
rObrt,  wo  «=0,  oie  ein  Durcnme^er  der  Parabel  ist,  sie  schnei- 
dig.  Da. über  die.Ordinaten-Axe  keine  BestImmüDg  getroiten  wter 
uba'i7:=:0  eiiiä /^th  ikog^^dhelea  Durelimdsif^  dei  der  Asd  der 
A  iiitMA^  DfiMin^ss^rsVarttltote  und'durcfc'^&eo^Anfangspuulcl 
itt  CboriÄfiat^n^'  gebend^-  Cferade^M;'  »o  wMm  wir  >ab  AmA  dafc 
2  eine  in  der  cfbert'  angc^^benr-^  RieblMg  dursir  fle»  MitiMpiiiht 
der  Durectfiz  gehende  Gerade  ansehen. 


\ 
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Dnrcbschoittspuiikt  dieser  Geraden  mit  der  Bahn  des  Pcfieft  -in 
Beang  auf  den  gegiebenen  K^B^inehaitt   als  Directdz   nnd  4*«^ 
ninaa,  nach  dem  am  Scbliuwe  des  verhergebenden  Abschnitten- 
Ckeaagten,  der  Bahn  des  Polen  parallel  «ein. 

Bei  der  ehen  eingeführten  BeaJimmnng  der  aWelten  Aze  in 
der  Gleichung  der  Directrix  a  und  d^O»  indem  letatere  einerseits 
auf  dieselbe  Axe  als  Durchmesser,  andererseits  auf  eine  dem 
zugeordneten  DIaroeter  derselben  parallele  Linie  bezogen  ist. 

'    Als  Gleichung  der  resultirenden  Parabel  bat  man  also 


— K»*^): 


fiie  leleht  n  pHori  gesobl«s(i6n  werdei)  konntf «    d^^  >-*•  xfUKb 

aus  ,der  Gleichung  der  Asymptotenchorde  des  Anfangspunktes  als 
Durchschnitt  derselben  mit  der  Ase  der  if  resultirt 

Ist  die  Directrix  eine  Pftrabel,  so  erhellet  leicht «  da  die 
Asymptotenchorde  in  diesem  Falle  die  Tangente  in  dein  Punkte 
Ist  9  wo  der  vom  Pole  aus  tfosogene  Durchmesser  die  Parabel 
trIR/  dass  Directrix  und  EinhjJhuigseurve  susammenfaHen«  Die- 
ses ergibt  sich  auch  aus  der  Betrachtung  ihrer  Gleichungen»  die 
dnnn  IdeMlsGb  winden.  Da  ntelkb  dann  jl:=a^  ii«»  8#^  wN  di^ 
Glelcbung  der  Directrix 

und  gaas  DnsseIhe  wird  Gleichung  (3)  flir  ß=A 

Man  hat  demnach  folgende  einfache  Constmetlon  der  Umbfit- 
hngscnrve  (Taf.  VIII.  Flg.  2.): 

Durch  den  Mittelpunkt  O  dts  ranbenen  Kwelschnitts  sidie 
nmn  eine  der  Bahn  AB  parallele  Lmie,  constmire  den  sugeord- 
neten  Durchmesser  und  verlängere  denselben,  bis  er  die  Ba£n  im 
Punkte  P  schneidet.  Fdr  P  als  Pol  ziehe  man  die  Asymptoten- 
chorde st  zum  Kegelschnitt,  welche,  der  Bahn  parallel  sein  wird, 
und  oonstruire  eine  Parabel,  welche  letztere  da  berfihrt,  wo 
jener  Durchmesser  sie  schneide^  und  die  denselben  «b«nfalls  znm 
purchmessef  hat 

Gebt  die  Directrix  in  ein  System  zweier  Geraden  Ober  (Taf.  VIIL 
Fig;4.),  IMN,  WAP),  so  bat  man  (Entw.  S.  131^,  da  bereits 
die  Axe  dery  so  gelegt  wnide«  dnss /«  und  d  versebwandeiL 
«.  kUer  so,  dann  sie  dnp.ütfifik  «6  balUrtt  noch  i=sr^. 
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Abo  y^^i^ie^j^>S  ,<yq  ßf^^tm^i 

Die  Cileichung  (30  der  lesaltireBden  Penibel  vrM  4anii  r 

so  dasst  wie  dwch  Sobtraetioii  beiderdeidiangea  erhellet.  jf%kl, 
d.  b.  die  Aze  der  ;r,  gemeiMclMiftliche  Cborde  ift  Die  Paiabel 
beffibrt  deronacb^)  das  System  in  den  beiden  Pdnfcten  a  tmd'fi, 
wo  die  Bsbn  des  Poles  es  schneidei  Sie  berflbrt  ferner  die 
AsyiDptoteiieborde  mm  ;4aä^A^fii^f^fankte^'0,  die  leiebt  sv  eon- 
stmireo  ist,  so  dass  man  drei  Tangentetl  derselben  und  die  Rieh- 
tvig  des  Dorchmessers^lcennt . 


Ist  die  Bahn  des  Poles  ein  Kegelschnitt,  so  wird  die  iSnt- 
wickehmg  der  Ton  den  ■  Asyiii|»toleocDOi^en  eingeirilliten  Cnnren 
sehr  eompiicirt  Am  eibfadnsten  scheint  folgeo<Us  Verfahren  sn 
sein: 


Man   lege  die  ToordioatepMW  sn^»   dsss  .4er  An 
In  der  Bahn  liegt,  die  Axe  der  x  dnrdi  den  IHittelpunht  der  Bahn 

B^hl.nüd)  die.  Alten  isMWcklOt  Mm  und  Dtffctrbi;j|P9M|fdpeten 
urchmesser  parallel  sind,  was  auf  folgende  Weise  geschieht: 


Die  Gleichnng  der  Di^ec^ix  Ist  AssO^  die  der  Bahn 


hat  aiaa,  wem  il         .       ^ 
AzMi  bexeiclHiM,  «  nai  «'  au  den 


•der  «IM 


M'-fl«'(«-f<Ot|)'sB0  (Eatir.  S.  136.); 


■«*«'»^5= 


M 


stt  bestimm^,  woraus  ■        J         \ 


\  . 


')    S.  8chln^  4v  fruhrt«^  AnfMsc«. 
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«'=J-j^[/»'-^TVtf-/r)«+4(«/J'-«'«l; 


wodnrch  a  ond  a'  verschwladrä. 

Manliat  demnkeb:: 
GleidkOBg  der  Bahn:    .    .      -  ■ 

PifferentUlgleichung  der  Bahn: 


^g+.^^+,.«#. 


GMebnng  der  Asymptotonchorde  fBr  «ssO: 
Diferentialgleichmig  der  Asymptotenchord«  i&r  a=sO: 

wonM* ^,  tf',  3^  Mi  eliaiMfW  Irt. 

DiiB  €4»UmIIod  der  beidm  Dit«rwlM|lelebitogea  Mbrt: 


Letzterer  Wertb,  io   üt  Gleicboiig  der  A^ympfotcBchorde 
mbetitiiiTt,  gibt  Dir  x"  die  knbische  Gleichiiiig: 

SS  Ä'  (/te  +  d)  -  (*-d7*j",  • 
oder,  af—d:sv  geaetrt. 
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irfttd  die  gefandenen  Werth^  b  die  Gfeichang  der  Bann  zu  sab« 
etltiiiren»  wodwcb  Im  Allgemeinen  eiM.  I^orve  12teo  fiiadee  i«-. 
snlOrt 

F48  ist  (ane  dem  'ftoliereQ  AnftuttBe)  befamnt,  das«  diese 
Corve  durch  die  Pui^kto  gehi^  welcbs  .Babn  und  Directrix  ge- 
meinechaftlicb  haben.  'Lifegen  also  beide  Kegelscbmttter  gans  aas 
einander,  se.wlrfl  üocb  dietCwr|re  sie  nioht  sebifeidmi /sonst  aber 
in  swei  oder  vier  oder,  im  Berfihrangsfallek  in  einem  oder  in  drei 
Pankteih,  derta  Cooi^nale«  skb  därch  EHnbMIan  *wm  ä  oder  y 
aas  den  beiden  CMekhmgen:  "  ..  •  )  -      - 


Silid'Balni  und  Birectrfx  Ibnilebe  nnd  Khnlich  liegende  Ke^ 
gelschnitte,  so  ist  «'s a,  ß'=ß;  Die  vorstehenden  Ausdrffeker 
ftlr  a  nnd  af  werden  in  diesem  Falle  ungGltig;  mau  hat  bloss  die 
eine  Gleichung  ^ 

aa'  +  «(o+e')+/J=0, 

mit  welcher  dili  sweite  Identisch  Ist,  wie  auch  zu  vermuthen  war» 
weil  in  diesem  Falle  swet  angeordnete  Durchmesser  der  einen' 
Cnwvi  stets  awei  entsprechenden  ifir  die  andere  parallel  sind.  In 
diesem  Falle  reducirt  sich  die  Gleichung  fiBr  v  auf  den  awelten 
Grad.    Sie  wird  .1 


Beseichnet 
so  wird  die  Gleicbnng  der  UmUtf lungsearve : 

/J^f(^+«)«r»H«)-«(*-«')f±yiiVP)» 

Sind  Bahn  und  Directrix  Krißbe,  so  ist  /9  =2 1 


Im  Allgesikiiieii  moM^di^  Gleid^OBS  der  Cnrre  teia: 


Digitized  by  VjOOQIC 


uad  dii)  €}leiditii^  d«r  Ciirre 


Funkt  reduciren,  wie  in  Anfange  auch  ge«a%t  ittirdei 


Betrachten  wir  diejteiaen  Cerren,  die  durch  Einhfiilnng  ven 
Polaren  oder  BerfihrunKschorden  eräeugt  werden,  wenn  der^  Pol 
sich  auf  einem  Ke|(elscEnitte  bewegt,  so  erleichtem  wir  mui  dM 
UnlßFeuehuair  d|idiirch,  daas  wir  die  vcracbiedeneA  Alten  der  Sahn 
eiiMela  einfuhren* 


a)    Die  Bahn  ist  eine  Ellipse  oder  HyperbeL 

^Beliehen  wir  sie  auf  angeordnete  Uordmesser,  so  dass  wir 
die  Gleichung 

haben,  deren  Diferentialgleicjrang 

ist 

Substituiren  wir  letateren  Werth  in  Gleichung  (3^)»  mo  resoltirt 

Dies,  in.  Gtelchnsg  (2)  substitoirt,  gibt 


woraus 


Dies,  in  die  Gleichung  der  Bahn  eingesetzt,  gibt  nach  ebiigeii 
Reductioneii: 
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»1. 

(4)    ii»f«»  +  /^r+«)•±«»(,+«l^-^y)«=(»+Är+f)• 

denoiWo  Art,    frie  die  Bahn,   i.  h.  mm  Ellip«e  Wer  HyperM 
Min  wird,  je  nachdem  ee  jene  ist 

Setseo  irlr 
eo  grill. 


d>-*«y .  Py— ttJ 


teeetit/  wo  iro»  Wa  die  Mittelpunkts -Cdopdineteii  der  Mrtdrlx 
sind,  «MdHing  (if llber  in 

••  •    '  .  ■  >  "  ■ 

welche  Gleichung  nicht  den  Fall  nrnfSiMeen  kann,  we  die  Ofaee 
tris  eine  Parahel  ist,  weil  dann  die  Linien  iy=0  und  {=0 
parallel  werden,  rifo -f  da;^  *f  •  nwaa  imaier  poeitiv  sein,  weil 
der  Mittelpnnkt  der  Directriz  In  positiver  Riclitong  Jenseit  der 
Geraden  yy-|-&r-|-<  =  0,  der  Asymplotenchorde  des  Atlfiined 
liegt  Beseichnen  wir  den  Ausdruck  mit  t',  so  ist  ersichtlich, 
dass  die  Cunre  durch  den  Durchschnitt  des  SysteuMi  Af^ä^Psdü 
und  der  Geraden  ^ff +^--9*^=^0  seht  Ihre  Gleichung  Terein* 
facht  sich,  wenn  man  eine  der  Coorainatenaxen  durch  den  Mittel- 
punkt der  Directrix  legt',  wodurch  op^  oder  jfo  versebwtndet 
Wihlt  man  z.  B.  die  Centrale  ran  Bahn  und  Imectrlz  aur  Axe 
der  X,    80  verschidndet  j^  und  die  €rleichung  der  Cunre  wird 

so  dass  die  Axe  der  I  rfn  Durchmesser  Ist  und  die  der  ^  dem  au* 
geordneten  desselben  In  der  Entfernung-  — ^  ^    parallel     iiult 

Sie  schneidet  die  Axe  der  {  in  den  PMkten  i:  j  V±l,  also  nur 
ntr  den  Fall  der  Ellipse,   die  der  i}  in  den  Punkten  — ^r-* 

Die  l^olare  des  Mittelpunktes  der  Directilx,  als  Anfangspunk- 
tes der  t  und  i|,  in  Beaiug  auf  die  gefundene  Cnrve,  Ist  V^=W^* 
also  der  Axe  der  i  parallel.    (Taf.  VIII.  Fig.  4.). 
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kiicli  ihre  A8ymt)f#tei>gHMkaii((  dtf^rs^A^  i^eniAm ,  dere»  IMfcreiif- 
tialgletchung  -^—-^i  >c^  I^^"  remiltirt  aof  di^  frilliCT«  Weise 
die  Conre 

oder 

(5)  '4il*{i)=(a<»»f.^yol— »TP. 

1««  «idl  «u.  «(Ur  )|b^  nifht  melir  «MikOhrUdi  forts4;|i»Se«  l|wL 
Di«  Ounre,  eine  Hyperbel,  geht'durcb  den  DurcHBclwitt  oer-G«- 
nden   £^0  and  i}=sO  mit  der  Geraden  d;«i)— 'yo|  — 1'=:0  oder 

Sind  Directrix  und  Bahn  concentrisch,  so^kt  dTo^jUgsO  and 
GW^ung  (40  gelit  «ber  in  -.1. 

Gieicbvng  (5)  in 

Ist  ia  diesem  Felle«  wenn  die  Bahn  eine  Ellipee  ist»-  die  Directrix 
ein  Kreis  und  die  Gleicbung  desselben  r*-fv*^r^>  sm  Ist  di^ 
resultirende  Curve  die  Ellipse  11*31* -|-^*jp*&=;rS  ^ie  also  mit  der 
Bahn  a*tf*Hh&*^=e*6*  concentrisch  ist.  Ist  die  Bahn  selbst  ein 
Kreis ,  0.  h.  hat  man  zwei  concentrische  Kreise»  so  ist  aV=6*=l2*. 
Die  resultirende  Curve   ist  dann  ein  dritter  ooncentrischer  Kreis 

r*  r* 

y*-{-ja;*s=:.^n'D»r  Radies  desselbeR ;  ist  also  "^^^i    «o  dafs 

o:rst:r.*:ß     Es  Ist  auch  I9  der  Thal  in  Taf-TUl.  Fig.  4.   a.«  da 
Dn=Oit': 

Ganz  analog  verbftit  es  (^Jch,  wenn  die  Bahn  eine  Hj^pprbd  ist 

Fflr  den  Ausnahmefall,  wo  die  Directrix  eine. Parabel  ist,  hat 
man  /7:^a*.     D&nn  gehl  Gleichung  (4) -aber  in 

Nimmt  man 
so  hat  man 
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einen  KegelficbVitft,  iRlr  den  die  Lhii^  |=0  efn  Dianieter  ist  und 
die  Linie  17=0  dem  zugeordne^ten  io  der  Entferonng 

parallel.  Er  schneidet  die  Linie  |=0  in  den  Punkten  Jz^i^—f*?)- 
Die  Gleichung  desselben  vereinfacht  sich ,  wenn  man  die  Axe  der 
X  so  legt,  dass  sie  ein  Purchmesser  der  Dltectrix  wird.  Dann 
niuss  in    der  Gleichung  der  letzteren  a:=0  werden,    und  es  ist 

1=9 -hy*    Also  Gleichung  der  Curve: 

d.  h.  eine  Hyperbel,  wenn  die  Bahn  eine  Ellipse  ist  und  umge 
kehrt.    Auf  der   Linie  1^=0  schneidet  sie  die  StOcke  ±ad,   auf 

der  Linie  (rsO  die  SMoke  i^jVTl  ab.    (TaC  VIII.  Fig.  5.). 


b)    Die  Bahn  des -Poles  ist  eine  ParabeL 

Ihre  auf  zugeordnete  Durchmesser  (Tangente  und  Durchme^- 
bot)  bezogene  S^heitelgletchung  sei  y^=2p;r'.  Nach  den  bekann- 
ten Eliminationen  ergibt  sich  als  Gleichung  der  Curve 

(7)    p(y  +  «r  +  y)«=2()ry+«*+«)(«3f+^+d;. 

y  +  cur  +  yÄl,  «3f+/J^  +  ^=i?  gesetzt,  gibt 

eine  durch  den  Durchschnitt  der  |  und  1),  d.  h.  durch  den  Mit^ 
telpnnkt  der  Directrix  gehende  Hyperbel.  Legt  man  die  Abscis« 
sen-Axe  durch  den  Sfittelpunkt  der  Directrix,  so  geht,  da  yo^=^* 
(7')  «her  In 

pi>-.aroi?*+ 2(&ro+«)i?  =  0, 

so  dass  die  Curve  auf  Axen^  die  zugeordneten  Durehmessern  pa^ 
rallel  sind,  bezogen  ist.     (Taf.  VUI.  Fig.  6.). 

Ist  auch  die  Directrix  eine  Parabel,  so  hat  man  ab  Gleichung 
der  Curve 

TlieilXlV.  '      ^ 
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Wfihlt  mim  cur  Aze  der  y  einen  DiirohmeM«r  der  Directrix, 
d.  h.  belsleht  man  die  Bahn  auf  diejenige  Tangente,  die  zugleich 
ein  Durclimesser  der  Directrix  ist«  so  wird  y^Q»  also  die  vor- 
stehende  Gleichung 

y'{-€cx=y,    JJa:+«=:§    gesetzt,  gibt: 

Dieselbe  ist  also  eine  Hyperbel,  welche  durch  den  Durch- 
schnittspunkt der  Geraden 

|=:0undi7:=0 

Seht   und  erstere  zum  Durchmesser  hat,    letztere  zur  Tangente, 
bre  Construction  bietet,    da  17=0  und  £=0  nach  dem  FrOhereo 
bekannte  Linien  sind,  keine  weitere  Schwierigkeit. 
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Heller  die  Beffiüiidiiiiff  der  Theorie 

der  ellipHsehen  Fnnctioiieii  durch  die 

Betrachtungr  unendlicher  Doppel- 

producte. 

Von 

Herrn  Ludwig  Schläfli, 

Dorenten  der  Matbeniatik  sti  Bern. 


BekanoHicb  werden  die  elliptischeo  Functionen  «inam^r, 
eosamjp,  ^famor  unendKcb  gross  oder  veracbwinden  der  Reibe  nach, 
wenn  der  Werth  des  Arguments  x  resp.  die  Formen 

^  (2m+l)K  +  2«Ä'\^:^,  (2m+l)Är+(2n+l)Ä'V^ 

annimmt,  wo  nt,  n  beliebige  ganze  Zablen  and  K^  R  die  den 
beiden  conplementären  Moduln  A,  k  entsprechenden  vollständigen 
elliptisehen  Integrale  der  ersten  Art  bezeicbnen.  Sie  sind  also 
gleichsam  als  Brüche  anzusehen ,  deren  Zähler  sammt  dem  ge- 
meinscbaniicheR  Nenner  ffanze  Functionen  von  unendlich  hohem 
Grad  sind ,  deren  lineare  ractoren  die  Form 

lud>en.  Von  dieser  B^schafeaheit  miid  nun  die  von  Jacobi  in 
seinen  Fundamentis  Novis  mit  Hund  B  bezeichneten Functio- 
.  neu.  Während  aber  In  diesem  vortreHltcben  Buche  die  gebroche- 
i|en  oder  eigentlichen  elliptisclien  Functionen,  wie  sinaro^rj  den 
Ausgangspunkt  bilden»  von  dem  aus  durch  eine  wunderbare  Ver- 

''  26* 
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kettung  von  Transformationen  i^uletzt  zur  Theorie  der  ganzen  ellip- 
tischen Functionen,  wie  Bx^  gelangt  wird»  so  treten  Andererseits 
die  Eigenschaften  der  elliptiscnen  Functionen  überhaupt  nicht  min- 
der in  ein  helles  Licht,  wenn  man  von  den  ganzen  elliptischen 
Functionen  Sx,  oder,  was  dasselbe  ist,  von  unendlichen  Doppel- 
producten  ausgeht.  Diesen  Weg  hat  Gayley*)  eingeschlagen, 
und  Eisenstein**)  hat  das  Wesen  der  fraglichen  Doppelproducte 
einer  sehr  genauen  Untersuchung  unterworfen.  Wenn  man  In  mög- 
lichster Kiirze  die  bekannten  Sätze  über  die  elliptischen  Functio- 
nen beweisen  will,  so  scheint  mir  der  genannte  umgekehrte  Weg 
diesen  Zweck  am  besten  zu  erreichen,  besonders  wenn  man  die 
daraus  entstehende  Schwierigkeit,  dass  ein  und  dasselbe 
Doppelproduct  {e  nach  der  Anordnung  seiner  Factoren  verschie- 
dene Werthe  darbietet,  *  dureh  geometrische  Hulfsvorstellungen 
erleichtert.  Einen  Umstand,  der  ihnen  freilicli  bekannt  sein  musste, 
scheinen  mir  beide,  Cayley  und  Eisenstein,  nicht  erwähnt  zu 
haben,  dass  nämlich  von  *den  unendH^beo  DoppelprodiiGteD  aus 
eine  in  den  Fundamentis  novis  noch  unerledigte  Frage  ohne 
grosse  Miihe  entschieden  wird.    Die  l>eiden  Integrale 

J     V^(l— a:«)(l— >ta.T«)' 
K'  V^=  f^V^n:  dx 

in  denen  die  Variable  x  resp.  die  zwischen  0  und  1  liegenden 
reellen  und  die  zwischen  0  und  +odV— 1  liegenden  rein  imaginä- 
ren Werthe  nur  einmal  durchläuft,  haben  offenbar  jedes  einen  ein- 
zigen, bestimmten  Werth,  mag  der  Modul  k  reiu  oder  complex 
sein.  Bezeichnet  nun  X  irgend  einen  der  «  +  1  Module ,  welche 
sich  aus  dem  reellen  Modul  k  durch  eine  Transformation  von  der 
ungeraden  Ordnung  n  ergeben,  ^so  sind  bekanntlich  nur  zwei 
Werthe  von  k  reell,  die  n— 1  übrigen  sind  complex,  und  wenn  ^, 
^[y^  ^'«  Werthe  der  obigen  bestimmten  Integrale  bezeichnen» 
falls  darin  k  durch  jl  ersetzt  wird,  so  liefert  die  in  den  Funda- 
mentis entwickelte  Theorie  der  Transformation  dafür  die  Ausdrücke 

wo  ^  den  Multlplicator  \mA  u,  ö  angerade,  ß,  y  eerade  Zahieo 
bezeichnen,  die  der  ßediugung 


•)  Cambridre  Mathenatical  Jounial  IV.  Maihefl  1845.  Oo  the 
mverae  elliptic  ntsctioas. 

♦♦)  Grelle'«  Jonmal.  XXXV.  Genntie  Uittcranrhnng  der  nnmrflichen 
Doppclprodiicte  i^yihr.  1847.)  Ebcndiw.  XXVU.  Bemwkaiiffcn  zu  den 
elliiiCischea  und  Aboltchen  Transccadenten.    (Jan.    1844.) 


Digitized  by  VjOOQIC 


3»y 

aud  ausserdem  uoch  einer  liiieareo  Congmenz  geuiigen ,  die  von 
der  besondern  Art  der  Transformatiofi  '«ter  Ordnung  abhängt; 
aber  fUr  die  w?— 1  complexen  Moduln  k  werden  dort  -4,  -4'V— 1 
oicbt  völlig  bestimmt  Auf  uaserm  Staud|>iJBkte  wird  sich  zeweD, 
dass  diese  Bestimmung  nicht  in  allgemeiner  Weise  gesch^en 
kann,    sondern    von    dem    jeweiligen    numerischen  -Werthe    von 

— j9 —  abhängt. 

Ueber  die  Anordnung  der  Factoreo  des  unendlichen  Doppel- 
producta  und  Ober  die  Cbnvergenz  dessetben. 

Man  denke  sich  ein  System  rechtwinkliger  Coordinaten  in  der 
Ebene;  dessen  Ursprung  sei  O  und  P  irgend  ein  durch  die  Ab- 
scisse  p  und  die  Ordinate  q  bestimmter  reeller  Punkt.  Die  An- 
schauung dieses  Punkts  P  gelte  als  Zeichen'  für  die  complexe 
Grösse  p+cV^ — 1 ,  so  wird  jeder  complexen  oder  reinen  Grösse 
ein  reeller  Punkt  m  der  Ebene  entsprecnen  und  umgekehrt  Dann 
stellt  der  Abstand '  OP  des  Punkts  vom  Ursprung  den  Modul, 
und  der  ^Winkel,  um  welchen  sich  OP  von  der  Abscissenaxe 
gegen  die  Ordinatenaxe  hin  eeCTernl ,  die  Amplitude  der  Grdfise 
p+^V  — l  dar.  Es  seien  a,  b  zwei  beliebige  Grössen,  deren 
bezeichnende  Punkte  A^  B  nicht  mit  dem  (Jrsprui^  in  eine  und 
dieselbe  Gerade  fallen,  so  entspricht  der  Formel  ma^f**^»  wem, 
n  ganze  Zahlen  bezeichnen,  ein  System  von  über  die  ganee  Eibene 
zerstreuten  Punkten,  die  sämmtlich  durch  ein^Netz  mit  l^OAB 
oongruenter  Dreiecke  unter  sich  verbunden  sind.  Mit  einem  Halb- 
messer ky  der  die  Dimensionen  des  Dreiecks  GAB  weit  Obertrifft, 
beschreibe  man  nun  aus  dem  Mittelpunkt  O  einen  Kreis  und  be* 
schränke  das  Doppelproduct 

x  =  n ; — r— 

ma  +  nb       • 

auf  alle  diejenigen  Factoren,  welche  innerhalb  det»  Kreises  betind-' 
liehen  Punkten  ma-i-nb  entsprechen,  mit  der  einzigen  Ausnahme, 
dass  im  Nenner  der  dem  Ursprung  O  entsprechende  Factor  Oweg- 
ailt>  während  Im  Zähler  der  demselben  Punkt  entsprechende  Fac- 
tor X  stehen  bleibt  Es  fragt  sich  nun,  ob  die  Function  z  von  a: 
fllr  einen  unendlich  gross  werdenden  Halbmesser  k  einen  bestinrtn-  . 
ten  Granzwerth  hat 

Da  jedem  innerhalb  des  Kreises  k  gelegenen  Punkt  ma+nö 
ein  ebentalls  innerhalb  liegender  diametral  eptgegengesetzter  Punkt 
— ma^nb  entspricht,  so  darf  man  auch  setzen: 
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*'=^'^t*-  (ma-fnA)«  >' 


WO  da«  Doppelproduct  17  alle  vom  Kreise  k  anli»chlosseneu  Punkte 
mit  Ausnahme  dee  Ursprungs  O  «mHisst.  Wird  der  berr&nzende 
Kreis  bis  uufden  Halbmesser  k*  erweitert,  se  soll  die  Fueetieil  s 
in  t'  Gbergeben;  dann  ist 


*""0«a+n^«>(' 


wo  das  Doppelproduct  alle  Factoren  enthSit»  welche  den  zwischen 
beiden  concCDtriscbeD  Kreisen  A,  k  befindlicheo  Punkten  iiia-|-ir6 
entsprechen.  Geht  man  zu  den  Logarithmen  fiber,  so  verwandelt 
sich  das  Doppelprodact  in  ehie  DoppelduniMie  mit*  denselbeii  Grun- 
zen ,  und  nimmt  man  den  Modul  von  x  als  sehr  klein  in  Vergleich 
mit  k  an,  so  kann  man  rechts  die  Logarithmen  In  conver* 
gente  Reiben  entwickeln;  man  bekommt: 

Las«!  man  in  dem  oben  erwähnten  Netz  von  I^ivleckän  alle 
mit  Ab>  parallelen  Geraden  weg»  so  bleibt  ein  Nejtz  von  eon- 
gruenten  Parallelogrammen  zuröck;  der  Inhalt  eines  desselben  sei 
c  und  positiv,  so  ist,  wenn  der  Factor  Von  V-^1  Inder  oomplez* 

en    Grosse   -  positiv  Ist,  d.  h.  wenn  der  Winkel  Ai)B  des  Pa* 

rallelogramms  swischen  0  und  n  liegt,  und  wenn  «^  ^'  die  con- 
jugirt^n  Werthe  von  a,  h  beseichnen. 

Dann  kantr  die  Doppelsumme 


ima-^^idi)^ 


füglich  mit  einem  Doppelintegral  verglichen  werden,  worin  c  durch 
diui  Flächenelement  und  ma'\'nb  durch  die  seinem  Orte  entspre- 
chende complexe  Zahl  ersetzt  ist  Schreibt  man  In  jedes  voti  der 
Periph^te  des  Kreises  k  durchschnittene  Parallelogramm  den  Be- 
trag T|  und  addirt,   so  glebt  die  Summe  «fhi«  ungefähfe  VorstM«» 

bug   von    der    Grosse   des    Fehlers,    den   man    begebt»    wenn 
man    wirklich    das    Do[ipeliotegral    an   die    Stelle     oer    Doppel 
summe  setzt   Derselbe  ist  also  nicht  grosser  als  von  der  Ordnung 

T-  und  muss  daher  beim  Unendlich  werden  von  k  verschwhiden. 
Ans  demselben  Grande  kommen  die  in  der  rechten  Seite  der  obi- 
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gen  Gleichung  auf  das  erste  folgenden  Glieder  noch  weniger  itt 
Betracht,  da  aie  den  Ordnungen  tj,  ^,  ..^   angehören.    Ist  nun 

re^^y^^    d^    ^^   ma -ffi6   gesetzte  contindrlich   veränderliche, 
Grclsse,  so  ist  rdrdfp  das  Flächeoeleraent;  folglich 

21og  I  =  —  c    f^r^^'l^^^'^^  dipdr=zO 

k        o  y 

mit  einem  Fehler  von  der  Ordnung  ^-    Also  hat  fttr  ein  betiebi- 

sesr  Arrameiit  x  mit  eDdiichem  Modul  die  Function  z  beim  uneod- 
ikhdii  Wachsen  von  A  eifien  einaigen  bestimmten  Werth. 

Dieser  Beweis  gründet  sich  wesentlich  darauf,  dass  die  inner- 
h^i^b  des  das  Doppelproduct  begränzenden  Kreises  liegenden 
Punkte  ma+nb  paarweise  einander  diametral  entgegengesetzt  sind, 
wodurch  das  Doppelproduct  zu  einer  ungeraden  Function  von  ix 
wird.  Hält  man  den  (Irsprimg  O  und  den  begränzenden  Kreis  L 
fest  und  versucht  es,  das  System  der  Punkte  parallel  mit  sich 
seihst  zu  verschieben,  so  dass  die  Eigenschaft  der  diametralen 
Enfg^ensetzung  je  zweier  Punkte  bleibt,  so  kann  diess  uur  auf 
drei  Arten  j^chehes,  indem  der  Punkt»  der  frfiher  in  O  war,  sich 
resp.  in  die  Mitte  jeder  der  drei  Seiten  des  Dreiecks  OJB  be- 
gießt. Weil  alsdj^nn  der  Ursprung  leer  bleibt«  so  sind  ^ie  drei 
i^tstehendeB  Do[^elproducte  gerade  Functionen*.  Ich  bezeichne 
liachCayley  alle  vier  Doppelproducte  resp.  mit  yx,gx,  Ga:,(Sjp*), 
je  nachdem  ein  Punkt  des  Systems  in.  den  Ursprung  O  oder  in 
die  Mitte  von  OA,  oder  von  OB,  oder  endlich  von  AB  fällt.  Um 
diese  vier  Functionen  noch  deutlicher  zu  definiren,  will  ich  unter 
einem  System  von  Punkten  zugleich  das  Doppelproduct  aller  den 
einzelnen  Punkten  entsprechenden  complexen  Grossen,  mit  Aus- 
schluss der  Null,  &I1S  diese  sich  darunter  befindet,  verstanden 
wissen,  und  bezeichne  die  vier  fundamentalen  Systeme  von  Punk- 
ten nach  einem  einzigen  zugehörigen  Punkte  resp.  durch 


<»).  (0-  a)-  m> 


filr  jedes  dieser  Systeme  hat  der  begränzende  Kreis  von  unend- 
Reh  wachsendem  Halbmesser  den  Ursprung  zum  Mittelpunkt.  Ver- 
schiebt man  nuii  eines  dieser  vier  Systeme  parallel  mit  sich  selbst 
sammt  dem  begränzenden  Kreise,    so  dass. nunmehr  d^r  Mittel- 

Sunkt  des  letztern  die  endliche  complexe  Grösse  a:  darstellt,  und 
ividirt  das  so  veränderte  System  durch  das  entsprechende  fon^ 
damentale  System,  so  ist  der  Quotient  resp.  eine  der  Functionen 
fWy  gx,  Csr,  <Kr.  Sie  m&gen  ganse  elliptiselie  Functionen 
Missen. 

In  Betreir  der  Convergenz  der  drei  letzten  Doppelproducte 
'jCt  Ga:,  (Bx  braucht  bloss  bemerkt  zu  werden,  dass  auT  diesel- 
^n  der  oben  für   yx  geftlKHe  Bcwm  unverändert  <lliergetvag«n 
werden  kann. 


^)    Dba  Zeichen  (ßx  war  im  Micpt.  gam  undeHflich  gettJirIcben. 
Ich  habe  aberall  den  Bachttaben  (ß  setzen  tasten.  G. 
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§.2.   . 

Ueber  die  verschiedenen  Darstellangen  einer  und  derselben  ' 
g^nzwi  elliptiscbeD  Function. 

Der  VVerth  eines  der  .beschriebenen  Doppelproducte  hängt 
nur  von  der  Lage  der  Punkte  ab,  auf  «welche  es  sich  hezieni; 
das  Nete  von  ParaU«Aogfaiiinien>  durch  welohi»  diese  Punkte  ver- 
bunden sind,  ist  dabei  ▼SHig  steichgattig«  Es  aelen  4abM-  m^^n, 
ni\  n*  ganze  Zahlen,  welche  oer  Bedingung  mnf — mfn=^\  genfl- 
gen,  und  man  vdrd,  wenn  man  a  durch  ma^nb,  6  durch  m'a-f it'& 
ersetzt,  dasselbe  Punktensystem  (Q)  erhatten  wie  vorher;  nur  ist 
an  die  Stelle  des  Parallelogramms,  dessen  Seiten  den  complexen^ 
Constanten  a,  b  entsprachen',  ein  anderes  von  gleichem  Inhalt  mit 
den  Seiten  ma  +  nö^  m'a+n'ö  getreten.  Man  hat  daher  sofort, 
indem  man  die  Constanten  a,  b  mit  in  die  Bezeichnung  einer  gan« 
zen  elliptischen  Function  aulnimmt, 

y(jr,  a,  Ä)=y(;r,  ma  +  nb,  m'a+n'b). 

Die  Mitte  der  durch  ma  +  nb  dargestellten  Seite  de»  seeundftreli 
Parallelogramms  f^llt  in  eines  der  fundamentalen  »Systeme 


(D'Com- 


je  nachdem  m  ungerade,  n  gerade,  oder  m  gerade,  n  angerade, 
oder  endlich  m  und  n  zugleich  ungerade  sind.     D^nn  wird 

g(it,  ma+nb,  nn'a+n'b) 

resp.  gleich 

ff{a:,  o.  b),     G{pß,  a,  b),    (B(x,  a,  6). 

Wie  sicYi  die  S^che  in  den  anderen  ähnlichen  Fällen,  verhält,  ist 
da'her  leicht  zu  beurtheilen.  Nur  mag  bem.erl(t  werden,  dass, 
wenn  alle  drei  geraden  Functionen  mittelst  der  neuen  Darstellung 

gfui+nbf  m'a+n'b)  in  sich  selbst  zurQckkehren  sollen,  die  beiden 
ablen  fit>  n'  ungerade»    die  beiden   anderen  m*»   n  gerade  sein 
müssen,  ' 

Gtebt  es  unter  den  unendlich  vielen  Oarstellttogeo  einer  und 
derselben  ganzen  elliptischen  Function  eine,  die  sich  vor  alten 
übrigen  auszeichnet?  Dtes^  Frage  hängt,  wie  wir  später  sehen 
werden ,  mit  der  im  Eingang  erwähnten,  eisen  cotafle%eu  traosfor- 
mu^en  Modul  X  betreffenden  Schwierigkeit  enge  zusammen."  Sie 
ist  mittelst  der  geometrischen  Hulfsvorstellung  leicht  zu  eatschei« 
den.  Nämlich  unter  den  zahllosen  Dreiecken  von  sleichem  Inhält« 
welche  anstatt  des  anföngllchen  Dreiecks  OAB  genraucht  werden 
knonen,  um  ein  und  dasselbe  System  (0,  a,  6;  von  Punkten  fu 
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erzeogen,  glebt  es  nur  eii»  eiozige«  apitsn^inkliges,  und  dieses 
ist  immer  vorhandeo.  Nur  wenn  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mOs- 
lich  ist,  so  giebt  es  zwei  verschiedene  gegen  einander  svmmetriscli 
llegepde  .I^etze,  welche '  aus  zwei  syinmetrlscben  recntw  inhllgei^ 
Dreiecken  nervorgehen. 

Um  zu  zeigen 9  dass  es  nur  ein  spitzwinkliges  Dreieck  geben 
kann,  nehme  ich  an,  ^OAB  sei  ein  solches,  OA  seine  kleinste 
Seite,  so  wird- das  entsprechende  Netz  ein  System  mit  OA  pa- 
ralleler Geraden  enthalten,   deren  Abstand  der  auf  OA  senkrecb- 

\^ 
ten  Höbe  des  £^OAB  gleich  und  daher  grosser  als  -^»OA  sein 

wird.  OPQ  sei  ein  anderes  mit  OAB  gleich  grosses  Dreieck, 
welches  dasselbe  System -von  Punkten  erzeugt,  so  steht  es  un^ 
frei,  das  Eck  P  auf  der  nämlichen  Seite  von  der  verlängerten 
Geraden  1}A  zu  suchen,  auf  welcher  auch  B  liegt.  Suchen  wir 
Pm  der  durch  B  gehenden  Pvrallelliiiie ,  so  dürfen  wir  Q  voMA 
zusammenfallen  lassen,  uberzeujgen  un^  aber  leicht,  dass  das , 
neue. Dreieck  an  seiner  Grundlinie  einen. stumpfen  Winkel  bekom- 
men wird,  sobald  P  nicht  auch  mit  B  zusammenfällt.  Sueben  wir 
daher  P  in  irgend  einer  entfernteren  Parallele,  z.  B.  in  der  zwei- 
ten, dritten  u.  s.  f.  und  Riehen  dann  durch  Q  eine  ^Parallele  mit. 
OP,  welche  OA  In  M  schneidet,  so  nird  wegen' des  gleichen 
Inhalts  der  beiden  Dreiedce    OAB:  and   OPQ   das  Stück    OM 

gleich  S-»  T  u.  s.  f.  von  OA,    also  kleiner  als  -r^»  IT^^**'  *• 

mal  der  Abstand  der  zuerst  erwähnten  Parallellioien  {OA)  sein. 
Also  ist  jedenfalls  der  Abiiteiid  der  Parallelen  OP  und  üfQ.  oder 
die^  aus  Q  auf  OP  gerällte  Hohe  des  Dreiecks'  OPQ  kleiner  als 
dte  auf  OA  senkrechte  Hiflie  des  ursprünglichen  Dreiecks.  Da«» 
berkfin»  die  Spitze  Q  nicht  auf  einer  der  Parallediuien  mit  OA^ 
welche  OP  nicht  scBneiden,  gesucht  Verden,  wenn  die  Winkel, 
O  und  P  des  Dreiecks  OPQ  ^pitc  sein  spllcii.  Die  Spitzen  Q 
mtts«  also  aqf  einer  zwischen  O  und  P  durchgehenden  Parallel« 
Ünle  ffesneht  werden,  und  zugleich  nmss  sie  ausserhalb  eines  Krei- 
se^ lieg^sn,  der  OP  zum  Durchmesser  bat.  Nehmen  wir  den  un- 
günstigsten Fall,  woOPnur  bis  an. die  zweite  ParaUellinie  reicht, 
und  bezeichnen  durch  X,  ^  die  beiden  Punkte,  in  denen  die  durch 
B  gehende  Parallellinie  von  OP  und  DIQ  geschnitten  wird ,  so  ist 
JUV  jedenfalls  kleiner  als  der  Radius  LO=:LP;  folglich  ^ONP 
ein  stumpfer. 

Ich  gestehe,  dass  dieser  Beweis  einer  für  die  empirische  An- 
schauung sehr  einleuchtenden  Sa^he  ziemlich  welttäufig  erachettit 
Der  algeoraische  .Beweis  leidet  an.  dem  nämiichen  Ueoelstande. 

Soll  das  A  OilB  spitzwinklig  sein,  so  genügt  es,  wenn  die 
reellen  Theile  der  beiden  complexen  Grossen  -    und  ^     positive 

Jchte  Brüche  sind.  Wenn  also  die  Punkte  P,  Q  den  complexen 
GrSssen  ma+nb,  m'a+n'b  entsprechen,  wo  die  ganzen  Zahlen 
«I,  n,  m'i  fi'  der  Bedingung  mn' — ?7i^ii=l  genügen,  so  müssen 
auch  die  reellen  Theile  von 
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positive  Sehte  Brdche  selD,    weiiD  das  Dreieck  OPQ  spitkvriolriig 
sein  soll.    Nun  ist  aber 


ma-^^ö        n      n  ma-t-nb      m       mma-i-nb' 
ma  +  nb n        1        a      m       1         ft 


Es  sei 


j«:p+fV-l, 


so  lst.O<p<l,   weil  1^0 AB  spitzMinklig  ist;    also  der  reelle 
Theil  von 


z — 1    ffleich' 


(111+WXI  + 


WT) 


•hl  positive?  achter  Bruch,  wenn  m  positiv  und  grosser  als  —1» 
ist.    Ebenso  ist  4ler  reelle  Theil  voo    ,  ^^        ein  positiver  ächter 

Brach«   wenn  n  positiv  und  ^«sser  ids  — w  Ist,   folgRch  ein  ne- 

fitlver  ftchter  Bruch,  wenn  -^n  positiv  und  gH(sser  ^  m  ist. 
ähnliches  gilt«  wenn  zn  m^  n  Accenle  gesetzt  werden.  WIt  dür- 
fen nun  jedenMIs  m  ris  positiv  aniielnnie«  nnd  sehliessen  vorerst 
diejenigen  Fälle  von  der  Betrachtung  ans,  wo  «ine  der  Zahlen 
tn,  n,  m',  n*  verschwindet.  Ihtnn  sind  mnr  und  mVi  zugteieh  po» 
fidtiv  oder  zugleich  negativ.  Im'  ensten  Falte  sind  tu,  11'  posmv 
ttnd  entweder  auch  7fI^  n  positiv »   folglkh  die  reellen  Theile  von 

und 


ma^nb  m'a^n'b 

positive  ächte  Brüche.    Beseichnen  wir  einen  sokAien^  abgesehen 
von  seinem  Werth,  durch  t ,  so  tnösste  zugleich 

folglich  n'^n  und  zugleich  9t<^n'  sein>   was  nicht  angeht.    Oder 

aher  mS  n  sind  negativ.     Darni^  wäre  immerhin  der  reelle  TheH 
vdn 
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nuTfni  K^'ch  einem  liebten  positiven  Bruche  9,    und  es  müsalie 

/ZZn^^  ^^°'  ^^  mmOglicb  ist.  ^-^  Wir  liommen  nun  «am 
gveitBO  Fall,  wo  die  Producte  mn'  and  m'fi  sugleMi  negiitlv  sind. 
Es  sei  niso  m  positiv,    n'  negativ  und  entwMer  m'  negativ  und 

fli  positiv,  folglich  der  reelle  Theil  von  ^'^^^'^  offenbar  neeativ, 
•  mafnö  9      > 

^^?  ^^^uschliesfien  ist.  Oder  aber  es  ist  m'  positiv  und  n  ne- 
gativ, flier  sind  nun  wieder  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Ent- 
weder ist  --«  kleiner  als  m,  folgUcb  auch  —  ii'<m';  also  sind 
die  reellen  Theile  von 

:        .•  g 

positive  Sehte  BrfidM,  and  man  MkGsunt  t«r  die  reellen  Theile 
von 

ma+nb  *  ma'^n'b 
die  nnvefteiolmren  BedinguBgen 

:    =^«.  =^<'- 

Oder  absr  ^1»  tot  i^rlUwer  als  m^  rolgüdi  aadi  «-ii'>  m'.  Dann 
sind  die  reeHen  Theile  von 

.^  6      ' 

negative  ächte  Briiche,  so  dass  man  äie  ebeiifails.  unvereinbaren 
Beoiiigungen 


m      ^   *^      mr    ^ 


erhält.  Wir  sind  nunmehr  anzunehmen  genothlgt,  dass  eine  der 
vier  Zahlen  m,  n ,  tu',  tv"  NuH  «ei»  Setaen  wk  z.  B*  iii'e=0,  so 
fblgt   tii=:l,    n':si\  «ttd  n  bMht  nnbesthnnft    Dann  sollte  dtt 

reelle  Theil  ron     'T"     ein  positiver  tchter  Bruch  sein.    Oless 

ist  aber  unro5glich  wegen  der  rücksichtlich  ~  gemachten  Voraus- 
setzungen.    Durchgeht  man  alle  «intelnen  Fälle,   so  findet  man, 

tn'a-^nb 
dass  unter  Mm  mri^lMieiK  Formen  de»  Brwsls  ^^..^t  nur  diese 

drei: 
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*     ^  g  a  —  b 

den  gemachten  Anforderungen  genügen.  Diese  beziehen  sich  aUer 
auf  em  und  dasselbe  Dreieck  ÖAB.  Dieses  ist  also  das  einsiee 
spitzwinklige  Dreieck «  aus  weichem  dasselbe,  Ponkteasystem  (0, 
a,  b)  erzeugt  werden  kann. 

Wenn  ein  System  von  Punkten  durch  irgend  ein  sturnnfwink- 
liges  Dreieck  OpQ  erzeugt  worden  ist,  so  giebt  es  im  Allgemei- 
nen immer  ein  spitzwinkliges  Dreieck,  welches  dasselbe  System 
von  Punkten  erzeugt,  und  weiches  durch  Zeigendes  Verfahren  ge- 
funden werden  kann. 

Wenn  P  der  stumpfe  Winkel  des  Dreiecks  OPQ  ist ,  «o  ziehe 
man  durch  Q  eine  Parall<sle  mit  der  Grundlinie  OP^  so  wird  die- 
selbe eine  Reihe  von  Punkten  des  gegebenen  Systems  enthalten, 
deren  Abstände  sSnuntlkb  gfekb  int  GrundUnie'  OP  sind.  Also 
ist  unter  den  genannten  Punkten  gewiss   einer  und  zwar  im  All- 

Semeinen  nur  einer  —  er  möge  Q*  heissen,  —  welcher  sich  aiiT 
ie  Grundlinie  OP  selbst  senkrecht '  projicirt.  Wenn  wir  daher 
das  Dreieck  OPQ  durch  OPQ''  ersetzen,  so  sind  beide  Winkel 
OPQ*  und  POQ'  spitz,  und  die  Proj^ction  der  Seite  OQ*  auf  die 
Grundlinie  OP  ist. gewiss  kleiner  alsi  die  Hilfte  der  Projectien 
der  Seite  OQ  auf  dieselbe  Grundlinie.  Auch  sieht  man  leicht, 
da§s  die  Proiection  der  Grundlinie  OP  auf  OQ'  kleiner  ist  als 
diejenige  auf  OQ.  V^i  nun  immer  noch  der  Winkel  OQ'P  ein 
stumpfer,  so  ziehe  man  durch  P  eine  Parallele  mit  OQ*\  anf^ die- 
ser hegt  ein  einziger  Punkt  P  des  begebenen  Systems,  der  sich 
aof  O^  seHiot  senkrecht  projicirt  Ma«  wird  ounmebr  das  Dcei« 
eck   OPQ'  zur   Erzeugung  des  gegebenen  Systems  von  Pankttiü 

febrauchen  können.  Hat  dieses  noch  einen  .stumpfen  Winkel,  so 
ann  es  nur  der  bei  P  sein.  Ferner  ist  die  Projection  von  OP" 
auf  OQ^  kleiner  als  die  Hälfte  der  Protection '  von  OP  auf  OQ", 
um  so  mehr  also  kleiner  als  die  Hälfte  der  Projection  von  OP  auf 
OQ;  und  die  Projection  von  OQ"  auf  OP  ist  kleiner  als  dieje- 
nige auf  OP,  um  so  mehr  also  kleiner  als  die  Hälfte  der  Pro- 
jection von  OQ  auf  OP,  Setzt  r  man  dieses  Verfahren  so  lange 
fort,  als  noch  stumpfe  Winkel  sich  zeigen,  so  erhält  man  eine 
Reihenfolge  von  DreieckeQ 

OPQ,  OPQ*,  OPQ',  OPQT»  OP"Q\    u.  s.  f., 

worin  jeweilen  das  neagefiinden^  Eck  ein  stumpfwinkliges 
ist,  und  wo  die  ProjecUonen  von  OQ  auf  ^P»^  ^on  OQ'  auf 
OP,  von  OQ"  auf  OP',  u.  s.  f.,  wi6  auch  diejenigen  von  OP 
auf  ÖQ,  von  OP*  auf  OQ',  u.  s.  f.  zwei  Reihen  bilden,  welche 
schneller  fallen  als  die  geometrische  Reihe 

111 

1,    j,     j,.  ^,    .... 

So  lange  nun  die  Dreiecke  noch  storapfwioklig  sind,  ist  immec 
diejenige  Seite,  welche  das  feste  Eck  O  mit  dem  Scheitel  des 
stumpfen  Winkels  verbindet,  kleiner  als  die  Projection  der  andern 


Digitized  by  VjOOQ IC 


405 

Ton  O  ausgehenden  Seite  auf  die  erste.  Folglich  bilden  au^h  die 
Seiten  OP,  0/>,  OP",...  und  die  Seiteh  OQ,  OQ',  OQ"^..  zwei 
Reihen,    weiche   schneller  fallen   als  die  geometrische  Reihe  1, 

2  >  4 '••••    Gäbe  es  nun  kein  spitzwinkliges  Dreieck,   so  gingen 

beide  Reihen  ohne  Ende  fort;  und  man  müsste  in  beiden  i),uf  Glie- 
der kommen,  die  kleiner  wären  als  die  Quadratwurzel  aus  dem 
doppelten  consttroten  lohalt  eines  jeden  dieser  Dreiecke.  Ein  Drei- 
eck, worin  zwei  Seiten  zugleich  von  dieser  Beschaffenheit  wSiren, 
«nthält  aber  einen  Widerspruch.  Folglich  kann' das  oben  beschrie- 
bene Verfahren  nicht  ohne  Eode  fortgesetzt  werden,  sondern  es 
muss  einmal  za  einem  spitzwinkligen  Dreieck  fSbren  und  dann 
aufboren. 

Man  ffelangt  noch  schneller  zum  Ziele-,  wenn -man »  ohne  ge- 
rade dep  Punkt  O  festzuhalten ,  immer  die  kleipiste  Seite  des  str 
eben  gefundenen  erzeugenden  Dreiecks  als  Grundlinie  betrachtet 

In  Cebereinstlmmung  mit  dem  zuerst  beschriebenen  geometri- 
schen Verfahren  ist  nun  auch  die  numerische  Rechnung  anzustel- 
len, sobald  es  sich  darum  hanaelt,  die  zu  irgend  einer  gegebenen  . 
Darstellung  (a,  b)   gehurende  Hauptdarstellung  auszumittpln.    Da 

.es  nSmlich  freisteht,  das  Verhältniss  —  durch  «einen  entgegen- 
gesetzten oder  auch  durch  seinen  umgekehrten  Wertb  zu  ersetzen, 
wofern  über  das  Vorzeichen  des  reellen  Factors  von  V^— 1  nichts 

yerfflgt  wird,  so  dürfen  wir  Immerhin  den  reellen  Theil  von    -  als 

positiv  und  grosser  als  l  voraussetzen.  Denii  ginge  das  Letzte 
nicht  an,  so  wäre  (a,  b)  schon  die  gesuchte  Uauptdarstellung 
selbst.    Es  sei  daher 

und  r  die  Zahl  der  in  p  enthaltenen  positiven  Einheiten,  folglicl^ 
0</i — r<l>    man  setze 


,-,+,V=-i=^-rj:J^. 


so  wird  p'  positiv  sein.  Ist  es  auch  noch  grosser  als  1,  so  sei  r' 
die  Zahl  der  darin  enthaltenen  positiven  Einheiten;  und  wenn  man 
diese  wegnimmt,"  so  sei  p" -{-q^'W  —  1  der  umgekehrte  Werth  des 
Rests  u.  s.  f.  Die  Rechnung  wird  da  aufboren,  wo  der  umge- 
kehrte Werth  des  Rests  einen  positiven  Sehten  Bruch  als  reellen 
Theil  hat    Sie  steht  demnach  so :     ' 
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Hier  sind  r,  r',...r(*-^  lauter  positive  ganze  Zahlen,  p, p',  p*', . ..#>'■> 
«taimtlich  positiv  ond  ßberdiess  die  letzte  p^)  kleiner  als  1»  and 
«dazu  noch  ^'«)'Vp<'^(l— p("^).    Die  Factoren  y,  ^,  g'',...^(»>  sind 

abwechselnd  positiv  und  negativ.  Bezeichnet' nun  -%  den  reducirten 

Werth  des  ans  den  Quotienten  t,  r%.r("~')gebildeten  Ketteabmchs 

und  p  dessen  letzten  Nttemngsfrerth ,  so  Ist 

folglieb 

p(-)  +  yW V^Zri=.  -^^j^*'^  ,  [Ait'-A'/r=(-I)-] 

'  und  (Aa  —  X^--A'a-f^'6)'oder  (^A'a-f  A'A,  ha-^kb)  die  gesuchte 
Hauptdarstellung ,  jenachdem  9(">  positiv  oder  neeativ  ist  Es  ver- 
steht sich  Qbrisens,  dass  jede  Darstellung  auf  drei  verschiedene^ 
Arten  geschrieben  werden  Itann,  weil  je  zwei  Selten  eines  Drei- 
ecks auf  drei  Arten  combinirt  werden  können ,  und  dass  jeder  an- 
deren Schreibweise  eiA  Wechsel  der  Zeichen  y,  G^  (B  der  geraden 
Functionen  eotsprieht» 

§.1 

Ueber  die  Transformation  und  Multiplication  der  ganzen 
elliptischen  Functionen. 

Wir    haben   oben   gesehen,    dass    ein     einfaches    Prodnct 
JT^l— .     jLnb\%j  *  «^es^en  Factoren  längs  d^r  Peripherie  des  un 

endlich  gross  werdenden  Gränzkreises  liegen»  sieh  von  1  nur  «n 

eine  Grosse  von  der  Ordnung  des  verkehrten  Halbmessers  dieses 

Kreises   unterscheidet,    und   daher  aus  einem  Product  endlicher 

-Factoren  nach  Belieben  weggelassen  oder   demselben  zugesetzt 
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vrerden  d«rf^  ich  «eMck*  diese  Benerfamg'venuiey  um  sie  mebt 
Im  Pdgeäklen  ^tHedMioleii  «i  miMco, 

Es  sei  (a,  b)  irgend  efo   erzeugendes  Parallelogramm;   man 

Aeile  diei  dvrch  die  eompiexen  Grusneit  o»  i  dargesteWeii  Seiten 

desselben  resp.  l^  p,  q  gleiche  Theile,  wo  j»,  at  unaerade  scÄn 

>  sollen,  und  ziehe  durch  die Theiiungspunirte Pamllelllmn  mit  den 

Seiten  des  Parallelogramms.    Man  wird  so  ein  neues  Punicten- 

System*   f  0»  —  t  -  )  erhalten,  weiches  aus  der  Ueberiagerung  der 

Punlitensystrme  I  —  +  — ■ ,  o,  6  Y,  wo  m»  n  alle  {den  GrSnz- 
bedingungen 

eenfigeuden  ganzen  Zahlen  bezeichnen,  entstanden  sich  denlcen 
iässt.  Es  seien  X,  fi  ganze  Zahlen  und  la  +  f/LÖ  ein  bei  der 
Peripherie  des  Giänzltieisea  befindlicher  Punlit,  und  es  mSgen 
je  zwei  Factoren,  wie 

.    Witt     nft  .  rna     nb     .  _ 

^ \ und  ^ \ , 

— -  + i-Xa  +  ptb — ka-- ab 

iP       y  P       9 

zuglf^ch  wegfallen  oder  neu  hinzulcommeo,  so  wird  dadurch  die 
Richtigkeit  einer  endlichen  Gleichung  nicht  getriibt  werden*). 
Gerade  dieses«  und  nicht  mehr«  geschieht  aber,  wenn  wir  setzen: 

^^1         y^i        ,     .  ma  ..  üb 


y(a:+-+—,  o,  6)^ 


/  ab\    rz^    "2    iil2LZ-iL_  • 

"^  2  2  V  P         f  / 

WO  rechts  im  Nenner  die  dem^  Systeme  m=0,  «=0  entspre- 
chende Function  y  wegzulassen  ist.  Diese  Gleichung  ist  also 
richtig,  und  wenn  JT  ein  endliches  Doppeiproduct  bezeichnet, 
worin  von  je  zwei  dhimetral  entgegengesetzten  Systemen  (m, «) 
und  (— m,  — w)  nur  das  eine  berücksichtiget  und  (0,  0)  weggelas- 
sen   ist,   so  kann  sie   auch  so  geschrieben  werden: 

('wa  .  ni\   /      ma      nb\ 


'                                                         Peripherie 
•)     Der  Fehler  i«t  nänlirh  von  der  Ordnnng -p ,     alte    tob 

der  Ordnung  j.  und  daher  «tradlnrtBdeiMl. 
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wo  rechts  mAer  denFancti^Mzeicheii  die  «^•eiis^faefi'ConatoiiteD 
a,  b  weggelassen  sind»  wie  fortao  imoier  getekeheo  «dll»  sobald 
kein  Missverständniss  zu  besorgen  ist 

Weil  pi  q  ungeiude.sind,  so  fiberaengt  nu»  sioti  auob  durch 
die  n&mlich«  Grundanschaining  tos  der  Utchtiglielt.  dar  .drei  fol- 
genden Gleichungen  t^ 

Setzt  man  eine  der  ungeraden  Zahlen  p,  q,  ^  B«  9=1,  -so. 
gehen  die  endlichen  Doppelproducte  in  einfache  Producte  filier, 
und  die  vier  vorliegenden  Formeln  betreffen  dann  die  Transfor- 
mation pter  Ordnung. 

Nennen  wir  (~  >  "^J  eine   transformirte  Darstetlnng   zu    der 

ursprünglichen  (ii,o),  und  es  sei  (ia+^A,  iL'a+|t'6),  wo  Ä/*' — il'fi=l, 
eine  mit  der  letzteren  äquivalente  Darstellung,  so  folgt,  das«  aaeb 

( ~9 —j  eine  transformirte  zu  der  ursprdnglichen  Dar- 
stellung (a,  i)  sei. 

Ist  insbesondere  p=q9  so  wird  y(a:,-i  ■Tl=--y(pa:,  a»  b), 

9\^fZ^9'^j=i='ff(p.T,  Qf  b)  und  ebenso  für  G,  (ß.     Man  kann  also 

mit  iSeibehaltang  der  specifischen  Constanten  o,  b  eine  ganze 
elliptische  -Function  des  Arguments  px  als  endliches  Product 
solcher  des  einfachen  Arguments  x  ausdrücken.  Hierin  ist  das 
Princip  der  Mnitiplication  enthalten. 

Eine  getrennte  Behandlung  erfordert  die  Zahl  %  Aas  der 
Grundanschauung  gehen  sogleich  folgende  Formeln  hervor: 

y\x,-^fb\z:zyx.gxy  ^ 

G\Xy^y  bj=:Gx.(Sx, 
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folglich  auch 

^  y(2x)  =  2yjr.^;r .  Gar .  (Pj:. 

Weiter  können  wir  hier  ngcfa  nicht  gehen,  und  die  Ausdrficfce  fflr 

bleiben  einer  spSteren  Betraichianff  Torbebalte». 

.'    §.4.     . 

Befltimmabg  des  Verhältuisfitos  solcher  unendlichen  Doppelproducte, 

dßrefi  Factoren   sasammenfanen  und  die*^  sich  daher  nur  durch 

ihre  Begränxung  unterscheiden« 

Nehmen  wir  tfkisdle  Bestimmung  des  Quotienten  Qae — ^—r — ^ 

ff*** 
vor^  und  abstrahiren  von  eonstanten  Factorea»  so  kCmmt  wesent- 
lich nur  das  Verbältniss  der  beiden  Werlbe  in  Betracht,  Weiche 
eis  und   dasselbe  Punktensystem   nach  einander  annimmt^  weun 
der ,  Mittelpunkt  des    begränzenden  Kreises  k  das    eine  Maf   in 

a  +  2^  ^^  andere  Mal  In  a:  föllt.    Also  ist  das  Product  aller  hi« 

nerhalb  des  ersten  und  ausserhalb  des  zweiten  Kreises  liegenden 
Ponkte  durch  das  Product  aller  derjenigen  zu  dividiren,  llEir  welche 
das  Umgekehrte  stattfindet;  oder,  wenn  man  zu' den  Logarithmen 
flber^eht ,  die  mit  dem  Inhalfe  c  des  erzeugenden  Paralleiogramms 
multiplieirte  Einheit  des  Punkts  durch  das  Flächenelement  </»* 
und  die  Doppelsumme  durch  ein  Doopelintegral  ersetzt»  und  end- 
lich die  ortsanzeigende  compleze  Zanl  durch  z  bezeichnet,  so  ist 


log  Q=const -f  -  /  —f 


wo  die  FUcheneleittente  dco  Im  einen  Monde  positiv,  im  andtern 

negativ  zu  nehmen -sind.  Es  sei  nunii=Äev ''^  ,  2=re<f'+«)'^'"J» 
wo  r=^k  angenommen  werden  darf.  ^  Zieht  man  aus  dem  Centrum 
einen  Strahl  nach  dem  Punkte^  i,  so  ist  die  Länge  eines  inner- 
halb des  Mondes  befindlichen  StOdtes  ^ücoBtp,  also  positiv   Im 


Theil  \IV.  »7 
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ersten,   negativ    im   zweiten  Mond«»     Man  darf  also    da    doreh 
2<^cnaq>,  kdtp  ersetzen.    Es  ergiebt  sich  demnach 

log  Q  =:  const.  +  53  Ä  e^*^^^^  I       e"^^^^  cos^  d<p 


=  const +  - 


2c 


Wird  der  Kürze  wegen  die  zu  a  conjugirte  GrSsse  Äe^'^'^ssa* 
gesetzt,  so  bat  man 

ö  =*  const  S<e.    . 

Bestimmt  man  die  Constante  dnrdk  dl^  Annahme  von  ^=0,  so 
ergiebt  sich 


Setzt  man  hier  —  ^— a:  an  die  Stelle  toh  x,  so  ergiebt  sich 

y» 


=yo-«       «         » 


oder 


T« 


'5 

Wglich,  filT  ein  verschwindende«  :r, 

Our<?b  dieses  Verf^hv^o  «^«be^sich  folgende  Gleichangep: 
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■  |(«^)4|m./^'"|.. 

Die  Confltaiftt8D  fieser  QleichoQgttQ  sind   durch  folgende  Re- 
lationen Terbonden: 


M'  M' 


^ 


a-l-ö      a     6       4c  6  y^a       4« 

y-2-=y2-5'2^         =y2%-*      • 

arbn  9kht 

M-\rb       .a     b      4e         b    _.a       40 

^a+ft     ^a  _6      4«       ^,Ä      o       4e 

arbn  ^rn 

CB' -2-=®2:.    2  •         =^2^2        * 
Aus  den  vier  letzten  Gleichungeü  folgt  anter  anderm: 
a  b       a  a+6        b  a+6 

®2  ^2     ®2  ^"^r*     ®2        ^  "2^ 

Von  derselben  geometrischeu  Betrachtung  ausgehend  wie  oben, 
findet  man ,  wenn   m,  n  beliebige  ganze  Zahlen  bezeichnen ,  * 

^^    V,^    — ^=rconst.Xe  s 

wo  das  Punctionszeicben  y  durch  die  drei  übrigen  ersetzt  werden 
darf.  ^  Um  d^n  Werth  der  Constanten  auszumitteln ,  rouss  man 
aber    die   vier.  K>|«c4ioneif   imteMekeMei^.  »  ftstzt    ma»  sfinlieh 
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x= q-r-  +  m,  WO  »eine  vefschwiodende  (Ivosse  be:^eichnet, 

60  \Ht  zuerst  für  y  der  Fall,  vtro  m,  n  zugleich  gerade  sind»    von 
den  äbrigen   abzutrennen.   Weil   alsdann  y » —    verschwindet. 

Alan  findet  hier 


(iHa-{-nb  .      \ 


in  allen  andern  Fällen  dagegen 


ina-fftA 


,(_~+s»)— " 

folglich  Oberhaupt 

2 +»^ 

— ^^-j;jjqpjj-^=-(-l)("+i)(-+a=(_i)«4*.(-i)-. 

Für^,  Cr,  (B  sind  resp.  die  Ffille,  wo  m  ungerade,  n  eerade;  wo 
m  gerade,  n  ungerade,  und  endDch  wo  m,  it  zugleich  ungerade 
sind,  Ton  allen  übrigen  Fällen  abzutrennen.  Man  findet  dann 
überhaupt: 

^{ — 5 ^«> 

I 

Es  ergeben  sich  demnach  folgende  vier  Gleichlingen: 
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§.5. 

.Quotienteti  unendlicher  Doppelproducte  in  Doppelsummen  von 
Partialblüchen  vernandelt. 

Denkt  man  sich  im  Ausdrvck  -irz  ^hler    und   Nenner     als 

endliche  Ptodacte^  von  denen  jener  eine  'kleinere  Zahl  von  Fac- 
toren  hat  als  dieser ,  so  ist  nach  den  algebraischen  Regein 

wo  die  Summe  rechts  sich  über  alle  Punkte  ma+fn-^-q^j  b  er- 

streckt^  welche  Im  Producte  Ga:,  begränzt  durch  den  Jims  k,  vor- 
kommen. €letzt  man  im  Ausdruck  des  constanten  Zählers  eines 
Partialbnichs  die  auf  einen  unendlich  grossen  begränzenden  Kreis  be- 
zflglichen  Werthe  von  y  und  G',  so  begeht  man  einen  Fehler  von 

der  Ordnung  T-f  und  dann  ist  der  hieraus  entstehende  Gesammt- 

fehler,  wenn  man  je  zwei  Partial bräche,  welche  diametral  entge- 
gengesetzten Punkten  entsprechen,  zusammenfasst»  von  der  Ord- 
nung ^ 

1^  Pk27vrdr_2n    P^dr 

loffX? 
d.  h.  von  der  Ordnung  -7-,  also   verschwindend,  wenn  k  unend- 
lich gross  wifd.     Da  ferner  der  erwähnte  constante  Zähler  des 
Partiaibruchs    immerfort    einen    endlichen  Werfh  behält,    so    ist 
auch  der  aus  der  unendlichen  kreisförmigen  Ausdehnung  der  Dop- 

pelsumme  entstehende  Fehler  nur  von  der  Ordnung  r-.     Nun    ist 

der  fragliche  constante  Zähler  nach  den^  vorigen  Paragraphen  gleich 
b 

— T".( — I)**;    folglich  in' transscendentem  Sinne: 
^2 
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^=i- 


(-1)" 


G'2      ar  +  »ia  +  (n+^)6 


Setzt  man  Jiier  a  in  5  um  ond  weDdet  die  TransforniatioiMfornieln 
»nEnde  von  §.  3.  an,  «6  erbfilt  mwa 

b     b 
yx.qx         ^S'»2       A  .      Gx 

oder,  da 

ist,  wenn  man  rechts  die  Differentiation  volkleht: 


Thelkylndemmanliierar-f  5  flir  ^  setit,  tbeils.  Indem  man  die 

specifischen  Constanten  a,  b  vertauscht,  oder  auch  a-|-6,  6 
au  die  Stelle  von  a,  b  setzt,  gelangt  man  zu  folgenden  sechs 
Glelcbnngen: 


/jr     G'x_^Qh!.gx 
yx     Jjfx      yx\GX 

/  JT  _  (R'x gx.  Gx 

yx      sSx      yxSSx 


G'x     iS'x 


%jr'x     sD'x  yx^gx] 

(B'x     g'x       3^.<Cr^ 
(Bx  ""  gx  ^^(Bx.gx 

g'x      G'x yx.(Bx 

gx        Gx  ""  gx.Gx 


(I) 


wo 
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■Gi-  '    * 


Verbindet  man  nun  je  drei  dieser  jsechs  GleichungeQ«  so  das«  die 
loffaritbmiscbeD  Differentiale  verschwinden,  und  reducirt^  so  er- 
hält man  foigende  yiet  Gleichungen: 

Sollen  die  drei  ersten  zugleich  bestehen,  so  wird 

erfordert    Die  vierte  ist  eine  nothwendige  Folge  der  drei  ersten. 

§.6. 

Das  Argament  x  als  einfaches  Integral  Mittelst  der  gebrochenen 

Fttnction  ^  dargestellt. 


Setzt  man  y=^  *  «<>  geben  die  vorigen  Gleichungen 


folglich 


dy  =s  VH-  ry«  Vi  -  W«  rfar, 
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WO  X  und  y  zugleich  yerachivinden  ^oUen.    Wenn  daber  ^—=ifl, 

also»  der  Modul  A:=— j-  gesetzt  wifd,  so  Ist 

^2  .  . 


V— r .  ^  =  sinamCor  V  — r),  ^  =  coBam(a:  V^^) , 


und 


7;-=Aan»(^V^--^)»  wo  V^^^Hr^ -rr  ist. 
Zugleich  ist  der  complementbe  Modul 


ö'  7. 
AdditloD^  der  Argumente  der  elliptischen  Functienen« 

Macht  man  die  erste,  der  Gleichungen  (t)  ganz»  so  erhalt  man 
ffir  zwei  beliebige  Argun^ente'  x,  g:        . 

Gw(Sx^gx'/X'-yxg'^^ 

lalso,  wenn  man  respr  mit  ßyCBy»  Gx(Bx  muUlJilicirt  und  substrahirt: 

Gy(by(gxy'x^yxg'x)^Gx(Bs(gyYy^Yyg'y)=li. 

Andere  ftinf  Gleichungen  dieser  Art  unterscheiden  sich  nur  durch 
gegenseitige  Vertauscbung  der  Functiouszeichen  y^  g,  G,  (B*  Ad- 
dirt  man  zur  vorigen  Gleichung  diejenige»'  welche  sich  ergiebt, 
wenn  man  resp.  Cr»  (ß>  g^9  y  g^n  g,  y,  G,  iB  vertauscht»  und 
setzt  a;-f  y=const»  so  ergiebt  sieb 

gxGyd(yx(By)  fgy  Gxd(yy(Sx)^yx(Byd{gxGy)  +yy(Bxd(gyGx), 

und  wenn  man  hier  g,  O  vertauscht  und  die  so  entstandene  Glei- 
chung addirt  oder  substrahirt»  so  erhält  map  die  beiden  Gleichungen: 

(^JpGy±gyGx)d(yx(By  ±  Yy(Rx)^(Yx(Sy  ±  yy(Bx)d{gxGy  ±gyGx) , 
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au»  denen  «lob  doroh  Intogration  die  Mden  Oleichiiogen 

Gxgy-^gxG^  ^  G{x  +y)'-g(a:  +y)  ' 

ergeben.  Multiplicirt  man  sie  mit  einaD4er  und  berfickaichtigt  die 
Formeln  (2),  so  sieht  man»  dass  je  eine  der  Gleichungen  (3) 
eine  notbwendige  Folge  der  anderen  ist  Nocfh  zwei  andere  Paare 
solcher  Crleichnngen  e^eben  sieb ,  wenn  man  die  Function  (0  mit 
g  oder  6  vertauscht  Setzt  man  in  (3)--^  anstatt  y,  so  erhält  man 


P— y)  '((8  bis) 

Gxgy-gxGy_  G(x—y)—g(xsi)  \ 
fSSg+^x^  y{x—y)  \) 

Die  Vertftuschang  i^on  (B  mit  g  oder  G  liefert  noch  zwei  andere  Paare. 

Die  Gleichungen  (3)  kSnnen  ihrer  Natur  nach  nur  dazu  die- 
nen, die  gebreebenen  Fonctionen  der  Summe  x-{-y  durch  solche 
^^r  ^trennten  Argumente  x^  g  auszodra^en.  Es  dotsf^bt  daher 
die  Aufgabe,  von  den  erwähnten  gebrochenen  Gjeicbungen  zu  gan- 
zen zurückzngehen,  ans  deren  DiTision  jene'  als  hervorgegangen  an- 
gesehen werden  können. 

Ffr    welche  Argumente   bekommt   die    gebrochene   Fiuictiön 

^—  dieselben  Werthe?  Die  Formeln  am  Ende  von  (.4.  gfeben  ails 


g{x-\rma^nb)     ^       '  gx 


gx 

Unterscheidet  man  daher,  ob  n  gerade  oder  ungerade  ist,  so  hat  man 

y{x  \ma\  S^ft^)  __  yx      y(ma4- 0^+1)^"^^^) J^ 

^(j?+ma  +  2»6)  T'flr«'    jg<ma  +  (2»  +  I)6-r*)  ""^'a?' 

Also  wird  der  ganze  Ausdruck 

so  oft  verschwinden,  als  entweder  x-^g^^ma-y-^ib^  oder  aber 
x-{-y=:ma-{-(^n-\-i)b  ist  Schjiesst  man  hieraus  auf  die  linearen 
Factoren  des  erwähnten  Ad/sdnicks,  >sd  folgt,  ^s  ,  decselbe 
durch  die  ganze  Function 

.     y(^-y.  ö,  9»)C(:r  +  y,  a,  2Ä) 

theilbar  ist.  Durfte  man  annehmen,  dass  jener  Aosdruck  die 
linearen  Factoren  nnr  einmal  ond  keine  anderen  ausser  denselben 
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eDtbalte/8ö  ftode  Oleichlieit  «talt»  oluie  dhaM  man  eben  cio^tow* 
ten  Factor  beizufägeD  brauchte ,  weil  filr  y  =  0  sich  die  am  Ende 
von  §.  3.  bewiesene  Gietchutig 

y(^,a,6)Äy(a?,  a,2b)G(a:,  a,  26) 

erg&be.  Nähme  man  die  durch  Umaetiuvig  voo  jf  in  — y  ent- 
stehende Gleichung  hinzu»  so  hätte  man  die  zwei  Gleichungen 

Yxgy-'Yygx=j(X'-g,  a,  2*)G(x  +  y,  a,  S»), 

r^ffif+Y&S^^yi^-t»»  «»  2*)G(«— Jf»  «.  26); 

aus  deren  Muitiplication  sich  vermöge  der  angefahrten  Transfor- 
mation  zweiter  Ordnung  die  Gleichung 

ersähe.  Diese  Formel  soll  nun  strenff  bewiesen  werden«  Da  ihre 
linke  Seite  verschiedentlich  dargestellt,  werden  kann,  so  woUen 
wir  sie  kurz  durch  N(x,y,  a,  b)  oder  nur  äurcll  N(a:,  y),  wenn 
sich  die  specifischen  Constanten  o»  6. von  selbst  verstehen,  be- 
zeichnen.   Alan  erhält  dann  ans  den  Formeln  0Ü 


G*a:(B^y^Ghf(B^a::s^pN{s.g)  j 

<B*^.y»y-<BV^*=?«(^.jy)  J(4) 


Vermöge  der  Transformationsformeln  zweiter  Ordnung  hat  man 

y\f'  «'2/*(y'"*2/~K^'^*2)^(^'  o^^^r^GaggCßg-^GggxQiäi^. 
Wenn  man  aber  die  Formein  (3)  addirt»  so  erhält  man. 

G(x+y)  ^yxGxgyQjy-^yyGygx^Sx 
r(^+g}^  ^M  'j 

Gix^y)_YxGxfg(B!f'k'ygGgYw(Ba 
yix^y)  ^<^^) 

Folglich  ist 

und  wenn  man  beide  Gleichnogen  nrit  einander  multlplicirt: 
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ONwe  6l«icbiHig/W«rde  oub  ^wIi 

'  dividirt,  so  ergiebt  sich 

.  Eine-  äbnlicbe  Gleichung  entsteht  dorch  Tertauschung  von  ti 
nnd  h.    ^iVendet  nmi  beide  unter  einander  an  und  bedenkt,  dass 

y(j?,2a.26)=2y(j.fl,6) 

ist,  so  erhftit  man 

folgttcfa,  wenn  it  üngend  eine  ganse  positive  Zahl  beEeicbaet: 

Es  ist   aber,    wenn    man    nach    steigenden  Potenzen   von  x,  y 
entwickelt: 


WO 


folglich  Air  ein  uoeDdUcb  gross  werdendes  n: 

Also  endlich 

y(4r>y)y(a:-y)=iV(ar,y).  (6) 
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Werden  die  Gleichungen  (5)  mit  efnandermultfpUeirt,  und  rechts  ^ 
die  Functionen  g,  (B  mittelst  der  Relationen   (2)  In  y,  G  ausge- 
drQckt,  so  erhält  man 

G{x  +  y)  G(j:- y)=  G^x  Ghf  +  rp^x^jf. 
Ebenso  ist  r  aj^ 

9(^  +  9)9(^-9)  =f^^9^  +  9*7*^  yHI» 

Vermöge  der  Gleichung  (6)  werden  die  Gleichungen  (6) 
Y(x  +  y)Gix^-y)=zyxGxi]y(B9+Y!fGygx(Bx, 

Durch  Addition  und  Substraction  ergeben  sich  hieraus  zwei 
andere  Gleichungen.  Vertauscht  man  darin  G  mit  y  oder  mit  (B, 
und  setzt  der  Kfirze  wegen . 

f=J?  +  .V,  <=d:— y; 

so  bekommt  man  folgende  sechs  Gleichungen: 

Y^9^  +  Y^9'=^r^9^^^    Y*9^'-r^99=^yff9yGx(Bx  \ 
YsGt+ytG$=^^YX  GxgtiiSy    y$Gt-^Y^Gs=1yyGy  (Bxgx\  (8) 
y«(Bl+y«Bf=2ya:(Ba:^€?y    yfXBt^Y^^—^^99^Gx\ 

Sechs  andere  Gleichungen  dieser  Art  ersehen  sich  entweder,  in- 
dem  man  hier  x  um  ^ine  halbe  specifische  Constante  vermehrt»  oder 
auch  auf  folgendem  Wege.  Wenn  man  in  den  Formeln  (3)  das 
eine  Mal  x^y  durch  $tt  ersetzt ,  das  andere  Mal  hingegen  y 
gleich  a;  weiden  Ifisst,  so  kommen  in  beiden  Fällen  die  r^ten 
Seiten  jener  zwei  Formeln  gleich  heraus.     Man  hat  also 


G*9^ + 9*  ^^  _^^  G^ 
yKB<  +  (Bsyt  ~yx  (Sx  * 


Gi9%---9*  Gi Gxg*x — jgxG'x ryxiSx 

yf  (Be— (Bf  y<  ■"  yx&'X''(BxY'x  "^ ^gx  Gx 

in  Folge  der  Formeln  (1).  Da  nun  die  Nenner  links  durch  die 
Formeln  (8)  bekannt  sina,  so  erbalten  die  zwei  vorliegenden  Glei- 
chungen samrot  denen,  welche  daraus  durch  Vertauschung  der 
Functionszeichen  sich  ergeben,  folgende  Gestalt: 


G^t  -h  (B«Gt = 2Ga;  Gy(Sx(By 
(Bsgt  +  gsißt  r=  2(Bx  (By  gxgy 
gt  Gt  +  Gigt=^gd:gy  Gx  Gy 


Gs(Bt—(BsGt=2pyxyygxgy  \ 
(B9gt'^gg(Bt=2gyxyyGxGy\  (9) 
gs  Gi-^  Gsgt=2ryxyy(BxiBy^ 


Die  drei,  letzten  Gleichungen  führen  zu  merkwürdigen  Folgerungen. 
Multiplicirt  man  sie  nämlich  der  Reihe  nach  mit  gz,  Gx,  iBi  und 
addiri,  so  erhält  man  links  eine  Determinanten 
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^^aty^ipgxgggz^rq  Cj?%€r*+r  (Bar(B(y(Bi). 


Dadiet>eterniinatedarch]f:]:)^y=y  ^^}f--a-  theilbar  Ut,  somuM 

sie  der  Symmetrie  wegen  auch  durch  y— g-y  -2--  7^'^'^  *hw'- 

bar  sein.     Man  «eise  daher  \u  den   eingekhunmerteo  Aoadrucke 

rechts   d?=9— ^«jfcs -^^i  drücke  mittelst  der  Formeln  (!)  alles 

$     t    z 
in  den  Argumenten  »'  2'  2  ^''^  "°^  redacire  es   mittelst  (3)  auf 

zwei  einzige  Fanetionsselche»  s.  B.  y  und  g.  Zerlegt  .man  den  er- 
haltenen Ausdruck  in  Factoren  und  beachtet  die  Formel  (6),  so 
erglebt  sich 

P9xgygz^qGxGyGt-\^T(BxQiy(Sx 

_2;>^£±|±i,lL!^i- £±-:iJt,£+|r-.      (10) 

und  wenn  man  in  der  Betermniante  9,  t  dttnrh  ae,  y  ersetzt,  so 
wird  sie 


5^^,  gg*   g^ 

Gx,  Cy,  Gz 
®jr,  CB^,  (Bz 


=  _4^?^«y/+£,-£,€|aV^:  (11) 


Setzt  man  in  (10)  zz=ix\y  oder  z^=ix — y«  so  verschwindet 
die  rechte  Seitd»  und  man  bekommt 

pgJigggiX'—g)^rqGxGgG{X'^)\:r(Sx^g(&{X'^)^^ 
Setst  man  x^sO,  so  wird 

Vgxgg\qGxGg\rQix(&g^^pqrf'^^t^'^      (13) 

oder  auch 

pg^^g^g(ß-g)\qG{x\g)G(pc-g)^^f(5^x\g^^ 

Setzt  man  x=^yz^z,  so  ergiebt  sich 

X    3^ 
P5^*-f  9G»:r+r<B*x=-rS^^ry»jy-^.  ^|4) 

Vermehrt  man  in  (10)  das  Arffument  x-  noch  ehiander  «km  n,  ö; 
a+b,  so  erhält  nfian  felgeiide  arei  Crleichnngen  t 
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a-w. £±y+ »-y+«--*-«-f^— y  -*4y-» 

=— 2»6 1 — ^7—5 —  *^ 2       ^ 1 — * 

PSpeg99*-i^qG«OfOx-^Qkt(B9(B* 

Vermehrt  man  In  (10)  ood  (15)  IbeMe  Aigwuiwle  y  and  s«na[' 
«o  erhält  man:  ^ 

IW^^mv-t- Crjr(E^(Eb+ (Bar  %  Cri 

— PfaWJtt  +  G«<B!y(fc + <B:c  %  fe 
=.2G5±|±£GaL±p£(Bi±^(B2i^^      ^ 


pgxyyyz  +  Gdr(E|y(Bz— (Eb  6y  Gi 


_2pyd^^y«+^^i±|ry,^±fc^^ 


Acht  andere  Gleichaogen  dieser  Art  ergel»ei»  nch^  wem»  iiaau/», 
g9  G,(B  das  eine  Mal  resp.  durch  q,  G,^,gs  das  andere  Mal  durch 
r»  9»  9»  G  ersetat* 

Vermehrt  man  in  (11)  jedes  der  Argumente  or,  y,  %  uro  3-.«  so  ^^' 
glebt  sich 


y^f  ry»  y* 


und  nedb  swei  fthnlMie  Gleiebungei».     Von  hier  aus   kam» 
zu  folgender  merkwflidigea  Fotmei  gahtgens 
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if^9    r»*    nfy    n 
9^>^  i7*j  guj  a^ 

Gw,  Gx,  Gy,  Gl 

Ich  bemerke  hier  noch  zwei  Formeln,   deren  ich  mich  zum 
Beweise  der  vorliegenden  bedifntt: 

pqr  ytoyxyyrz+pgwgxgifgz  +  q  Gv9  Gx  Gy  Gz+  rCBto(Bar(B^ (Bx 

worin  (10) '  als  specieller  der  Annahme  10  =  0  entsprechender  Fall 
enthalten  ist.    Setzt  man  to+a  anstatt  ti^  und  reducirt»  sokOmmt: 

pqrywyxyyrz+pffwgxgygz—q  Ov>G9GyGx—r(Bw(Ba<Sy(Bt 

und  noch  zwei  andere  Gleichungen   dieser  Art.  —     Die  andere 
Fermel  war: 


c£+i?Gf-£^£-2 


(B 


x  +  x 


und  ähnliche. 


5.  8. 

s 

^Anwendung  des  Vorigen;  auf  die  ^Verwandlung  zweiter  Ordnung. 

Ami  Schlüsse  des  §•  3.,  wo  die  Traasiwmation  zweiter  Otd« 

nung  Torkam,  konnten  die  Ausdrücke  f^r  g(x,^,  bj  ,    u.  s.  w. 

noch  nicht  geeeben  werden,  weil  sie  nicht  uomittelbar  aus  der 
dortigen  Grundanschauung  hervorgeheo.  Erst  die  Formel  (9)  des 
vorigen  Paragraphen  nmcnen  es  uns  möglich,  die  Transformation 
zweiter  Ordnung  in  dieser  Beziehung  zu  vervollständigen.  -Setzt 
man  nämlich  in  (9)  cc^^y,  so  erhält  man 


CB2^  +g'2x  =  2(Pxy*x , 
y2a:  +  G'2x=ig*xG*x, 


^2ar-Gar=2ry«z(B*a?. 


) 
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Setzt  man  in  (13)  y=0  unil  verdoppelt  x^  so  ergiebt  sieb 

Diese  Gleicbangen  geben  die  Functionen  des  einfacben  Arguments 
X  aüsgedracict  durch  soicne  des  doppelten  Arguments  ilr;  sie 
dienen  also  zur  Halbiruns  des  Arguments,  erfordern  aber  biezu 
die  Ausziebung  vierter  Wurzeln.  jPflr  den  Zweck  dieses  Para- 
graphen geben  die  zwei  Gleicbungen  der  ersten  Horizoutalreibe : 

.Man  setze  bier  2a  statt  a,  und  dann  mSge  pxnP  abergeben,  so 
wird 


Um  die  Constante  P  zu  bestimmen,  setze  man  ^==o*     no    wird 


nach  $.4: 

folglich 

also  endlicb  die  gesncbten  TransformationsforMeln : 
und  ebenso 


f 
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.  ■.■;,:^    ..\:      '■■  e|.<   ■     ■■:■■■•■■ 

betrachtet  man. die  in  %.  5.  definirten  ConstaDten  ;?,  q,  r  ab 
Functionen  der  specifischen  Constanten  a^  b  und  bezeichlket  sie 
daher  durch  p(a,  6),  u.  8.  f.,  so  bat  man 


2 '  V = ■*  V  — ; —  )  =--(V=k5;*)+v^(^))«. 

^ V  " '  2/  ^ 6~  =4  V  — r(tt,  6).p(a,  6), 


'  a  .       ! 


,.-.  2 


2!ur' VerWsoidlung  von  ungerader  O^dnu^'g« 
In  $.  3.worn^*  gezeigt,  wie  sich  ganze  elliptische  Pubctionen^ 
die  zur  Darstellung  \t»-^  (wo  ä,  k  zwei  ungerade  Zahlen  sind) 
Theil  XIV.  28 
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gehören,  als  endliche  Prodncte  solcher  darsteileo  lassen,  die  aar 
arstellang  (a,b)  gehSren.  Hier  sollen  nun  die  hestimmteo  Func- 
tionen, wie  y\^*  T  '  r  )>  einer  besonderen  Betrachtung  unterwor- 
fen werden. 

Der  Kurze  wegen   wird  hier  durch  P  ein  endliches  Doppel- 

Sroduct  bezeichnet  werden,  welches  sich  Aber  alle  den  Gräozbe- 
ingungen 

Ä— 1=     t=Ä-l       it— 1=     =k-l 

— r<'"<"^* — r<  '•<'^5^ 

fenfigenden  ganzen  Werthe  von  m,n  erstreckt  Wird  in  diesem 
'roducte  der  dem  Systeme^  m=:0,  iir^O  entsprechende  Factor 
weggelassen,  und  wiru  von  je  zweien  diametral  entgegengesetzten 
Systemen  (»t,  »),  (^m^^n}  nur  das  eine  beriicksichngt,  m  soll 

das    alsdann   nur    - -^  Factoren  zählende  Product  durch  17  an- 
gedeutet werden. 

Nach  §.  3.  Ist  nun 

^   /  a    .  tna  .  nb  \ 

Für  ein  constantesn  bekommt  hier  das  Argument  oxh  nr  +  'X' 
die  A  Werthe 

a     ma     nb    a     tna     nb  ar»=     ^A — 1  "| 

Wendet  man  dann  die  Formeln  an,  welche  zur  Verwandlung  des 
Arguments  ^dbö  >n  x  dienen^  so  bekSmmt  man: 

„/«    o  *\_ß»»«     - — aii —  n\h^k) 


G* 


k  +  *>; 
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/6     a  b\     _^b    ^ ilJ—    „^\h^  k) 


und  hieraus 


Wendet  roaii  die  Formeln  (6)  und  (7)  des  $.  7.  auf  die  Trans- 
fonnationsformeln  des  (.  3.  an,  so  erhält  man 

a^'A' *;=<-*> '  r^"— ^^ — ^r^<^^nb\ — —' 

u.  s.  f. 

Ist  die  reelle  Componente  von  -  ein  positiver  rationaler  Bruch 

X«  dessen  Zähler  und  Nenner  ungerade  sind,  so  kann  man  die 
Functionen  y (ar,  a,  6),  u.  s.w.  mittelst  der  TOfigen  Transformationsfor- 
meln als  endliche  Producte  von  Functionen  wie  y  (y,  I,  1  +  Ö  V^— 1) 

28' 
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darstellen,  wo  jp  =  1  -f  ^  'V -^i  ist,  und  somit  durch  solche^ ellip- 
tische Functionen  ausdrucken,  wo  das  speclfiche  V^rhSltniss  rein 
imaginär,  d.  h.  wo  der  Modul  reell  ist. 


$.  10. 

Herleitang  der  ganzen  elliptischen  Functionen  aus  den  gehrochenen. 

In  C.  7.  ist  eigentlich  die  Addition  der  Argumente  fär  gitiise 
elliptische  Functionen  nicht  gelungen ;  denn  es  wurde  nur  ein  Pro- 
duct  zweier  ganzen  FunctioBen'  von  x-\-y  und  x — y  in  ganzen 
Functionen^  der  ^etrepnten  Argumente  Xy  y  ausgedrücict  Dage- 
gen sind  die  dortigen  Formeln  so  heschaffen,  dass  durch  diesel- 
ben die  Aufgabe  der  Addition  der  Argumente  fiir  eine  ge- 
brochene eiiinttsche  Fuhctfon'  wirklich  gelost  ist.  Es  ergiebt 
sich  z.  B.  aus  (8) 

T^{x-\-y)  Gix—y)  =t:  YxGxgy(By  -|-  yy  Gy^^^ . 

und  n^cb  (7)  ist  ,  ■ 

G{x-\-y)  G(x-—y)  =  G^xGhf  +  rpy^xy^y. 

Dividirl  man  diese  beiden  Gleichungen  durch   einander»  so  fällt 
das  Argument  x--y  weg,  und. man  bekömmt  dann  eine  wirkliche 

y 

Additionsformel  ftir  die   gebrochene  Function  t;,  nämlich 

r{x-\-y)  _ rxGxgy(By  +  ryGygxQSx 
G{x+y)  G^xG'^y  +  rpY^xyh^ 


oder,  was  dasttelbe  ist. 


sinamjpcosamy  ^  aroy  -f  sinamycosanur  ^ 
^^y  ^  1  —  A'^sin^amarsin^mv 


^amar 

A'^sin^amorsin^my 


wenn  r;= — 1,  p^k^  angenommen  wird. 

Was  so  in  §.  7.  für  gebrochene  Functionen  geleistet  ist,  soll 
nun  auch  für  ganze  geschehen,  freilich  nicht  in  endlicher  Weise» 
sondern  nur  mittelst  Differentialgleichungen.  Im  Zusammenhange 
hiemit  wird  sich  dann  eine  ganze  Function,  wie  gx^  mittelst  In- 
tegrationen aus   irgend    einer   gebrochenen   Function,    wie    z.  B. 

-  ~  9  herleiten  lassen. 

fJX 

Aus  der  Formel  (7)  in  g.  7.  folgt 


g^xg^y        -^^y'g^xgh, 
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DiiTerentiirt  man  diese  Gleiebuog  logarithroisdi    nach  x  uud  be- 
racksichtigt,  dass  nach  (1) 

rflog  /y^  \  _  Gx(Ba: 
dx  \ga:/      '  yxgx 

ist,  so  erhält  man 

Durch  Vertauschung  von  x  und  y  ^rgieht  sich 

y^(3?-hy)    9^(^-9  _<.g'y  ^^  y^^gyV       Gy(By 

S^C^+y)     g{x-y)     gy      ^gi^+y)g(^'-y^  rygy 

Addirt  man  heide  Gleichungen,  beachtet,  dass  nach  (8) 
YxgxGyCBjf  f  rygyGüo^Sx  :=  y{x  +  y)g(a:^, 
und  halbirt,  so  ergiebt  sich 

g{^-\ry)^gx     gy     ^  ga^gygip^-k^)'  ^ 

und  zwei  andere  Formeln  dieser  Art  entstehen ,  wenn  man   von  g 
zu  G  und  zu  ®   fortgeht.     Da  die  gebrochene  Function    ■        ^ 

sich  durch  gebrochene  Functionen  der  getrennten  Argumente  x^y 
darstellen  lässt,  so  enttifilt  die  vorliegende  Gleichung  die  Losung 


der  Aufgabe,  die  ganze  Function  ff{X'\-y)  ohne  Beihilfe  des  Ar 
guments  or— tr  einzig  durch  Functionen  d<         '         '       ' 
x^y  darzustellen 


guments  or— tr  einzig  durch  Functionen  der  getrennten  Argumente 


DiiTerentiirt  man  die   Gleichung  (16)  nach  y  und  setzt   dann 
iy=0,  so  erhält  man 


d«^ 


folglich 

Es  bestehen  demnach  folgende  Formeln,  durch  welche  die 
ganzen  Functionen  y,  g,  G,  (B  mittelst  der .  gebrochenen  W~ » 
u.  s.  w,  ausgedrückt  werden: 
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"X 


(17) 


==x€rO-f^da>^x(S^O^f^dx.      ' 

Uebrigens  10t 

<;*^0-<5*^0=p,  (B^O'-f^O^q,  ^0'^G*0=r. 

Um  Doch  eine  der  Gleichung  (16)  ähnliche  Gleichung  für  die 
Function  y  zu  hekommen,  setze  man  in  jener  ic  +  ^  anstatt  x,  so 
wird  man 

n^x+ff)     fx      g'y  _gitg{X'^y)yy 
y(^+y^^  /a:      gy      yxr(ai+y)gii 

erhalten.    Zieht  man  hiervon  die  Gleichung 


vy     ffy^  yyyy 


abj  so  erhfilt  man: 


/^  j-y)     /x    y'y  _jixg{x\y)y'^-^xy{x  ^^y)Gy(Sy 
K^+y)        yx      yy  rxy(a:+y)Yygy 

Man  multiplicire  rechts  ZShiör  und  Nenner  mit  q,  setze 

qr^=^(B^-g^ 
und  beachtt  die  CHeichung 

gy(Sx(Bix+y)  +  qGyyxy{x  +  y)—(Bygxg(x  +  jr)  =«0, 
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welche  sich  aus  (12)  ergiebt^  wenn  man  dort  ^  -f  9  anstatt  x  setzt- 

Dann  erhält  man 

y'(^  +  y)  Jfx  _  r'y  ^  <Ba?(By(B  [x  +y)  -  gxgygjx  -f-y; 
y(a:+y)      yx      yy  i?y«7»K^+y) 

y:x:gfig{X'\-y)^GxGyG{x^^y)     GxG9CKx't-if)^(Sx(B^<B(W'^ff) 
i7a7yy(«  +  y)  "^  ;^a7yyy(ar+y) 


S.  IJ. 

Ueber  die  elliptiseben  Integrale  der  dritten  Art. 

Die  Theorie  der  etHniscben  Integrale  dritter  Art  ist  in  fol- 
genden einfachen  Betrachtangen  enthalten.    Es  ist 

also,  wenn  man  (6)  berücksichtigt  and  nach  x  iotegrirt: 
Ebenso 


U.   8.    W. 


Lfts8t.nian  hier  unter  detn  Integrationszeichen  das  Argument  x 
nur  mit  den  Fnnctionszeichen  y»  Cr  erscheinen^  so  erhatten  diese 
vier  Gleichungen  folgende  Gestalt: 
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3etzt  man  endlich 

so  werden 

p=f^j  q=lt^,  r=-l, 
uBd  mal  efhfiit  folgende  Formeln: 

-8iD*anur sin^amce 


^^r(x — «)"",/    ^     sin^anur^-sln^ama  ' 

.9"    '^. ^ dx. 


'"*G(a:— «)~t/         l-ilVio>amafliu>aiiu;        "** 

^^(B(a: — a)"^t/  A*ania — iS;*cos*ama8in*anur 

P       dx 
Wird  das  elliptische  Integral  dritter  Art  dnrcb  /|  ,      .  ^^^^ 

dargestellt;  so  erstrecken  sich  für  ein  reelles  a  die  vorigen  For- 
meln nur  auf  diejenigeo  Weithe  von  n,  welche  innerhalb  der 
Grfinzep 

enthalten  sind.  Qfebt  man  aber  dem  Argument  a  einen  rein  ima- 
«nSren  Wertfa,  so  gelten  die  angefahrten  Formeln  für  dIejenigeQ 
W^rthe  von  n^'Wjelphe  innerhalb  der.Gräozep 

enthalten  sind.  In  dieser  Aufzählung  sind  also  alle  reellen  Werthe 
von  n  begriiTea, 


Ueber  die  Addition  der  Argumente  bei  den  elliptilPchen  Integralen 
.der  dritten  Art» 

Der  Zwe^k  dllsses  Paragrapiken  erfordert  eiii  Zurückgehen  aaf 
die  Formeln  (a)  und  (6)  des  §.  7.    Setzt  man  In  (a) 
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aod  bezeichnet  der  Kürze  wegeo  das  Product 

dorch  y(sU  uv),  u.  s.  f.,  so  verwandelt'sich  die  aogefuhrte  Pomiel  i'u 
pqrr{it,uv)+pg(st,uv)^  gG(styHv)+ir(S(st,uv)  =  '-2pqrY(sUyVt) 

ond  hieraus  durch  Tertaünchung  von  u  und«: 
—Pfn  (si,w)  +pg  («4  up)  +  qG  (*t  ttc)  +  r®  (*(,.<«?) =2p^»7  (*»>  tu). 

Addirtund  subtrahirt  man  diese  zwei  Gleichungen^  so  ergiebt  sich 
pff  (st^uv)  +  qG iity  in) + r(B  (st,  uv)  =pqr  {y(sv,  ttl)-^ {sUy  vt)],    (c) 
r(st,uo)  +  r(sUyv()  +  r(sv,iu)  =  0.  (d) 

Auf  gleiche  Art  gewinnt  man  ans  (b)  die  beiden  Gleichungen 

pqrr(st,uv)+pg(si,uv)'-qG(stfUv)'-r(B(tt,uv)=:2pg(su,vt),  (e)     ■ 
'^qnist>uv)+pg(sUuv}--qG(tt,W))'--t(B(sf,uv)^^pg(n,tu)\  (f) 

und  au«  diesen  durch  Addition  und' Subtiitction  . 

pg(ßUuv) '-qGiiUuv)'^(B(ßi,uv)s^pigim,vO  +^(if>,fti)|,  (g) 
qry  (it,  iitj)=^(««,  tv)^g  (sv,  tu).         (A) 

Ich  erlaube  Mir  eine  kleine  Zwischenbemerlcuiig.  Wenn  man 
in  (p  von  der  Function  ^  zu  Cr  fortseht»  und  die  so  entstandene' 
Gleichung  zu  der  unveränderten  (e)  ninzuaddirt»  so  ergiebt  sich 

pg  (iUy  vt) + pG  (f »,  tu)  +  rCB  (st»  uv)=0. 

Die  Gleichungen  (e),  (d),  (o),  (h)  können  nun  bei  der  Addition 
der  Argumente  der  elliptisch.en  Functionen  dritte  Art  auf  folgende 
Weise  benutzt  werden.    Setzt  maii  darin 


so  wird 


a?— 1 


'  (^'t;y)9^9^-i-gp^^{^+y)  Ga:Gg+r(B2a(^(x+y)  (Rr<?y, 


pqr{Yar(a 
=pg^ag  { 

yay(ar+y +«)r  (ar— a)y(y-r«)  +  jWJ&r  Tfy— «(>/,(^  +  aO^(y  f  «) 
=  y2ay(a?+y)ya:yy,  ^ 

p\gag(^+$^o)ffi^-»)9(y-^)'^9«!f(^  +  }l''^)9i^  +  ^)ff(&+^)\ 
:^p^lag(x  +  Jf)9^9»r9G^G(:ff:ty)  GxQfß-^r^^afS  (a:+y)(Baf<5y, 
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Mittelst  der  Formeln  (12)  in  %.  7.  und  (A)  in  §•  &  Icann  mao 
die  Torliegenden  GleichungeD  auf  folgende  Art  umgestalten.  Es 
sei  der  Kürze  wegen 

M^gaGu(RafXyjiY{x  +y), 

=j{(S^ngxgyg  (ar  +  y) — g^t^Ba<ß^{x  +y)l 


so  iat 


^^y\g^GxGgG(x+g)^G^gxggg(x  +,)|, 


y(^+y-«)r{«+ «)y(y+«) ""  ST^' 


M^N^(g^^x^r^(^Si^x){ghcy^ 

und,  wenn  man,  um  zu  der  von  Jaeobi  eingefOhrlen  Beseichnunn* 
art  der  gebrochenen  eUiptischeo  Functionen  überzugehen,  p^lfl, 
^rsxk'^9  r=£-^l  aunimmt,  und  dann  der  KOrze  wegen 

9  — .A-     =sco8  amoA&iMsinam  x  sinam,y  sinaa  (x  +  y)> 

^ — X — =sinama(cosamjrcosamjfcosam(;r-|-y)  — co6%una); 

folglich 

^2r  (sln%ihn;i;-^sin*ama)  (sln%tmy*^in%ma)  (sin^un  {x^)  — sin^ima) 

setzt  •  so  ist 


log  y(^-''y+^)r(^-^")y(yi:j^-2fl 


Setzt  man  femer 


so  ist 


P=gu[GhLgxggg{x-^g)'\'ri/^ttiSx^Bg(!i{x  +  jy)l 

Qs^iraGoiBiQ^äTvy  (*  +  y) ; 


<y(^+y  +  c)^(j?--«)^(y-«)     P+Q 
5r(x  +  y-«)y(jr+«)^(,  +  «)-lK3©' 
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Geht  man  von  g  m  G  über  and  gebraucht  dann  gebrochen« 
Functionen,  so  hat  man  dieses  System  von  Gleichungen: 

Q  — 5 = ^%inia + A'sin^ama  cosam  x  cosaro  y  cosani  (x  +y), 

Q  — X =:  Hfl sinama  cosama  A  ama sinam  x  sinamy  sinam  (or  -f  y) , 

loir  G(:g+y^)C(a^-f«)G(y+«) 

■"^^  G(« +y  +  «)  G(a;-a)  G(y-a)— ^^• 

Die  Leeendre's  che  Formel  flir  die  Addition  der  Argumente 
der  Amplituden  bei  den  elliptischen  Integralen  dritter  Art  kann  auf 
folgendem  IVege  erhalten  werden.    Es  ist 

G(x + g)  G(y + «)  _  G  (s+v)  G (j~c)      G(w,  uu) 
G{X'-'a)G{ya)  ^ G(Hv)G(t—v)'^G(tv,wi) 

Trigt  man  aber  die  obiße  Formel  (A)  von  g  auf  G  Aber  und  seist 
dann  t=u  hinein ,  so  giebt  sie 

G (lü,  im)  =  G  («I, t>i«)— /wy  («I,  ttt) ; 

folglieh  ist 

G(^  +  a)G(y  +  a)_G{x+y  +  a)GaGxGg-pry(a:+g+a)rarXr^ 
G(a:— «)G(y— «)       G(a:+y-'ä)GaGa:Gg  +/?ry(x  +  y — «)  ritya:yg* 

und  hieraus 

G(ar  Vy-«)  G(j?+a)G(y +  a) 

G(ar+y  +  «)G(a:-«)G(y^) 

1  +  <%tnamashiamgslnamy  sinam  (a?+y  +c) 

""""l—^A^sinamasinam^  sinam  y  sinam  (a:  +  y**-«) 

Wie  dieser  Ausdruck  mit  der  AddKion  der  Argumente  der  Am- 
plituden der  elliptischen  Integrale  dritter  Art  znsammhängt»  ist 
aus  dem  vorhergehende^  Paicagrapheii  Idar. 

$.  13. 

Wenn  das;  Argument   j:  .als  Function   von  x^atw.   >     /      und 
°  \jr  {Xf  a,  0; 

der  opecifischen  Constanten  a,  b  gedacht  wird ,   die  in  Beziehung 

auf  die  beiden  letztern  genommene  Variation  ix  des  Arguments 

{z  als  constant  vorausgesetzt)  z«  bestimmen. 

Setzt  man 
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sQ.Jiat  mao  vermöge  der  Gleichungen  (2)  und  (1)  .des  §.5.: 
Die  letzte  Gleichung  wird  daher 

(i«-i)(p*H?)(^)»=-i. 

undy  wenn  man  sie  nach  a,  b  logaritfamisch  "differentürt,  so  er- 
hält man 

dz       p  jmr 

Nun  ist  ';^~=^'T~'  und  wenn  man  die  vorliegende  Gleichung 
mit  dx  mirttiplicirt,  so  wird 

,   dSx     döx  _        ,^ 
ruvdx-^^^dz^ddx, 

wo  das  Zeichen  d  eine  Differentiation  nach  z  anzeigt,  während 
a,  b  als  coDstant  gedacht  werden.  Integrirt  man  nun  in  Bezie- 
hung auf  z  oder  x  allein,  so  erhält  man 

DadieWerthe  ar=0  und  z  =  I  immer  zusammengehören,  was 
auch  a,  b  sein  m^gen,  so  .verschwinden  x  ni^ä  ix  gleichzeitig; 
also  muss  auch  das  Integral  rechts  für  ar=0  verschwinden.  Ver- 
möge der  Formeln  (17)  in  §.  10.  kann  aber  dasselbe  durch  den 
ebenfalls  fGr  x^='  0  verscbwiadienden  Ausdruck 

ersetzt  werden,  wodurch  man 


«'=-(g+»^?^)+«^S 


X 

(Bx 


erhält.    iSetat  man  jete  a?=<i-|- o»»  so  wird  zcsz-^y^,    und,  wenn 
0)  eine  verschwindend  kleine  Grosse  bezeichnet , 
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folglich 


also  ist  dm  selbst  von  der  Ordnung  m,  so  dassman  9x=9ä  »eiien 
darf.    Aus  den  Formeln  an»  Sehluas  von :  §.  4.  ergiebt  sich  aber 

*  (B(^+a)"~  c    +<B^ ******  (RrT  c  ' 

Setzt  man  jetzt  der  Kfirze  wegen 
p»q—9*p_     ^      ^P  ,,fi^pi9—9^     g"Q.fag-TG"Q.q9p 

so  dass 

wird,  so  bekommt  man  für  x=:a  und  x=b  folgende  zur  Bestim- 
mung von  €  und  ij  dienende  Gleichungen: 

oa=iari'-' «, 

woraus  sich 

V 

ergeben.    Also  ist  ffir  einen  constanten  Werth  von  f,,  '   -i,4 

Aus  dieser  Gleichung  ersieht  man,  dass  sich  die  ContinuitSt  von 
8x  nur  allemal  dann  verliert,  wenn  (Bx  verschwindet^   d.  h.  nur 

dann,  wenn  a:= Till  +  2/1+^71 +,jj 6  wird,    wo   m,  n   beliebige 

ganze  Zahlen  bedeuten. 
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J.  14. 

Wie  mass  das  specifische  Dreieck ,  welches  zur  Darstellung  einer 

ganzen  elliptischen  Function  dient»  beschaffen  sein,  damit  dnes 

der  Verbältnisse  der  drei  in  §.  5.  bestimmten  Constanten  p^  g,  r 

reell  sein  k9nae? 

Ist  eines  der  genannten  Verbftltnfaise  reell»  so  sind  es  wegen 
der  Relation  p-f  9-ff*:=0  nothwendig  auch  die  beiden  ClbilgeD. 
Dann  wird  man  ir^^end  drei  reelle  Grössen  angeben  können,  welche 
mit  pt  qy  r  proportional  sind;  und  da  ihre  Summe  elelch  Null  ist, 
so  muss  eine  derselben  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben  mit 
den  beiden  übrigen.  Unter  den  drei  möglichen  Fällen  wollen  wir 
denjenigen  voraussetzen,   wo  die  mit  r' proportionale  Griisse  den 

beiden  Gbrigen  entgegensetzt  ist    Dann  sind  — ^9  — ^  zugleich 

positive  ächte  Brüche,  weil  —  ^ — ^-  =  1    ist     Setzt    man    dann 

V— r^=iy,  —  ^=A:?<1,  80  ist  der  Modul  k  reell,  und  man 
hat  nach  §.  6. 

d^  


r.x=.J 


Bezeichnet  man  nun  den  Werth  dieses  Integrals  durch  A'  oder 
K*V^ — 1»  jenachdem  in  demselben  y  continuirlich  die  zwischen 
0  und  4- 1  liegenden  reellen  oder  die  zwischen  0  und  +  ao  V^— 1 
liegenden  rein  imaginären  Werthe  einmal  durchläuft,  so  sind  K, 
K'    endliche    reelle     und    positive    Grössen,    und    nimmt    man 

/     K  K'       ^ x' 

f  T7==,    sTZr  ^  —  1  1  als  Darstellung  an,  so  ist  y  dieselbe 

Function  von  x,  wie  bei  der  ursprdiigiichen  Darstellung  (a,  b)*) 
Beide  Darstellungen  geben  also  ein  und  dasselbe  Netz  von  Punk- 
ten, und  jene  erstere  ist  die  Hauptdarstellung  desselben,  weil 
ihr  ein  rechtwinkliges  Dreieck  zu  Grunde  liegt,  d.  b.  weil  das 
zugehörige  speeifische  Verhältniss  rein  imaginär  ist.  Das  Ge« 
sagte  führt  zu  folgendem  Schluss: 

„Wenn  die  Verhältnisse  der  Grössen  p^  q,  r  reell  sind,  so 
kann  das  zugehörige  Netz  von  Punkten  durch  ein  rechtwinkliges 
Dreieck  erzeugt  werden,  dessen  Katheten  denjenigen  zwei  von 
den  Grössen  p,  q,  r  entsprechen,  deren  Verhältniss  einen  positi- 
ven Werth  hat** 


*)  Hier  ist  die  icbwurhe  Steile  den  Beweiset;  denn  die  Redactioo 
eines  Aasdracks,  wie  »\nHw(fnA'-\-nh'*  \^^  {-{-x),  setieint  hierbei  schoo 
vorausgesetzt  werden  %u  müssen. 
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Ueber   die   aiuUytwcbe  Bedeutaog  der  UaaptdarsteUiuig  einer 
elliptischen  FunctioiL 

Denken  wir  vom  aol  die  in  §.  1.  beschriebene  Weise  jedes 
com^lexe  Argument  x  durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  darffesteUt» 
so  bildet  die  Reibenfolge  aller  derjenigen  Punkte  o?,  weuJie  ao 

reellen  Werthen   der   gebrochenen   Function  g^/  *  \\  geboren, 

eine  Curve.  Die  jenannte  Function  bekommt  aber  resp»  die  reel- 
len Werthe  ( — l)'^'*,0,oc,  so  oft  als  das  Argument  x  eine  der 
Formen 

annimmt.  Folglich  geht  die  betrachtete  Curve  P.  durch  alle 
Ecken  des| specifischen  Dreiecksnetzes,  2^.  durch  die  Mitten  aller 
der  Constanten  a  und  3^.  durch  die  Mitten  aller  der  Constanten 
b  entsprechenden  Seiten.  In  den  ersten  Punkten  erhSlt  die  ge- 
brochene Function  4^-  abwechselnd   die  reellen  Werthe  +1  nnd 

^  1 ,  in  den  zweiten  die  Werthe  0  und  in  den  drihen  die  Werthe 
OD.    Vielfache  Punkte  der  Corvo  können  nnr  da  liegen,  wo  der 

nach  X  genommene  erste  DlCerentialefficient  von  ^   v'erschwin- 

det,    also   nach    (1)  In  $.  S.  da,  wo  yx(Bx  verschwindet     Da 


g{ma-\^nb'\rx)  _  gx 


ist,  nnd  die  Curve  demnach  nach  zweien  Richtungen  hin  periodisch 
verläuft  9  so   brauchen   wir  in   der  zoletzt    erwänten  Beziehung 

nur  die  beiden  Punkte  drr=0»  x=^-it—  zu  betrachten.     Nehmen 

wir  vorerst  x  verschwindend  klein  an,  so  wird  -V-  =1  +  7**^* 

Unter  allen  complexen  Werthen  von  o?,  die  au  demselben  ver- 
schwindend kleinen  Modul  gehören,  kann  es  aber  nur  zwei  x  und 
x^—l  (je  zwei  entgegengesetzte  werden,  als  einer  und  derselben 
Tangente  entsprechend^  hier  nnr  f&r  einen  gezählt)  ^ben,  f&r 
welcne  ro;' reell  wird.  Folglich  sind  die  Ecken  des  Dreiecksnetzes 
stets  Doppelpunkte  der  betrachteten  Curve,  in   denen  diese  sich 

rechtwinklich  schneidet.    Setzen  wir  zweitens  a:=     ^     +  «*   wo 

ca  verschwindend  klein  sein  soll,  so  wird  nach  §.4. 
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/0+6,     \  a+b 

Dto  Curve  kiuin  also  nnr  dann  durch  diesen  Punkt  —^     gehen , 

wenn  das  Verhältnis»  ^  reell  und  negativ   ist ,  abo   nach  §.  14. 

nur  dann,  wenn  hn  speciiiscii^n  Dreieck  der  HaupIdarsteUung 
einer  der  beiden  mit  i?  und  q  homologen  Spelten  ein  rechter  Whi^ 
kel  gegenfiberliegt.  Dann  sind  auch  die  Mitten  aHer'  dtit  r  faemo- 
logen  Seiten  des  Dreiecksnetzes  Doppelpunkte  der  Curve,  in  denen 
sie  sich  rechtwinklig  schneidet.^) 

Um  eine  Anschauung  von  der  Cöntinuit&t  derRealitätscurve  für 

'%r-  zu  bekommen,  nehmen  wirzuerst-alsreinimaginärCmitpositlirem 

Factor  von  V^^)  M.  Dann  ist  aus  der^orm  der  unendlichen 
Doppel producte^aufde^  Stelle  klar,  da^s  die  gksuchteCurve  mit  den 
beiden  sich  rechtwinklich  schneidenden  Systemen  paralleler  und 
äcjuidistanter  Geraden  des  speclfischen  Dreiecksnetzes  zusammen- 
fiUlt  und  demnach  ein  Netz  von  cofigruenten  Rechteckeu  bildet 
Geht  nun  das  specifische  Dreieck  aus  der  rechtwinkligen  Form 
allmählig  in  die  spitzwinklige  Ober,  so  verwandelt  sich  das  Netz 
congruenter  Rechtecke  in  ein  aus  zu'ei  Systemen  sich  rechtwink" 
lig.  schneidender  geschlängelter  Curven  bestehendes  Netz,  io 
welchem  die  einen  mit  p  correspondirenden  €ttrven  den  zwischen 

^lund  — I  oscillirenden  reellen  Werthen  von  ^'T-zugehdren^wUi- 

refi4  dieandereh  mit^correspqndirenden.Curven  zu  denjenigen  reellen 

Werthen  von  -fr^  gehören >  welche  von  +1  bis  4-oo  und  von—  od 

bis  — 1  und  wieder  zurück  verlaufen.  .  Isoiirte  geschlossene  Zweige 
der  Realitätscurve  können  niemals  auftreten ,  und  zwar  aus  folgen- 
dem Grunde.     Es  sei  ■^  =  ^-,  so  folgt  nach  (9): 

folglich  entweder 

a:  J:y=:2ma  +  2ii6, 
pdfer 

«±^=(B«B  +  1)«+ (2n  + 1)6. 
Da  nun  die  beschriebenen  offenen  Curvenzweige  schon  ^alle  reellen 
Werthe  von  -^enthalten  und  der  durch  die  letzten  Gleichungen  ange- 


*)    Hierdurch  wird  §.  13.  entbelirlich  gemacht. 
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deuteten  doppelten  Periodicität  TollkommenN  entsprechen »  so  ist 
durch  dieselben  die  jeanze  Gurre  auch  vollkommen  erschöpft.  — 
Bei  fortschreitender  Formänderung  des-  specifischen  Dreiecks  kann 
ei;3t  dann  ehie  Discontinuität  in  der  gleichzeitigen  Formänderung 
der  Realitätscurve  eintreten,  wenn  dieselbe  die  Glitten  der  mit  r 
correspondirenden  Dreieckseiten  erreicht«  d.  h.,  wie  wir  oben  ge- 
sehen haben,  wenn  das  specifische  Dreieck  an  dieser  Seite  einen 
rechten  Winkel  bekommt.    Gesetzt  die  Hypotenuse  corresporidire 

mit  q,  so  ist  nunmehr  -^  rein  imaginär,  und  da 

g  (j?,  a,b)      G  (x,  a^b,  a) 
G(x,a,b)      <B(^,a— Ä,o) ' 
so  ist  die  Realitätscurve  durch  die  Gleichungen 

ar=(a — 6)«,  x^au,  ^="3 h«Mf 

wo  u  einen  beliebigen  reellen  Factor  bezeichnet,  dargestellt.  Die 
mit  p  correspondirenden  Zweige  fallen  wieder  mit  den  entspre- 
chenden Dreiecksseiten  zusammen,  während  die  mit  q  correspon- 
direnden Zweige  sich  in  rechtwinklig  gebrochene  Zickzacklinien 
verwandeln ,  von  denen  die  einen  Stiicke  in  die  Seiten  a — b  fallen, 
während  die  anderen  parallel  mit  den  Seiten  a  durch  die  Mitten 
der  Seiten  b  gehen.  Je  zwei  aufeinanderfolgende  Zickzacklinien 
erreichen  einander  mit  ihren  Ecken  in  den  Mitten  der  Seiten 
a-— 6.  Diese  Beschreibung  ^ilt,  wenn  der  mit  q  correspondirende 
rechte  Winkel  noch  wie  der  ihm  unmittelbar  vorhergehende  spitze 
Winkel  aufgefasst  wird.     Sobald  man  ihn  aber    wie  den  nacbfol- 

f enden  stumpfen  Winkel  behandelt,  so  mflssen  die  geradlinigen 
Elemente  der  vorigen  Zickzacklinien  in  den  Mitten  der  (Seiten  a—b 
anders  verbunden  werden,  die  Zickzacke  müssen  die  Richtung 
der  Seite  b  plOtklich  verlassen,  um  in  die  Richtung  2a— 6  aber- 
zugehen. D.h.  weil  jetzt  (2a — 6,  a)  im  Begriff  ist,  Hauptdar- 
stellung zu  werden,  so  richtet  sich  von  nun  an  auch  die  Reali- 
tätscurve nach  dieser  Hauptdarstelhing. 

ox 
Während   f^  die   reellen  Werthe  von  1  bis  0  einmal  durch- 
irr j? 

läuft,  durchläuft  V---r.7r-  ebenfalls   einmal    die    reellen   Werthe 


von  0  bis  1 ;  und  während  -^     die    reellen  Werthe    von    1    bis 

./•—    yx 
+    00      einmal      durchläuft ,      durchläuft      V  — r.     q^    ebenfalls 

einmal  die  rein  imaginären  Werthe  von  +0V  — 1  bis  -foo  V^—  L 
Setzt  man  nun  y=z\ — r,  p- »  so  folgen  ans  der  vorigen  Betrach- 
tung über  die  Realitätscurve  für  ^  die  Gleichungen 
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wofern  die  specifischen  ConstanteD  a,  b  der  Hauptdarstellung  an- 

gehoreD,  welchen  coroplexen  Werth  auch  der  Modul  y   —  ^  *®- 
ser  vollständigen  elliptischen  Integrale  erster  Art  haben  mag. 


f.  16. 

Verwandlung  der  elliptischen  unendlichen  Doppelproducte  in 
unendliche  einfache  Producte  trigonometrischer  Factoren. 

Vollzieht  man  In  den  vier  Doppelproducten,  wie  JI-^    ,    ,— » 

welche  oben  in  §.  1.  unter  dem  Namen  der  ganzen  elliptischen 
Functionen  besenrieben  worden  sind,  die  Multiplication  zuerst 
von  m==:  — 00  bis  7R=-|'^  t  so  ergeben  sich  resp.  die  einfachen 
Producte: 

n{x  +  nb)  _7c(x  +  nb) 

^        m*^  sm cos— — 

—  810  n   r—  ,  17 7~ , 

^-'  sin cos 

a  a 


— cos  ' 

a a 


sin C08- 


Dieselben  sind  convergent,  sobald  —  nur  nicht  reell  ist     Man 

denke   sie  sich   zwischen   gleichen   und  entgegengesetzten    sehr 

grossen  Werthen  von  n  oder  n  -f  o  genommen.     Es  handelt  sich 

nun  darum,  ihre  Verhältnisse  zu  den  entsprechenden  Functionen 
7»  9>  Gy  (B  zu  bestimmen. 

In  der  Ebene,  in  welcher  die  Werthe  von  ma\nb  durch 
Punkte  dargestellt  sind,  sei  um  den  Ursprung  als  Mittelpunkt  ein 
Kreis  mit  dem  sehr  grossen  Halbmesser  k  beschrieben,  welcher 
als  Gränze  für  die  Doppelproducte  y^  n.  s.  w.  gelten  soll.  Aus- 
serhalb desselben  liegen  zwei  Parallellinien  von  der  durch  a  he* 
zeichneten  Richtung  und  den  beiden  entgegengesetzten  Gränzwer- 
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theo  von  n  oder  tt  +  s-  entsprechend.    Bezeichnet  nun  Q  den  ge: 

meinsamen  Quotleiten,  der  aoB^der  Division  der  obigen  einfachen 
Prodiicte  durch  die  entsprechenden  Functionen  y,  g,  G,  (D  hervor- 

e^eht,  so  ist  Q  gleich  dem  Doppelproducte  üY  1+  — ,     .   J> 

welches  sich  fiher  den  ganzen  ausserhalb  des  Kreises  k  und  in- 
nerhalb der  ParaUeitlnien   (±11)  liegenden  Fiächenraum  erstreckt. 

Nun  ist  mit  einem  Fehler  von  der  Ordnung -r  > 
und  wenn  man  zuerst  in  Beziehung  auf  m  integrirt: 

wo  mf  sich  auf  den  Anfangs-,  tu"  auf  den  Endpunkt  einer  mit 
der  Richtune  a  parallelen,  durch  den  Werth  von  n  bestimmten 
Sehne  des  Kreises  k  bezieht  Um  nun  das  einfache  Integral  längs 
der  ganzen  Peripherie  k  verfolgen  zu  können,  setze  man 

a=  ae^'V^ ,  tna  +  nb  =Ä«(«4iP)V^ ; 

so  ist  der  Inhalt  des  durch  die  Seiten  a,  ma-^-nb  bestimmten  Pa- 
rallelogramms  nc:=i(ik8\nq> ,  folgUeh  4n=—'  eosq>dg>, 

logö=— e-2«V-r—   #       e-fV^-l  cosydy 

♦  o 

WO  a'=ae"*''^""^  den  conjugirten  Werth  von  a  bezeichnet.  Hie- 
raus folgt /nun: 

r(x,a,b)^e^       -»\n-~  i?  "l  *       .  jnnb  )' 


29  • 
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JM7 

V    »,D«-i — -^ — y 


2^ 

»3«r      

— V— 1 

Od«r  auch,  wenn  e^  =A  gesetzt  wird: 

^*-«       -r^      1— 2A««cos— +»4- 
y(;r.o,6)=«  ^^«n-ff (iiip^i 

^^       „^      H-2A«-co8— +**• 
g(x,a,b)=e         cos  —  n j^^^ , 

^      l-2Ä«-ico8—  +  A*-« 
(l-A*— 1)« 

Da  o'6--a6'=2cV^l  i«t  und  da  c  als  positiv  vorausgesetzt 
wurde,  so  *«*ö""ä'~  öä'^'^^  '*"*  *****'  *®  imagin&re  Compo- 
nente    von  ^  positiv ;  folglich  isf  der  Modul  von 

ein  ächter  Bruch,  weshalb  die  steigenden  Potenzen  von  h  sich 
der  Null  ohne  Ende  nähern. 

Setzt  man  in  den  obigen  Formeln  ar= j,  a;=^,  und  be- 
denkt im  letztem  Fall,  dass 
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1  ±2A"  cos  ^  +  Ä*»  s=(l  ±  A»-»)  (1  ±  A»+') 


tat,  so  erhält  man: 

•a'n 


a         -8?  o  „/1+^V 


M'TT 


M'TT 


"C-i^-').. 


^2-'     2Ai  "VT+Ääi^^  ' 


und  hieraus  • 


§.  17. 

VerwaDdlung  der  elliptischen  unendlichen  Uoppelproducte  in  ein- 
fache Summen  der  Cosinus   oder  Sinus  der  Vielfachen  des 
Arguments. 

Da  die  hier  aogelcündigte  Eotnickelung  aus  den  Ergebnissen 
des  vorigen  Paragraphen  in  derseiben  W6ise  hergeleitet  werden 
kann,  wie  es  in  den  „Fundamental'  von  J ac ob i  geschieht, 
\io  könnte  ich  mich  geradezu  auf  diese  Schrift  berufen.  Es  mochte 
indess  manchem  Leser  nicht  unangenehm  sein,  wenn  auch  hier 
diese  interessante  Entwickelung  an  das  Frühere  angeschlossen 
wird,  und  äberdBess  kann  hier  die  Bestimmung  einer  gewissen 
Constanten  vielleicht  etwas  einfacher  gegeben  werden',  ab  in  der 
erwähnten  Schrift  des  berühmten  Verfassers  geschieht 

Denkt  man  sich  in  den  Forraein  des  vorignn  Paragraphen 
die  Multiplicationen  ausgeführt,  und  die  Producte  der  Sinus 
und''  Cosinus  durch  Cosinus  und  Sinus  der  vielfachen  Winkel  er- 
setzt, so  sieht  man,  dass  die  Functionen 


flr^i 


sich  respective  nach 
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^nttx  (2«— 1)ä4:         .    (2«— 1)JM? 

cos ,     cos  ^ i —  ,     sin — 

a  a  a 

entwi^eln  lassen.    Wir  können  daher,  indem  wir  die  Betrachtung 
zunächst  auf  die  beiden  ersten  Functionen  beschränken , 

•=— OD 

setzen,  wo  Cn=:(X-n  voraussesetet  Ist     Aus    den  Formda  am 
Ende  des  §.  4.  ergeben  sich  leicht  die  iolgenden 

e 


*'.J^  ._....  •'.  ^ 


weldle  uns  nun  zu  der  Bestinmung  der  CoefBcienten  Cm  dienen 
sollen.  Der  E^pweiit  -^VITr  i^  der  oben  angcn^ommenen 
Ent Wickelung  kann  durch 


ab  ab 


ersetzt  werden»  so  dass  (wegen— i!^ x*  —  ~.:?x*=3  j^V_^n 
\     "^     a  tc  6  2c?  «6        / 

wW,  wo  Lh^L^  den  zu  bvstimnMideD  constanten  Coefficiem 
ten  bezelchBet.  Ersetzt  nu»  jetzt  a:  durch  a;-fA  Md  lK»r&d(- 
«ichtigt  die  aus  §.4.  angeführten  RelatioBeu,  so  ergiobt  «ich 

T*li.e        '^        ^"*=^Ti*e     •*      ^-'- 

Die  Coefficienten  Zf  sind  also  entweder  abwechselnd  entgegenge- 
setzt oder  säramtlich  gleich,  jenachdem  man  es  mit  derFunetton 
G  oder  (5  zu  thun  hat.    Folglich  ist 
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'v'h"  Se-^"^-' 


und  hierauB»  indem  man  jt  in  or  -f-  ^  übergehen  lässt: 


»ftV^i 


Setzt  man  wiederum  e     «     =A,     wie    früher,    so   ef halten 
diete  vier  Formeln  folgende  Gestalte 

£2.  .  1—2  A  cos +  2  A* cos A»  cos  + ... 

^^^^        l-2A+2Ä4-2Ä«  +  ~ ' 

e:!L,.  l  +  2Acoe— +2A*cos— +  2A«cos— +  .... 
1+2A  +  2A*+2A»  +  ... 

•::£^^8m-— — A>*s»i-— +*»'9siÄ A^'^sin  --- 

^  «  l-^3A»-«  +  6AM— 7A»-4  7     ' 


äfft            ***  .  111 «      3»ar      .  ÖJM?     .,  .       Tjro: 

?-i,,  cos 1-  A*-*cos— --  +  A^'cos-T-  +A'-*cos — r    •  • 

l+A»«  +  A«-9+A»* 

Es  bleiben  boch  die  constanten  Werthe  der  Reihen  in  den  Nen- 
nern dieser  Ausdrflcke  zu  bestimmen  fibrig.  Die  zwei  ersten 
Gleichungen  geben 
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®2  _/l— 2A+2A«-2A»...V 
-^  -Vl+2*+2Ä*+2Ä«...7  ' 

folglich,  wenn  man  die  Quadratwurzeln  V  ^ö'     V  ^2  '^  ^^'' 

steht,  dass  sie  för  ein  Terachwindendes  a  sich  auf  die  positive 
Einheit  reduciren , 

V  ^2+V®f  _  l  +  2A«+2AM  +  aAw...      y(A«) 

WO 

sein  soll.    Nun  geben  die  aSwei  letzten  der  Formeln  {B)  des  §.  8: 

woraus  sieh  durch   Addition  und  nochmalige  Anwendung  der  er- 
sten Gleichung 

(VT|^V.i|)'_c(f.|,t>a»(|.|..)   <M..) 

ergiebt.    Wir  bekommen  demnach 
oder  auch 


r(f.  a.6)  yd'j.*) 
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Wenn  a  in  ?  übergeht,  so  geht  auch  h  in  A^  über;  der  vor- 
liegende Ausdmck  C  Sodert  also  seinen  Werth  nicht,  wenn  da- 
rin fiir  a  nach  und  nach  j«  ^^  62'  "*  snbstituirt  werden;  folg- 
lich ist  sein  Werth  derselbe  wie  für  ein  verschwindendes  a.  Für 
ein  solches  haben  aber 

resp.   die  Gränzwerthe  -.  1,  1.    Demnach  ist  C=-;  folglich 


1  ''2 


^(A)=l+2A+2**+2*....=V     »-^="raS   4^:^ 


und   wenn    man  die  Darstellung  (a,  b)  mit  (a,  a+b)  vertauscht, 
wodurch  A  in  — -A  und  G  \n  (B  übei^eht: 


l-2*+2&«^2Ä»+-.= 


Setzt  man  in  den  vorletzten  Ausdrücken  fär  yx,,  gx,  welche  noch 
die  Expooentialfunctionen  enthalten,  xz=^,  so  bekSmmt  man 

b       iTo^-rr  I— 2A+2A*-2A»... 
»'S — *      «  ^  ""*  *  2M-m  +  lOAV ...  ' 

6  __  5n+2&-t-2A*+2*»... 
^2"-'      2«+2Al+2ÄV....  • 

Durch  Vei^leichnne  dieser  Werthe  mit   den  am    Ende  von 
§.  10.  gefundenen  ergiebt  sich: 

2At+2At  +  2AV...._  „.      /t+A«"    N«. 
1+2Ä+2AH2A»...  ~  VI + A*^V  ' 

und  hieraus  durch  Substitution  der  bereits  gefundenen  Werthe  von 

H-2A+2A«+2h»....  und  1— 2A+2A*— 2A»... 
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und  unter  BerflcksichtiguDg  der  Relation  17(1 -|-A")  (1-4*"- i)=l: 
2&l-6Al+l<>*^— -  =2W  n(l-A«»)« , 

2« +2*1  +  2*V  ...=2A*  n}2^-t  • 

Dieselben  Reiheo  in  h,   durch  die  ▼ollstSm^gen  Functionen 
ausgedrficic^  werden: 


W-m  +  lOh^ 


r  b  ^b  a 

t  n  ''2'  '2 


2W  +  2AI  +  2iV+...=  \/     *-TV^-1. 

Denn  es  ist 

—     4r"6 1  2     «'2   , 

e  8"  =  V  4- <b|  und  —  =-5  V=l. 

''?       ''2 

Fasst  man  Alles  zusammen  und  benutzt  die  in  §.  5.  gegebenen 
Constanten  p^  q,  r,  so  gewinnt  man  folgende  Uebersicht : 


2W-6AI+10AV-  ..^y  (f)V^=^=2Ä*  ZT(l— *••)», 
2Ä*+2AI+2AV+...=y  JVp=2*i «<!-**•) (l+A*)«, 

1-2Ä+2A«--2A«+..=V  IV^^^Cl-A^'Xi-A*-*)*. 

1+2A+2A*+2Ä»  +  ...=Y^V^=  170— A««)(l+Ä*i-»)« 
Da  nun  in  den  „Fnndamenta*'  von  iacobi  die  Reihe 

1— 2Acos  — +2A*cos 2A«cos +  ... 

G  Q  ü 
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als  die  FiinctioD  S  des  A^uments  orV^^^bezeichnet wird, seist 

und  Y    -.?  Igt  der  Modul  dieser  Fanction  ß.     Der  Werth  der- 

selben  ändert  sieb  also ,  wenn  man  die  Darstellung  (a,  6)  mit  ir- 
gend einer  andern  äouivalenten  Darstellung  vertauscht»  während 
dagegen  der  Werth  der  Function  G{x)  von  der  Wahl  der  Dar- 
stellung unabhängig  ist. 

$.  Id 

Ueber  die  Entwiekelung  der  gebrochenen  elliptischen  Functionen 
in  trigonometrische  Partialbrüche. 

Eß  soll  Uer  nur  an  einem  dnzigen  Beispiele  gezeigt  werden, 
wie  dieselbe  aus  den  Sätzen  des  $.  5.  bervorgeht  Dort  wurde 
gefunden: 

yx  _      [  2     d_      G(x.2o,6) 
m-'^^  Ar"8<B(«,2«,*)  • 

Nach  §.  16.  ist  ab«r 


foIgBclilBt 


l-2*~T~co«  — +  AV-i 
1+2A— 2-«o8  ^+ A»-» 


V^_^     jj^      *   (H-A*-»)»iD— 
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Heber  die  BesUmmiiDgr  eines  häuAs 
▼orkommenden  Orftnzweitlies. 


Von  dem 


Herrn  Dr.  O.  Schio milch, 

ProfeMor  der  höheren  Nathematik  and  MechaniV  an  dtr  tedinicchen 
BildoDgtanstalt  so  Dretdeih 


Die  eleraeDtaren  QuadTaturen  nnd  Cubatureo,  sowie  sahlr^che 
CDtersuchangen  der  niederen  Mechanik,  erfordern^  bekanntlich  die 
Anwendung  des  SaUes,  dass  ffir  anendlicb  wachsende  s  die 
Gleicbung 

Lim js+i  =;S+T 

statt  findet  Gew5iinlich  beweist  man  denselben  mittelst  des 
llinomialtheoremes»  was  aber,  wenn  man  hinreichend  streng 
sein  will,  nicht  einmal  sehr  rasch  geht;  viel  kflrzer  dagegen 
kommt  man  auf  folgendem  Wege  zum  Ziele,  der  nichts  ab  die 
Kenntniss  der  Summenformel  rar  die  geometrische  Progression 
voraussetzt 

Nehmen  wir  in  der  identischen  Gleichung 

[J±^l!^==l  +  (l  +  tt)  +  (l  +  tt)«  +  ...(l+tt).-i 

tt  als  positive  Grosse,  so  ist  die  Progression  eine  steigende 
und  wenn  man  an  die  Stelle  aUer  n  Glieder  einmal  das^  kleinste 
und  nachher  das  grusste  Glied  setzt,  so  folgt  augenblicklich 
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und  durch  eine  kleine  Umstellimg  ' 

1)  «<a±^^ 


2) 


Au8  No.  1)  ergiebt  sieh  für  u=:-  und  durch  Multiplikation  mit  z" 

Lassen  wir  ferner  in  der  zweiten  Ungleichung  -^   an  die  Stelle 
von  u  treten ,  so  giebt  eine  nachherige  Multiplikation  mit  (z— 1)"-^ 


4)  !"-*> 


n 


Die  beiden  Ungleichungen  3)  und  4)  fassen  wir  in   die  folgende 
zusammen,  wobei  m-f  I  für  n  gesetzt  ist: 

^>  m  +  i ^^'^ m+T • 

Hieraus  ergeben  sich  für  z=l,  2,  3,...«  die  UngleicbungeD : 
Jm+l  —  Infi  l<"-l-i 

3m+l_>+l  5hH-»— l«fi 

m  +  1      >^>       m+i       ' 

4«H-i— 3»fi    „       3i»fi_2»+i 
m+1      >^"'>       m41        • 


— srn — ^'^ — iMT~ 

Die  Summe  dieser  Ungleichungen  liefert  die  Beziehung 

und  wenn  man  linker  Hand  1>"+^  wegifisst,  so  ist  um  so  mehr 
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Dnrch  Division  mit  iM-^  folgt  hlefaoa 

^TüV+i)     >  ?!+r >  i;^ 

and  durch  Uebergang  cur  Gränse  flir  unendlich  wachsende  $ 

Lim ^^^ — ^— =;Ma' 

womit  der  in  Rede  stehende  Satz  bewiesen  ist 

Dividirt  man  die  Ungleichaog  6)  allgemeiner  mit  (s+k)^^^, 
wo  k  eine  unveränderliche  Grösse  ist,  so  kann  man  dem  Resul- 
tate die  Form  geben: 

m  +  lV    ,+kJ 
^  l"»-t-2'»-f3"+...-t-<'»^ 

m  +  lV     i  +  kj       ' 
and  hieraus  folgt  die  allgemeinere  Formel 

.    lm^2'»+3'"-h...-|-»w       ,  1 

ßr  weiche  der  individuelle  WertH  der  Constanten  *  gleichefiltis 
bleibt.  o        6      g 


Heber   die   BestlmmaHgr   des  Oränz- 
werthes  Ton 

fUr  unendlich  wachsende  ITerthe  der 

Zahl  $, 

Von  dem 

Herrn  Dr.  O.  Schlömilch, 

ProfeMor  der  höheren  Mathematik  nnd  Mechanik  an  der  technischen 
BUdaag«anstalt  zu  Dresden. 

Wir    bemerken     zuoSehst,   dass    vermöge    der    identischen 
Gleichung 


Digitized  by  VjOOQ IC 


455 

die  beiden  Beziehungen 

1)  vjrFT-v^>^:^. 


2) 


Vm+i-V^<— ^ 


sV^u 


statt  fiaden.  deren  Ableitong  aus  jener  Glekhnng  unmittelbar  er- 
hellen wird.  —    Betrachten  wir  weiter  die  Differenz 

3)  (a+l)VH^— ttV«, 

so  können  wir  dieselbe  unter  einer  doppelten  Form  so  darstellen, 
ddss  die  obigen  ÜngleicbuDgen  anwendbar  sind.  Erstens  schreiben 
wir  nämlich  statt  jener  Differenz  den  Ausdruck 

(M+l)[Vii+T— V"iÖ+  ^ 

und  da  V"ü+1  >  Vü,  so  haben  wir,  V«  fflr  Vm+1  setzend, 

— .  3 

4)  (a+l)Vu+l— ttV^>5V7«. 

Die  in  No.  3)  verzeichnete  Differenz  ist  femer  gleich 

und  wenn  V«+l  für  \'^u  gesetzt  wird: 

5)  («+l)Vtt+r-»Vli<|vlt+i. 

Nehmen  wir  in  No.  4)  u=x,  in  No.  5)  u=z  — 1,  so  lassen  sich 
beide  Ungleichungen  in  die  folgende  zusammenfassen : 
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V  (*  + 1)"  -  Vx»>  I V7  >  V*»  -  v(*-i)». 
Für  z^  1,  2,  3, ...  t  folgen  bierans  die  Beaiehnngen : 

V2"-v1»>|vl  >V1», 

V3«-V2»>2V2  >V2»— VI". 
V4^V3»>|v3  >v3'-V2'. 


V('+l)"-V»»>  I V*  >  V*»- V(*-l)»; 
deren  Addition  sogleich  giebt: 

V(*+l)»— Vl»>|[Vl+V2+v3+...  +  V']>Vi». 

LSsst  man  linker  Hand  Vi'  weg,  wodurch  die  Ungleichung  stfir- 
ker  wird,  und  multiplizirt  durchgängig  mit 

2JI a    1 

3  *Vi~3  V*» ' 

so  ergiebt  sich  die  Beziehung 


|v(.+0' 


uod  aus  dieser  folgt  durch  Uebergang  zur  Gränze  för  aneodlieh 
wachsende  si 

,.    Vl  +  V2+v3+...+Vf     2 

*V*  3 

Die  Quadratur  der  Parabel  bildet  u.  A.  ein  nettes  Beispiel 
fOr  den  Gebrauch  dieser  Formel»  deren  Ableitung  nach  der  obigen 
Weise  ebenso  streng  als  einfach  ist;  es  wiederholt  sich  überhaupt 
bei  diesem  und  dem  vorigen  Aufsatze  die  Bemerkung  Moigno's: 
,»la  rigueur  n'est  pas  ennemie  de  la  simpTicit<$»  eile 
en  est  au  contraire  la  compagne  ins^parable  »»(Le- 
90ns  de  caicui  diffärentiel.  AlA). 
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li'i        •>• 


Ar  i(  h  m  et  f  k^v 

•  ^pie^  volififtäiLdige  Lusung.  |i um«;'!« eher  Glei-cbu^r 
g.eiiy'  Jtiiei  welcb,f^r.4Mrcii  ein  und  a&s8elh.e  Verf^hreA  ^o-rt 
wphl  die;  In^^ginar.e^i  .als  auch,  die  r^^^(|efi  .Wur^ein 
l«)iQht  b^fitiipmt  weird,en.  Von.  Pr.  ^>V.illiam.  Kiltberfofd. 
Ai|:|i..deni  Englischen  fibefaet^t  vaa  Dr«  Aueu«t  ^^fo« 
g^ni  .Halle,    \^i%    4.    ß  Sgr..  ;  .•  ,;,      ..•,'.  .;;;  .  ..;\,.,i 

'  Dvrcb  die  VerpflaAzniig  «diese«'  Sdbttft  aaf  deotscheii  Biodto 
hat  firfcd'  der  Herr  Uebersetzer  tim  so  mehr  ein  Verdlt^ast  erwor^ 
beiiy'  tteii  er  dersetbteii'ftoeh  noch  ein  neues  etofaches  Verfahren 
di98  Hetrn  RfitHerA>rd  zur  Bestiniliiiung  «Her  drei  "Wurateiir' einer 
etfbl9tfiieii"Gteichmig'aus  dem  Mün^hefte*  1840.  dier  Zcifts^hvifl 
»vnFbe'Mii^hematicfkii^'  und  noch  einises  Andere  beigefügt  hat. 


RüekmehtKcb  ddr  Metfioden  des  Herrn  Hittberfotd  selftcS  müs- 
sen wiifdkf  Leser  hier  oatfirlicb  auf  die  Aistructive  Sclirift  V^irwei'' 
seti,  und^bemerben  nur  noch,  dnss  dieselben  auf  Gleichungen  Äe» 
dritten, 'Tieften 4  fiinften  und^  sechsten  Grades  in  Vollständig  a«nsK 
gerechneten  Beispielen' angewandt  worden  sind.       •  .     i 

'  Gründrisdl  der  hohem   Aoklysis   von    Dr.   B.  ßur 

E;^;üye/.Cp.ji,^^^^^^^  8. 

;> .  Diteei ..Gtttildriss  de?  fa^^il  Analysis  ist  zasicbsl  lili  die 
SiAiHlet  det  buhemi.Gew^rbfldiule  za  Gasbel^  *n  wielcher  der  Herr 
Verhaeer,:  ftid.\^i^  witoen ,  schon  seit  :detui  Grfindung  sehr  segens«* 
rei<$h.  ^irfct^y^rAuMt  wdrdem  Dersellie  bt  bei  grosier  Kfiioe  der 
Dairstelluilg  ^  indem  sich  der  Herr:  Verfosaer  eft  nor  mit  der  Angabe 
allgemeiner  Gesichtspunkte  begnügt  und  .Üie  weitete  AnsfithruBc 
4em.  mdodiiciien  «Vortrage  laberiSest»  .docli^aefar  iroUi^Ddig  imd 
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▼erbreitet  sich  fast  über  alle  wesentUclien  Punkte  der  Wissen- 
schaft, selbst  mit  Einschluss  der  Gnindlehren  der  Variation«- 
rechnung,  in  ihrem  r^in  analytischen  Theile;  denn  eigentliche 
Anwendungen  auf  die  Geometrie,  und  noch  weniger  auf  die  He« 
chanik,  enthält  dieses  Lehrbuch,  mit  Ausnahme  einiger  kurzen 
allgemeinen  Andeutungen  in  $.  116.  und  §•  117.,  nicht.  Auch 
Beispiele  zur  Erläuterunfi^  der  allgemeinen  Lehren  sind  nur  wenige 
gegeoen,  indem  der  Herr  Verfasser  jedenfalls  auch  diese  dem 
mündlichen  Vortrage  des  Lehrers  zu  überlassen  beabsichtigte,  da 
ihm  immer  der  Zweck  eines  eigentlichen  Compendiunis  liei  der 
Abfassung  vorschwebte.  Dagegen  sind  in  Anmerkungen  öfters 
sinnreiche  und  interessante  Beziehungen  herrorgehoben ,  und  be- 
sonders verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  der  Herr  Verfasser, 
auch  die  praktische  Anwendung  der  vorgetragenen  Lehren  stets 
vor  Augen  habend,  vielfache  ßiTcksfcht  aiif  den  so  wichtigen  Ge- 
brauch der  Differentialrechnung  zur  £ntwickelung  brauchbarer 
Nähcruogsfoniieln,  auf  die  n^faeruncs weise  EntwieheüiiijB  Her 
VVerthe  ^esthnmter  Integrale  u.  s.  w.^ genommen  hat,'  uiia  auch 
in  $.  59.  das  Grundprincip  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate, 
in  $.  60.  das  Princip  des  kleinsten  Zwangs  (oder  der  grosstmo|^- 
lichen  Freiheit)  als  Grundgesetz  der  Natur  entwickelt  Auch  die 
bei  Anw*endungen  der  höheren  Anaivsis  auf  die  Naturwissenschaft, 
bekanntlich  so  ivichti^n  Fourier'schen  Reihen,  und  manches  An- 
dere, worfiber  man  in  ?ielen  anderen  LehrbOchem  keine  Beleh* 
rung  findet,  sind  nicht  uhberucksichtigf  geblieben,  und  man  sieht 
daher,  dass  dieser  bei  grosser  Kfirze  doch  sehr  vollständige 
Grundriss  namentlich  allen  denen,  welche  in  mtlglichst  kurzer  Zeit 
hauptsächlich  Behufs  der'  Anwendungen  der  b5heren  AmAy^B 
thells  ihi  'prliktischen  Leben ,  theils  in  der  Naturwissenschaft, 
sich  ^tie  ninreichende  Kentitnlss  der  ganzen  Wissen-^chafl  ver- 
siVlmffen  und  Insbesondere  zunächst  die  allgemeinen  Gesichtspunkte 
kennen  lernen  wollen,  welche  sie  bei  ihren  Untersuchungen  m 
verfolgen  ilnd  festzuhalten  haben,  so  w*ie  auch  Lehrern,  welchen 
in  der  angegebenen  Beziehung  die  Ertheilung  des  Unterrichts  in 
der  hOh^Vti  Analysis  obliegt,  recht  sehr  zur  Beachtung  empfohlen 
SU  wer40n  vefdiant.  Aueb  selbst  fi5ir  solche  Leser,  die^chqn  mit  den 
dem  FaUeHajUAtlehren  derhOherfi  Analysis  bekannt,  aber  weniger  In 
sinddieKelb^uibriM^ährend  anzuwenden^  und  die  wieder,  einmal  einen 
raschen- U^berblick  liber  die  wichtigsten  Partleen  der  WiBsenschaft 
sich  ztt/Tfrsehaffen  f&r  nötbig  halten,  kann  diesee  Bueh  nCtsUlich  sein ; 
und  wir : hüben  uns  sehr  geireu't,  aus  demselben  ettire«!  jilngem  Ma- 
thematiker kennen  zu  lernen,  welcher,  wie  aus  dem  gamen  Buche 
hervorgeht,  sich  Jedenfalls  eine  Anschauung  von  der  Wissea» 
Schaft  verschafft  hat,  die  wir  vorzugsweise  mit  dem  Namen  einer 
philosophischen  bezeichnen  mochten,  und  dabei  zugleich  mit 
sicherm  pädagogischen  Takte  dem  Ziele  zusteuert,  dessen  Errei« 
chung  ihm  bei  dem  von  ihm  zu  ertheilenden  Unterrichte  6btlegt. 
Aach  muse  das  vorliegende  Lehrbuch  von  der  Lehranstalt,  auf 
welbher  es  dem  Unierrtchte  als  Grundlage  dienen  soll,  jedentalls 
ein  setH*  gOnsttges  Vornrtheil  erwecken,  »und,  da  Jeder,  wer  es 
m  jetziger  Zeit  mit  dem  Mensohengeschlechte  wahrhaft  nt  meint, 
dflis  wärmste' Interesse  an  dem  immer  kräftigeren  AuflMCIhen  der 
mehr  eine  praktische  oder  technische  Richtung  verfolgenden  Lehr« 
aaetalten  nehmen  nnss^   zu  dem  lebhaftesten  Davfce  gegen  eine* 
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1t«flpttfriNigdirei¥ffi<M4M  ffrekkö  iiMGMfäi]fi^db<Bdea  iht^Mf^km 
eine  so  treffliche  Gelegenheit  >aui.  ihrer'  AssbUdmift  darbietist ,  wie» 
die  kurhessische  Regieruug  in  der  höheren  tiewerbschule  zu  Cas- 
90Lii<' JVl<kJkt6n,iaUi»  .wd^reu.  Regier^itgeii  in- der  jetziget^  be- 
werten uiHiiiwUtsai9i.  vonivärtii  ^Ir^ibeoden  Zeit  sich  ein  «oteibe« 
fteiapifl  smUiMuater  neihmen».  und»  ahne  sickJn  ir^d  eixier-Be-^ 
Ziehung  i^ieder  zu  retrograden  Bewegungen  Veileiten  zu  lassen« 
immer  mehr  die  Ueberzeugung  gewinnen,  dass  in  einem  tüchtig 
gebildeten  und  nach  alleii  Seiten  hin  sich  möglichst  frei  entfalten 
kriniienden  Gewerbstande  ein  grosser  Theii  der  Kraft  des  Volkes, 
der  wahren  Wohlfahrt  des  Landes  ruhet.  Muse  man  uns  diese 
Expectoration,  zu  welcher  uns  das  vorliegende  Lehrbuch  mit  Hin- 
blick auf  die  durch  dasselbe  deutlich  bekundete,  jedenfalls  grosse 
Vortreßlichkeit  der  hühern  Gewerbschule  zu  Cassel,  reranlasst 
hat,  bei  dem  lebbdfti&n.  JuteressQ»  w^efcbes  \yir  namentlich  auch 
an  dem  immer  kräftigcften  Aufblühen  dl^r  i^enafinten  Lehranstalten 
nehmen,  an  diesem  Ort  verzeihen! 

^pcjli  ein  Worlv  müssen  wir  sphlies^licb  .über  die  eaipze  in 
aieseiii  Grundris^^e  inne  gefialtene  Darstellung ^ag^.  DaS}lf;Ui^<^m 
sajieiis».woraifC  es  bei  ^er  Darstellung^  der  n^beri)  Analysis^egen- 
yiartig  evgeptiicb  ankommt,  und  worin,  sich  jdie  ältere  und. neuefe  Dar« 
steltung^weise  hswntsScI^ich  vofi  eiivinaer  unterscbeiden,-i^tbekaQuty 
L..i.  ■.:._ Ä_.,,: I...  j...     l:i.^_  _..  J_ _  ^-  iie^flT^^it- 

«^oaichf 


ViiA|  >^Q  unserip  l^tiijiiijpuiikte  ai|s»,  sehen  oft  genug  xq  di^^ejr  S^t^it- 
scDui}' b^esprocbeH,, worden,  sp  i^.uss  wif\  darüt^er  un^ 
ijicni  von  rJeuem   auszusprechen  braueben,     fn   der  V    .»..        , 
vorliegenden  Grundrisses  sagt  der  Herr  Verfa^sser:  „Wjis  die  Me- 


j;ävo&  beti*)^,  90  Meirich  uer  Üeberzetrgnn^r  gefiotgt ,  d^iinman 
3,^oldlie',  die  Bum  erste«'  Male  einen  UeberMlek  über  das  ^ich«; 
Vi^Gebiet  4er  AoalyMis  fj^ewinncm,  und  ailcb  -  bald  .%u  Ataw^ti^ir^^ii 
„gelangen  wollen,  nicht  durch  allzu  grossen' 'Rigorismus 'in  der 
„Darstellung  ermüden^  und^  aufhalten  aarf.  Mügen  dann  später 
„diejenigen,  «•"'"""' 
;,Pffyatstudiuin 

,',nUt(^lieD«  ,— *'    AuWI4l-  IllVI-llt^  0»ltUlMC#l4      r«  IL      UC«U     AJICI^II^   T  dtaOOl^A}   V  VUI 

pUdae6gi$chen  Stabapuok^e  aus,  n&mentlich  mit  Be^üg  'au.räplcUö 
L;ehTänstia}t^n',  Wr  WdfdB^  d^s  ftuch  vorzugsweise/ bestiAiiint'  ist, 
vbAkoUjibeta  'bet,  i>bp€r  .d'ddur^h  uÄ^re '  hiDreichend-  oekätint^ '  An- 
sIcÄt  Von  n^m  etgei^tliohen  Wtsc</k  dei'  wisse^nschäft  ata&ugjii^^r^ 
und  bemerken,  dass  der  Herr  Verfasser  in  der  angegebenen  %e- 
aiohjttng  4eikiMkteln^g -einsbi^iiAaffenvbat,  da«9>  ehr  saeMli  beim 
CiMritbilb  äas^^>6ebiet.dcr:Dilbreanalfeclitiiine  sich'  der  In  -Si^iver 
Züii  f^HihBÜchetk  DarsÜettungswel««  dul^ch  die  Methode*  Jler  uti- 
M^tui^fvten.CdcIlicienteii'Uis;.  w.  bedient,  und  dann  spftterhin  in 
4e«f  l«legfi«freqM«ng' ^^  S*T7.  ( Die  Tayfor'scbe  ReiMe- mit  dem 
He^t^ll,  in..S.;m:  fAndeve  Fiirm  ««r  des  Rest  der  Taj^'sdM 
iUili«}>*j4>7&  >(CettvcKgen8  der  Reihen  ßlr  die  efnfiiclie»  Functio* 
MiOwi^S« li^^^'^'AMeiidiuig.  der  ibestimititei»  Integrale- Mf  Bewtheb' 
lung  der  Convergenz  einer  Reihe)  auf  die  früher  entwickelten  Reir 
hen  zurückkommt,  und  dieselben  in  B^zug  auf  Conven^nz  und 
üHferaeiie  tiMier  fa>estlttinl.  Um  die  tön  denk  Hdrrn  VSt&tmr  bei 
di^sMlDifigefi  *dt  Hfilfe  der  Integralrechhniig  befol^^  Darst^i- 
langnln:  >der'  Kürze-  ^was  näher  zu  characteriWen^;  ma^  es  uns, 
«m  n«r>  e  itff edenfalb  1A'  dM»  Händen  vieler  Leser  b^ndliiihe» 
BuchaucufttlMren,   erlaubt  bÄH,   auf  d^  Artikel  Diffefehtiairedi'- 
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lerbacliev  8ü»660j  £f.  su  venveupen;  im'    1...    •-.   / 

•  MOge  (b^m  Herrn  Verf^ser  jede  Aufinunleraii|  fc«»  fteinem 
verdieiKtlicheD  Wirken  auf  dem  Felde  de«  tufttbemttmebien  Uotef- 
rrchUi  m  Thetl  vrerden,  «nd  das  Buch  ifie  woUverdkMte  B^ach- 
Img-aberali  finden!  : 

.  '  •    r  .  .  .  .1.  r  ■•'•.•'' ;' 


O  e  o  m  e  tt  1^/ 

'^  Lebrbach  der  Geometrie  und  Trigonometrie  nebet 
ihren  aiiiE^gedebnten  Ann^endung^b  ^uf  ,diel;(idun^  geö 
metrischer,  Probleme.  Vorzüglich  fUr  nfU|tair-  und 
techiHis^lf.ie  Lehranstalten  von  R.  Unriih^.  Dtltte  verbes- 
serte uptl  vermehrte  Auflage,  beraofitgee'ebeh  in' drei 
Theiled  Ton  C.Kuhn»  k.  ProTesSoi*  derMatbematik  un'A 
PbVsik'ain  k.  b.  Cadetten-Cbrps.  Landshut  1850i  8. 
1  Thlr;27  Sgr. 

Ean  iztemlicb  vollständiges  recht  deutliches  Lehrbuch  mit  vie- 
len. Aufgaben,  welches  in  der  Hand  eii»es  geschickten  Lehrers« 
besoodfors  apif  den,  auf  dem  Titel  genannten  Scbuleoi,  gewiss 
Nnjb^n  stiften  wird. 

Der  allgemeine  goldene  Schnitt  nud  siein  Zusam- 
iiteiihang  mit  der  harmonischen  Tbeilung.  Ein  neuer 
Beitrag  zum  Ausbau  der  Geometrie,  Ji^^u^leich  eine  Er- 
g^'iiizting  2u  des  Verfassers  Schrift:  Die  merkwürdi- 
gen Pjinkte.  des  Dreieck^  mit  Rücksicht  a^ibarmoni* 
sehe     Tbeilung.     Von    Dr.    August ,  Wiegand.     Hallef 

1849.  8.  2v.'S5r. ,'/.„;•;. .'  ..,.■..;;:     ■. 

Eine  recht  lesetswertbe  neui^  Ideu»  Abbandlüngides  sehen 
vielfächiiikm  die=  Geometrl<e  verdienten  Herrn  iVärfiissera  äb4t  eine 
Veralfaenleinerung  def  Aufgabe  vemiigeklenen  (Schnitt  (TbeiKmc 
einer  Linie  nacb  dem  äusseren  und' mitdeten.  VetblHtniirts«),  die 
auch  Sobätern  zur  üiebun|  in  der  Geemetrie  üsoipfohien  m*  w«r«^ 
4en  vesdieiit.  Inhalt:  L  Gruppen  harmonisAier  Punktet  -U;  Dte 
allgeroefiiie)goldetoe  Schnitt..  111.  Zu^ammeniNniig  ^les  aitgemeinem 
goldenen  Scknitts  mit  den  fröhereh  Gtuppeo' harmonischer  Punkt»; 


!'.' 


piss^rtatio  n^athematica  Inaqguralis  de  siiperfi- 
oierum  v*urvatura,  «j^uampro  Gradu  JHili.giSjter.ii  etiDecto* 
ratusy  summisque  in  Matfaesi.^t  Philosophianalnrali 
ban;arib^s.ac  privilegiis.  In  Aoademla  Groningana  rite 
et  legitime  p.ovtsequendis«  pul»liQ0iAP  solemai  «eixamidi 


Digitized  by  VjOOQ IC 


fl37 

Mbmittit  AFn^td«« '6ali«iniii6(''AiHbg«,  'OroBiAtfi^niik 
Groiii0^'ae»>>16M.|''4X    .•    .  .-I.;.!.  .    :    ..      ..n..-ir..4 

,  Wir  Valien  '8ihoft''^iofge'  pfiil  iq  'Riesen  .Oterarfecheii  'B^nctjt'en 
Geibg^hbfeh  l^liä^Tn  uiid  den  oft  zibra- 

lieb  grossen  VmKnit  äer  auf  den  b'ollähdisch^n  Umver^tftten"er- 

wie- 
beoile 

^.-.--c  T^-  -.-^— -.-. 0-— —   -T- .zie% 

Hebern  Umfange,  z'iigteicti.' aber  auch. fb  einer  solclben  Weise,  b^'- 
l^andelt  worden,  ist,  däjsjs  die  Darstänüng  eine  dem  Verfässi^r 
l^igeütbGmlic)ie  mit  Itecht 'gj^nannftveraeii  kann.  Indem  wir  daheV' 
aucti  diese  S^lbnit  als  einen,  neuen  Beleg  för  den  sehr  gut^n'Zü; 
«Itnd  des,  mathematischen  Studiuins  auf  den  hollSndiscneTi  Uni- 
yiststt&ten  gecii  anerkennen,  soll  diirjcttaus  kein  Tadel . äiisgespro- 
ichdn,  werdea,  wenn  wir  bemerken ,  .dftss  wir  gewun^cnt  nättep, 
idass  der  Herr  Verfasser  auch  auf  die Dptersuchungen  von  6 aü äs 
Qber  die  Krümmung  der  Flächen,  auf  däig.z.  B.,  wa^  Gräu'ss  die 
^anze  Curvätur^uiicl  das  Maaiss  der  Cuirvatu'r  eiii^t'lE'läche 
ffc^nannt'bat,  bestimmtere  Rücksicht,  genommen  hätte,'-^' Ver'li^- 
Ealt  Mst  folgender:  .  Par«  L  De  proprietatibus  e'iiitiä*ciu!e 
systematis  Unearum  reciarum, .  quarnm  directlones 
dfeterminantur' füiie'ti<^nibu8  coordinatarum,  quaeliiic^- 
arnin'dri^i,nes  deflniunt;,  atqiie.de  lis/quae  tantutn  äd 
süpeVfii^iei'äm  normales' perti^  tJ-  PargW.  D^b-uper- 

flci^rum  .cüVvat'iira^.  e  i^orinalium  proprietktibus  de- 
ducta.'^  CiÄp-l.  I^h'epremala,  in  (4d'>^u?  superficiei'  pl&r 
nüiii' Tangens  habetur'  pro  pilaiio  coördinatar|um.''—  I6 
einem  dritten  Tbeili^  witt  der  Herr  Verfasser  (Introitqs  pag.  2.) 
später '  die  Geschichte  der  Theorie  der  ICrfimmung  der  Flädhen 
kurz  behandeln,  und  wird  d4nn  vielleicht  auch  den  oben  von  u6k 
ausgesprochei^en.  Wiinsch  j^erucksictifigen,  .         .     ; 

.  j     .,,.,)        ...  ..  ,  ,     .  .   .  ,    •    , 

:;;:;•■ '        • ;  ,.;r.i*i|poii:ojiietrle.  •:,,• 

-r  .  i  •    ■  .••.'•..=    .'»  t.i 

i:  Elemente  der  .«ketten  und  spUikdieo  TrigoMMeirle,.  «ii«Mi^ 
•iDeogesMIt  voii  Un.  Meister,  Prof.  «dec  Pliysik.tiind  lläthMMlik 
#tt  K.Lyieeiimiia.  0*4  w.  »ziLFreisiBg.    Freising^    189B.    lOSgn: 


«    ■i'»i :  '.'•*    •'   •    Vi"  .  t!"  •}  /  '    .  ..     i.  •  • 

*    Lehrbuch  dei'  Sta'ttk  feiter  Korper,    n  elementarer 
|)4r8tel|uBg,    mii  >e9onilerer  Rüoksieht  auf  lecbn-ischl^ 
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keD-Commissions-Rathe  u.  s.  w.  Z^t^elM  ^fin^ltch  Utinffe^ 
arbeitete  ^V.uflage.  Erfte  A|j^theilung:  Die  Lelire»  aer 
reinen  3tat4lc  enthälten<i;  jhit.lä  figurö'ntjiT^fö  und 
ein^iÜ  Anhange.    Berlin,  '^md.   U'Tim  Ü  Sgr,  "  '  ^: '^ 

Qies^JB  aus^ezeictinetW  Lehrbuch  der  Statik  feister  Kur f »er  ist 
aus  seiner  im  Ja!»re  lS3t  erschienenen  Ersten  AuHa^*^  ul|t(eineiii 
bekannt,  \ym[  oiri^  besondere  Empfehlung  diißü^elbeti  tla her  liber* 
flüssig,  pic  eterunntare  parstellun^!  '  ist'  auch  in  diee:€r  /.uiHti^ii 
Auflage  cTurelvgüTigiu  beibl^balten  wenden,  ;Unt]  es  IpitJel  garJ^eineo 
SSnejtel,  tlasti  uuf  tÜeüier'Weg,,  \venn  er  nanientÜrb  ^iei^^rtenj^  tnic 
so  fiel  Etnlaibhcit  und  ISleganz  wie  Von  dem  HeJru  Verfasfser  des 
vorliegenden  Wr^rk^,  betreten  wird,  liir  die  AusbUdiin^  von  Tech- 
nikern wirklich  zweckmässig  ist,  .besonder^  bei  dem  jet?;igcB  Zu- 
Stande  der  Wissiensiebaft,  wo  an  di6  höhern  Analy.^1*  und  ihre 
Anwendung  in  der  Geometrie  und  Mechanik  in  KiU^kssieht  auf 
wahi-e  S.trepge  |fer  Darstellung  weit  grilssefe  Anspr^i^^ie  »emacht 
werden,*  al*«  vordem.  Je  niehi*  i<ir  selbst  auf  der  t^ineh.  Seite  die- 
ser durch  höchste '  Stfvnge  sich  äuszeichnefulon  Ifar^tflliiiu^sMd^ 
buldi^ren«  desto  nieliF  sind  wir  auf  der  audrrit  hSeit^  üb^'^rEeui^t 
dasö  dle^^ellie  we«5en  ihrer  Sijliwi^rifi'k eil  sich  ffir  "den  irtiterrJcKl 
von  Technikern  nicht  wphl  eignet,  sondern 'nur  fnr^tdcbtji  Hctiuler, 
wefche  sich  aMSfschnesslich  ^em  Stydtum  der  Matlieniiitik  über- 
haupt hinzugeben ,.  und  dasselbe  zu  ihrerX^V^ensaurj^abe  2u  machen 
beabsichtigeh.  \Villman  also  bei  dem  fu^  xetihrnker  b^itimn»(eri  ^''^r- 
traged|er  Mechanik  und  der  Theorie  der  dazu  nothwcndi^ep  Ciirv^i»  die 
höhere  Analysis  in  Anwendung  bfingcnj^  so  inass  in  an  ^ieh'  —  wie  aii*'h 
schon  mehrjpaU  in  diesen  Liter^irischen  Berichten  van  u^iSt^^usgj^^lf^^ 
eben  w'ord.en  ist  —  mebr  der  älteren  DaTst'ellurigsweie'e  '4er.noihe- 
ren  i^nal^.sis  anschliessen  öder  einen  Mittelweg  ein^oh|^s^p,  was 
aier  freilich  immer  mit  vielen  wesentlicnen  N^Yit|[.ie!jeo,^  ver- 
bunden sein  muss,  da  bei  dem  mathematischen  Unterrichte  natür- 
lich überall  höchste  Strenge  eine  Hauptsache  ist.  Ohne  übrigens 
der  Meinung  zu  sein,  dass  die  Techniker  der  von  der  höheren 
Analysis  dargebotenen  so  grossen  nnd  wichtigen  Vortheile  eaDz 
verlustig  gehen  sollen ,  theilen  wir  daher  doch  auf  der  audero 
Seite  mit  dem  Herrn  Verfasser  des  vorliegenden  Lehrbuchs  volJ- 
kommen  die  Ueberj^ngui|g|^  jaff.^ixiaiK  fikb.Ji>ri[dem  für  Techniker 
bestiomiten  mathelmnslnen  CMeti^chte"4au^tslchlich  der  elemen- 
taren Darstellungs weise  zu  bedienen  habe,  und  halten  alle  Bemii- 
Immhi^,  dlesdlKt  immer  wieiir  i^  vervolUnniMMiei^i*  «inneodieh  zu 
i^^nAibben,  umli-inMiieii  >bel^*  iind'iiel»'zu><dei'<Gle^Mdri^  iv'el- 
eher  «le  nadi  böserer  featestmi  UeberEeugui^  in  «hoiMb  Brmim 
fähig  ist,  zu  erheben,  in  jeder  Beziehung  för  sehr  verdienstlich, 
wünschen  auch  sehr,  dass  das  Archiv  noch  mehr  als  bisher  zur 
Mittheilung  solcher  elementaren  Darstellungen  und  anderer  b^'in 
Unterrichte  gemachter  Erfahrungen  benutzt  werden  möge. 

Dass  die  vorliegencle  zweite  Auflage  ittit  vollem  Rechte  den 
]\amen  einer  vielfach  verbesserten' und  vermehrten  verdient,  geht 
aus  einer  nur  oberflächlichen  Versrleicbung  beider  Auflagen  sogleich 
hervor«  Denn  so  ist  z.  B.  in  die  neue.  Anflrab  die' Theorie  der 
'Ktrfifte|>aare»   die  Bestiriunutig  des  Scbwer|Miiik4s  des.  «(Mrischen 
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Droleeks,  4ie  Lekre  wi  der  Sfabiliflty  die  Iheorie  del*  Wasf^te 
und  KraftmeMer,  die'd^in  Ptaktiker  «o  i^iohtige  elMtiBtbe  C^n^ 
und  Tieh»  Andere»  waa  eich  In  der  älteren  Auflage  nicht  6miet 
aufgeDOBinen  wordea»  ohne  die  Bogleaaahl  bedeutend  za  vergvöa» 
«em.  Aach  iat  die  Zneabe  zweckmJU»i&er  Beispiele  z«  attan  aH* 
cemeinen  Lefeto  und  Theorieen  nanüMitlich  bei  einem  Boche  von 
der  Tendans  dea  Torlie^enden  höchst  dankenawerth.  Ifldeai'  wir 
nun  achfiesalioh  noch  banericen,  dass -auch  der«  «eine  Zasa«!- 
menstellnng  der  wichtigsten  Theorien  aus  der  niedern 
Analysis,  Cur^enJehre  und  Stereon^trie  entiialteade  An- 
hang zu  diesem  stafischen  Lebrbuche  scbon  weit  früher  (1843) 
in  einer,  verbesserten  und  erweiterten  Auflage  erschienen  ist>  wün- 
schen wir  diesem  empfehlenswerthen  Lehrbuche  eine  möglichst 
weita  Verbreitung  und  die  allgemeinste  Beachtung,  die  >^Jeden- 
felts  sehr  verdient  ... 


Astronomie« 

per  ndrdlicbe  gestirnte  Himmel,  dargestellt  von 
Bt.  Ferdinand  Renter,  ordentlichem  Lehrer  an  der 
I.  Bürgerschule^  Secretair  der  astronomischen  und 
Bfitgliede  der  naturforschenden  Gesetlschaft  in  Leip- 
zig. (Mit  einem  Vorworte  von  Dr.  G.  A.  Jahn.).  Crotha. 
Preis  roh  1%  Tfalr.  —  Aufgezogen  in  Mappe  2  Thlr. 

Der  Grund  dieser  Sternkarte  ist  schwarz,  die  Dmrisse  der 
Sternbilder  sind  roth .  und  die  Sterne  der  verschiedenen  GrrmseB 
sind  in  verschiedenen  Farben  aufsetragen.  Wir  sind  der  Afeinung^ 
4ass  diese  neue  Sternkarte  durch    naturgetreue   Darstellung  des 

festirnten  Himmeis ,  durch  wenig  complicirte  Zeichnung  der  Stern- 
itder  uimI  durch  die  Anzahl  der  «tufffenommenen  Sterne,  in  welr 
/shßs  Be^iebiiug  der  Herr  Herausgeber  uns  für  Liebhaber  der 
Astronomie  ganz  das  richtige  Maass  getroffen  zu  haben  scheint, 
skh  vor  früheren  Arbeiten  dieser  Art  sehr  vortheilhaft  auszeich- 
jMit^  und  empfehlen  daher  diese  sehr  verdienstliche  Arbeit,  die 
•namentlich  auch  durch  schone  Ausführung  sehr  anspricht,  auf 
voller  Ueberzeagung.  allen  denen,  welche  in  mugliehst  kurzer  2eit 
sich  eine  genügende  Kenntniss  des  gestirnten  fiimmels  yerscbaf!- 
.ien  wellen»  angelegentlichst,  und  wünschen  derselben  eine  recht 
weite  und  aUgeneiae  Verbreitung,  fii^e  Anweisung  zum  Gebranelft 
mt  beigegeben« 

Cojneten-Beobachtungen  an  der  k.  k.  Wiener  Stern!- 
warte,  redigirt  von  Dr.  C.  Jelinek  und  C.  Hornstein. 
Enthaltend  iie  Beobachtungen  des  Halley*schen  Corner 
ten  im  Jahre  1835  und  183o,  und  der  Goroeten  in  den 
Jahren  1843—1846.  (Ans  denAnnalen  der  k.  k.  Wie- 
ner Sternwarte.    Band  XXXIH.). 

Es  sind  in  dieser  Schrift  die  folgenden  Cometen  behandelt: 
Comet  Halley.   —    Comet  Mauvais  l.   —   Comet  Faye.  -r-   Comet 
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MaQviAb  fl.  -*  Comet  ^e  Vlco  I.  -^  Cmmet^^AheA  -^^G^mOt 
de  VIco  II.  '^  ÜTOBser  Comet  von  Juni.UUSj  ^  .Goniet  Bielaii-»-* 
CoiiMt  de  Vico  IH.  -^  Comet  de  Vicö  IV.  ^  Comat  Brerdanr  l.'n- 
CoBiet  Brorsen  H.  *^  Bei  jedmn  Coneian  sind-  anmer  derZoaamr 
meDstelhmg  der  Beobachtimceo  die  niHtlerB.Oerter.det  Ver^Leieb- 
steme  «geben,  und  man  sieht  daher  aus  dem  Ohiaeb «.  «m«me 
reiches  Materiid  diese  höchst  fleissieemid  wichtige  ArWit  Afr  ^ 
Berechnung  der  BabTien  d^r  beobachteten  Comcten'tethilL'  ii .: 

ÜR4Ntos.  OTPANOS.  *  Synchratiistikch'  fjiöi^rf,. 
Acte' Bpt'emeride  aller  Himmelserschi^loVinee^  des  J'äh^ 
res  1850^  eri^tes  Qnärtal»  s^tinäckst  befie^nofit'.riir'dBii 
HoriziStit  der  Sterntrarte  zü  Bre$laii,  'aber  atfirlPinil' 
jeden  Ort  unseres  Erdtheils  eine  tagli'-fchief  treq©  DjB^rj- 
steiiung  der  wechselnden  Erscheinungen  a'ih  Hi'tiiflrief. 
Fünfter  Jahrgang  (19teBearbeitung  seit  1832)  in  Vier- 
teljahrsheften  hqrausgegeben  von  der  KOnigl.  Univer- 
sitäts-Sternwarte zu  Breslau.  1850.  8.  Jedes  Quartal 
bei  Abnahme  des  completen  Jahrgangs  10  Sgr.»  ein- 
seln  12  Sgr.  ^   -  .^       . 

Bei'm  Beginn  eines  neuen  Jahrgangs  dieser  jetzt  auch  änsser- 
ficb  sehr  gut  ausgestatteteiii  Zeilßchtfi/H »  durqh  .,(|ere/^,i^er9.i|f8;abe 
si€|h  Herr  PrpfeAsor  von  B  o g us  1  a %i(  «i  k  i .  j^ep^lalU  f i^\  V^^ifflf 
Verdienst,  um  alle  Frepnde  der  .Astco^mie  er^jruji^  glaubctiliwip 
die.  Leser  des  Archivs  von  Neuem  auf  ^esefhe  aufmerld^^m  jnat^- 
phen  zu  mfiss^n»  ireon  wir  auch  schon  im  Li^(^c{irisi;tie|ij  ^eridkt 
Nr.  XXIX*  S.  AAX.  einübe  Worte  zur  Empfehlusg  dei]se|(ieii  a^^^ 
haben.  Wir  weisen  daner  jet^t  insbesondere  nur  pochnials^arauf 
hhiy'dass  diese  Ephemeride  in  ihr^r  jetzt  vielfach  vei-li^j^rten 
Gestalt  hauptsächlich  fl!r  jeden  einzelnen  Ts^g  des'lf'ä'hrs 
nach  den  einzelnen  Stunden  und  Minutfew 'des^^lbeo 
el'he  geuaue  und  vollständige  Angabe  aller  atrdies-ani 
T'age  Vorfallenden  merkvvürd.ige.n  HimmelS'ersch^ttuli<- 
gen,  die  sich  'im  Voraus  bentrinmen  Usise-n,  '^Hfh'^it*, 
so  dass  also  jeder  Freund  der  Astroi\omie  aii  j^di^ni  «inzetn^ 
Tage  \veiss,  "auf  welche  Beoba^chtungen  er  sich  an  diiesetti 'Tän^ 
Vorzubereiten  hat.  Die  Nötziichkeit  einer  solchen '  Bph'^Mecim, 
fiamenttlch  in  der  sehr  zweckmässigen  und  genffgendiep  AusfMi- 
Tdtig  wie  bei  det  vorlieit^den ,  leucntet  von  selbst  eiri^  und=  d<6t 
Herr  Herausgeber  verdient  daher  seivisd  den  Dank  ttll^r  Fre\ikf)d6 
djst  Astronomie  Rli:  diese  mühevolle  Arbeit.  Aussei- '^er  eigedt- 
Ucfa\in  Ejihemeride  sind  unter  dem  Texte ^uch  kioch;^u(^8tzd  voh 
Vielfach  belehrerrd^in  Inhalte  beigegeben,  die  zurErhÖhUn^^id^Ci 
Interesses  ganz  geeignet  sind,  und  stets  Nachricbteti  von'  deÄ 
neuesten  astronomischen  Entdeckungen  und  Erfindungen  geben. 
lyir  wunscilen/daher  diesem  Ünterneb m eh  immer  !'ctCi6i^ei'e  Ver- 
brettung und  allgemeinere  Anerkennung  atis  voller '  Ueber^eü^uug 
recht  sehr,  und  zwar  um  so  mehr,  weil,  was  bet  einem  solcbefi 
Unternehmen  natürlich  eine  Hauptsache  ist,  aber  leidet  nur  zu 
oft  nicht  gehurig  berücksichtigt  wird,  der'Üerr  Herausgebier  das 
bestimmte  Versprechen  gegeben  hat,  dass  {edes  einzelne^  "Ofnärtäl 
imiMT  eine  hinreichende  Zeit  vor  dessen  Beginn' erstbeinei^  soll. 
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JS  autlK. 

Erster  Bericht  über  die  zur  Dampfs^htfffabrt  ge- 
eigneten Steinkohlen  Englands.  Von  Sir  Henry  de  ia 
Bechß/ un4  DiUihyPf^\P^alU\J;.f;t{^^i  VerÄfla«j9u^R  der 
k)a,i.s^erli;cb<)n  'i^^a4re#i^  4«?  \^.l^AC{f S5*haft;^|i  in.Wi^.ii 
a,u;8,  de»)ii,M0tni|<^i,r8  of  the  ffoiogi^cfHl  9n^y4^^  fif  ^T^f^t 
BrUaiA*  .VoLüfPart;!!."  üboja^tzt  ^Ivd  v.4)i);^^i:' herAu»- 
geg^kfiv*  Wj^n,  1949.- &  ..,.•,!....■•.     •  r     p/i  ,,i  /•' 

Dff^  Wiöhfifekeif  de(»'€h^gen»tande3l]ild  das  gv^asä  Inftirem^ 
welches  diese  Scbrifl,  die  auch  zugleich  UnteMvbbubgen  äMrdlb 
Heizkrafl  des  Holzes  enthält,  nicht  bloss  In  technischer,  sondern 
aüoh  in  phytfilkttltsdier  und  ^y9iko-niatheaMlisdiä['>l&idi8lkbt  dar- 
biet« ty  Veranlasst  uns,  diesen»^ »hier  kurz  ahzbaeigen,  Mrfenn.sle 
ttnehi  strenfg'  jK^nomnien,^'  nicht  niebw  ganz. in  den  Kreis- unserer 
Zeit£^brlft  gebTHrt.  Die  Herrsn*  Franrz  Ritter  4roB.HaH.er'«*M 
Dt.  Moser  b4beb  4ie^  <all^n  Anforderungen,  iwelcbe*  maiv :aB"eine 
4Rilehe  •' Allheit  t\at  matrkeh  berechtigt  Ist,  vollkomnieB.  ents|^r#- 
«eheiide  Uebersetzirnf^  übernommen,  und  siGh»aucl^4adiröh  einf  be* 
Muderes'^erdienBt  erWorhen ,  dass  sie  alleenglittdben  iMaässewid 
4iMi^iciM^vfn!5Sten^eieb!sche  umwandettenv  dm'dadiMii'dse  Aesub 
Me'tfer  englijBdtfen'VeArsdAe  nilt  ien  aus  der  aheebabrtten: Uäte^ 
bücbung  der  ßsterelcblsc^ben  Kohlen  iteiVotgebenden  Dateb  Jeieb^ 
ter  vetrgleicbbäfj  und'Ae^brift  ab^rUMpt  augänglicMi'ziirtiäöböii. 
Witt  halten','  wie  gesagt;  die  m5gKcUsl' weitd  Verbreitung:. undiiaUr 
dfSttieineBMebtang  dieser  8Vt  Bog^iiterken  Sehrifi,  nit  t6..sdiii- 
nen* Knpfertafeln ,  Ar  sishr  vranscbenswerth ,  uiid/  sbd  4 kr  Meindii& 
dass  Mcb  die  k.  k.  Akademie  der  Wissensebai'te«  in  iWieb  Mddie 
Herr«^  Üebersetser  dorchi 'die  Vlerpflaozvng.  dciiselfaisii  siof /deu^ 
schein  Boden  um  dt«  DampfscbiffTahrt  und  ^ie<1i1eehmib  Oberhaupt 
Jedetifatl^'  ein'  wedeMtliches 'Verdienst  eimirbeni. haben.. il  Awsh-.ibi^* 
metk'enwlrscbliebellleb  «oefa»  dässdie  knathiBmatisohl'jphysiioalisdhe 
Klasse  der  kaiserlichen  Akademie  der:Wissenbdhamn'  In  .Wieil 
itt*  Ihrer  SItzDng  vom  1.  Februar  1849^  b^cblMs^«  faat^:  einb  Ufi^ 
iefit&dkiäne  der  mannigfaltigen  Stein-  und  Braiuiboblesrljager  idtfr 
dstevn^fcklisoben  Monarchie  zu  veranlassen,  iA^red  BesnltatAtlr4ii 
dier  Ari, sein'* s0ll^'>   dass  sie  eine  iinmittelbare  tAd^vendune -.iib 

fraiktiscIJen  LeMdn gestatten,  was^einesl  neueniiUuchsl  eifienliAwi 
leweis  liefert,' wie  $ehfr  die  kaiscvlicbe.AkadiuniQ>tAsif')Wl4sf»r 
Schäften  in  Wien'  Ihren  wahren  Berdf  Sals/b«Mehsl^  iwissdoilclislU 
flehe'  Behörde  des  bandes  erkennt,'  d«n  {ungebeüil'en  Kseis.d^ 
Wlssensebaflep  'nhmliob  nicht  <  blosse  nach  >  allän  >JS4iten !  undl  Rieht 
itttigen  hin  hnmer  mehr  und 'bielir^zii'ierweiMn^' sondern /aa^b 
wlssenschaftltcHs  ÜnteniucAuniifeii),  die' kur  »Eiirderuike  das  Wbhh» 
des'Landes dieu^ny  an«uordti^,:Woduiichiisie:mebi'}als  todere<«ifi»> 
senschaflliche  Anstalten  dieser  < Avt  •  dei>  •  AnfÖBdemi^en  der  Zeit 
in  Wahrheit  Rechnung  trägt. 
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Physik. 

'  Physikalische  f^ehnilc  oder.Anleitaiig  zur  Atistei- 


iung  voll  physikalischen  Versiicheii  und  zur  Herstel- 
ttng  von  physikalischen  Apparaten  mit  möglichst  ein- 
fachen  Mitteln.  Von  Professor  Dr.  J.  Frtck,  Vorstand 
der  huhern  BüreerHchule  zu  Freiburg  i.  B.  Mit  668  in 
jden^T.ext  «ingedrackteo  HoizBchnitten.   Braunscbweig. 

is6«Li  &  a  TbU. 

Schon  Nollet  hat   eine  Art  des  experieac^s.    Paris. 
1770«  111.  T.  ^eaehrieben»    «oh  der  auoh  eine  deutsche  Ueberset- 
Bimg   (Leipzie.»  1771.)    in    drei  Tbeilee  erschienen  ist*    Einen 
UMrichen  Zweck  hat  fias  TorUeeende  Buch^  wenn  es  nach  vor- 
aoBBweise  nur  das  für  den  -phyailcaliscfaeo  .Uotenicht,  liauptsSch- 
Kch  auf  Schulen,  Nothifendige  bei^ksksicbtifft  Aber  eben  deshalb» 
weil  es  sich  nicht  zu  sehr  ausbreitet,   und  besonders  diejenigen 
^Versuche»    welche   zur  Erlfiuterung  und  theil weisen  Begrfindnas 
der  theoretisdien  Lehren  unbedingt  nothwendig  und  er&rderlicb 
sind,  heradwichtigt,  halten  wir  diese  Anleitung^  za  physikaHscfaen 
Versuchen  für  ein  för  Lehrer  an  hohem  Unterricbtsanotalten  «echt 
«fttziichcB  fincb,    namentlteb  fiir  solche,   denen  ein.  grosserer  In* 
stnimentenrorratk  nicht  au  Gebote  steht,  und  die  wegen JBeschr&ikt 
beh  der  Geldmittel  sich  Manches  selbst  anfertigen  oder  duit;b  ge 
wdhnitcbe  Handwerker  anfertigen  lassen  mOssen. .  Die  Ausstattmie 
sowohl  des  Textes,  als  auch  der  Figurea,  ist  vortrefflich,  wie^boi 
der   Verlagsbandiung  too  Friedrich   y  ioweg  und  Sohn  In  Brani* 
sebweig,   die  schon  jsq  vielea  Ausgezeichnete  auf  diesem  Felde 
geleistä- hat,   von  rom  berein  ün  erwartea.war«  -Auf  den  Inhalt 
nfther  einzugeben,,  verbietet  hier  der  Raum  wA  ist  auch  unn^tbig^ 
indem  die  Versicherung  genügt,   dass,   ohne  sich  auf  tit  grosse 
Einzelnheiten  und  auf  zu  Unstltcbe  und  kostspielige  Apparate  erfor* 
dernde  Versuche  einzulassen,   alle  Lebren  der  Pbysik  «iemlich 
ffleicbmässige  BerAcksichtigüng  gefunden  haben.    Wir  battes  da- 
her, wie  neben  erinnert,  diesee  Buch  ßlr  Lehcer  der  Physik  in 
mnbrfiicher  Beziehung  recht  nötzlich»  :und  empfehlen  es  denselben 
arar  Beachtung,  ohne  ihm',  analer  a^ineol  pädftgogiflchee  Nutsea» 
eine  höhere  wissensobaftliche  Bedeutung,  die  der 'Herr  Verfasser 
aberanch  nicht  beanspmefaen  wird^    beileget  znlcSboert.    Jeden* 
fniin   ist  das  Erscheinen r. dieses.  nOttUchen  und  in^der  angegebn- 
lien  Weise  empfeblenswertben  Bnehs  icin  Oenes  sehr  erfreuucben 
fMchen  von  der  grossen  Bedeutung»   welche  Jetzt,  dem  nhv^kaUr 
neben  und  mathematischen.  Cnterrichte  auf  .niedem   und  nMiefn 
Schulen  immer  mehr  und  mebr  beigelegt  wird. 


Beiträge    zur  meteorologischen  Optik  und  zu   vcr* 
wandten   Wissenschaften.    In  zwanglosen  Heften  her- 
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ad6^«g«rl».««i-To«  ioliMiB  A»gu<:ti6'r.u»*flL'6'r^te(liT>li»ih 
Bf>iUieail«ft  Mit  e)n«'rii.tfitaig«»okUt«n  Taf«!.  iLcip^iiß 

i»4.a!.j8... ai.  Sgr*.  ,.;i  .  ..•,;■•  .  ■  i    ■'.:■■■. ■  .i 

.»«'•!•>>.••!»     .:      .  •'    :'  ,-1  '  •     '.'•■*"■•  '    •  .      •      /    .  ■        .    .  / 1  1     ,    , 

ti[>  Die  .beMkte>}enilen  HfifiUi  .dieser  der  Fördefimg  der.tteteomr 
logi^lrien  lOpäk:  wftMmfit^  Z^SKUchtA  «tod  m  LitetBf^  JBerioU 
Nr.  XLV.  S.  632.  und  Nr.  XL  VI.  S.  650.  angezeigt  worden.  Das 
w^*ß«<Wide;firittp,  %fl  ^  M^äJt;  die  warfjieujatiache  Theorj^  der 
Li^U^iege1iii]g  *  vop, ,  de^i .^9>9f ^Hv^g|?P?r*  Esj  .ist  versucht  yford^t^ 
&f^^.^Tßl^Rr}e.,m  '  mJ'^slmßt^L  Allge'pa.eijineit  ^  niit  geonielrisclief 
pti;er)gQ  zjf  ,^nt^y\slK&hA  niriu  insbp^ohd^re  ist  aiuph  auf  eiiie  strenge 
iJft^er^Aei^^jlffj^und  g9.^u^Jge  Bfigräpzuifg  der  verscftiedenen  ihc^^ 
V\^j^^  JPW19,|.  «k  mr  .elqtreteiiVKunrieR. , 'sorgfältig  Rücksicht  ge- 

a*ppt,.^aa.s^sovvQpj^n  dieser  Jtucksicnt^  als<)auch  ubern^iuDt^  '^IS'T 
bloss'  jbo  öpti^cher^.  eo»flfrp  auc)i  in  ^etpniefriscber jitflt;ksicbt'^ü^ 
Al|»jbandlvng-  der,lielefirii(^^  därbfeten,:  uiidr  äücli  für 

dijB' T|»e6rjie  3er  Curyen  ^  Arrgomeinen  von  Interesse'  sein  iverd^. 
Auf  (lie.Grkiärung  einzelner  Ersctieinungen  der  Luftspiegelung  f^ 
lo  ^^leser  yorzi^gsweise  Vine  n^atbeip&usche  Tendenz  nabenden 
AbnAudluBK /^*^  j^^t  i^ooh  nicijt  .Kucksiclif  genommen  ivötden, 
ivetl  Jur  Heraii^golK?r  ^luubt,  iV^Si  ^er  sicA  u^\t  der  allgemeineii 
'fh^one  j^ebikig  verfumt  gemacht  hat.^uch  zu  der  Erk(iruhg  ei'rt* 
feiner  Ermlieimin*;en  vtin  i?elbst  belanist  sein  wird ,  indem  diese 
Abliaiidtung  ihrer  guTi?xm  Aiilaj^^  und .  Jepdenz  npcD  iveni"^r  föl' 
AT*f^in|,^er  j  als  vieluif'hr  (iir  sojche  bestiiivwt'  Ut^  iäV^mlt.Äen  w 
lehreti  der  \\l§$en*ichnrt  iind  mit  den  einzelnen  in  tUijserei  Mp^^^ 
Sphäre  vorkoiHmeiulen  Erscheinungen  scfioh  ihi  Äll^errifetnen  be- 
kannt sind.  ^  Da  aber  diese  Beiträge  zur  meteorologischen  0|^tlk, 
»vie  schon  in  der  Ankündigung  derselben  gesagt  worden  ist, 
neben  streng  wissenschaftlichen  Abhandlungen  keineswegs  mehr 
pppUlftr  gehdtene  AufeStze,  ao^i^hliessfn  soUen^  ubi  dur  »p^prieh- 
tif^  vnd  im*  lM^hi|ten\Gr«ide  l^lgemeip  {mtoces^fant^u  mc^^flf rpln^ 
{|i$(5bea  0|ptik^4mfie«[;nehff.lii>^aber  wd;  ^iftii^  Qf prbit^tf^r  dp? 
iu  ihr  Gebiet  fallenden  Erscheinungen  zu  ge\^9Qnefij9i;^p  jn^xap^  u^ 
späteren  Aufsätzen  noch  verschiedene  einzelne  Erscheinungen  der 


lendet  werden ,  und  enthält  eine  ganz  ailgeroeiu  verständlich^  Ab- 
-handlung  von  dem  schon  durch  mehrere  in  dieses  Fach  schla- 
gende siebOM' Aybeitefi''«iBrhr'V#riliiie\ihi^  bekaimtefi  Herrn  Br.  R. 
Clausius  in  Berlin,  worin  derselbe  eine  sehr  intereMiM^ 
Uebersichtliche  Darstellung  aller  in  das  Gebiet  der 
meteorologischen  Optik  gehörenden  Erscheinungen 
geliefert  hat,  durch  welche  der  eine  Zweck  der  Zeitschrift,  neben 
streng  wissenschaftlichen  Arbeiten  nämlich  auch  mehr  populär 
gehaltene  Aufsätze  zu  liefern,  gewiss  auf  eine  die  Liebhaber  der 
meteorologischen  Optik  vollkommen  befriedigende  Weise  ausge- 
sprochen werden  wird ,  was  bisher  noch  nicht  so  vollständig  mög- 
lich war,  wie  der  Herausgeber  wohl  gewünscht  hätte.  Diese  ein 
ganzes  Heft  ffillende  Abhandlung  des  Herrn  Doctor  Clausius, 
welche  zugleich  als  ein  Elementarlehrbiich  der  ganzen  meteorolo- 
gischen Optik   betrachtet    werden  kann,    hätte  eigentlich  an  die 
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Spitoie  der  i  Zettscbrift  ge^^ilt  twmriem  (wNenf,  4m  mmmtif^ekk-^B 
Krelq  Tob  Erscheinoo^'»'  iseharf  beithnnif  und  Bbgifkaür  ini  w>A 
chem  sich  die  Zeitschrift  zu  bewegen  haben  wird;  fHlher'alif  JelU 
dieselbe  zu  liefern,  war  aber  leider  nicht  mSglich,  da  dieselbe, 
obneven  der  Schwierigkeit  der  Abfiiissuii8p<  >la  redeiiv;  aucH  die 
Herbi^ohalluDg  eines  grossen  IMeVitriiebea  Apparats  cMorderte.  i 

J^  mehr  der  fioraUsgeber '  iili  lÜiöredie  dipr  Wissenschaft 
wiinäcbt,  diese  ZeUscbiift  ihren' ^wecvelmm^r  näher  zu  ftihrei), 
Üdhio  (Iringf^nder  richtet  er  hi^r  libehmals'  an  alle  Liebhaber  der 
meteoTologisch^ti  Optik  (Tie  Bitte',!  ihn  din-ch  Beiträge  Jbei  der 
Herausgabe  der  Zeitschrift  zu  |anferst{Qt2^en;  insbe^öl^^ere  abet 
Hfln^eht  er  aueb,  d^m  ihin  dus  alleri  jGregenden  genaue" B^f^hrei- 
bangen  merk  würdiger  in  der  Atmöspbärie  Torgekommener  optie^cher 
Ert^chemyngen ,  und  Benfierkungen  Ober  das  Verhältnisse  in  wcjl- 
chem  (tieg^eUiea  vielleiciLt  zu  ahderen  meteorologischen  Erscheinuii- 
gen  go^tunden  haben,  ?4ir  Veruffentlichun^  in  der  Zeitschrift  mit- 
getheilt  werden  mrichten;  und  sind  aucb  Ireilich  eenaäe  Messun- 
t^en  immer  sehr  w  il  n^ch  ans  wert  h»  so  dürfen  sich  aoch  Liebhaber^ 
die  mit  genauen  Me^^s Werkzeugen  nicht  verseheii  sind,  dadurch 
nicht  von  der  Mittheilmjg  ihrer  BeobachVillJhgen ,  unBf  Wanrnebmiin- 
gen  abhalten  Jansen,  weil  auch  diese  wetiiger  vollkotnnienen  Bc^ 
baebtun&;ert  t^chr  dankei^swerthe  Baiiisteine  zur  immer  solideceti 
AuffCtiirung  des  Geb^udefi^  dier  meteifrofö'gischen  Optik  und  der 
nieteorologie  überhaupt  'liefern  irerden.  '  Möglichst  getiäüe  Zeit- 
angaben, zii  denen  em  Jeder  (lir  den,  liier  zii  erreichenden  Zweck 
immer  bmreichend  ausgerüstet  sein;w!r4'»  dOtfen  riatitrllch  nie 
unterlassen  werden.  -   »  :    '  .      G:\ 

■u.\    '  .  •      ;■  .      .  ...■.;        :.: 

'    ''    ••      '  '•■  ii  *  "i  L     /.     ' .      '    ii ,'.'.'    - .'       -  .'  V     1  ';     ;■  ■       .      I 

'^    Vnn  ffertn'Q'üetelet  in -Brfls^d  sind  neuei1ieh*dle  folgen^ 
d)^n-ffttet(es8aht(»n  Scftt^eii  ^scMen^]  die  tetiier  eines  Auszogii 


hier  nidM  fähig  «And;  ab^t  die  Beachtttng<  der<Le6er  des  Archivs 
t^cht'seUr 'trerdlt^tttin:-  "  '->;  '■    '•    '' •    -•  =  <  >'•'    '' •    f    •'         '  ■  •'•• 

..,.  $ur    le    Glimat    de    la  Belgiq'ue    par    ^.    Qnetele.t. 
Tr^iAUmeiit^^rtie.    Dei  r£leötricit^  de  Täir.  vBruxelles; 

j4h:4w:.;  ..„^^:^^/. *;.•'/...;.,,  /., ;:.... ,   ..• 

fHili-    r-'     !-'.,•        *       1'»:  '•  :.      i   iiil»    f.    ■     '        ••'»    i\<  .'    •   r-'i.'    .1 

r!    OliaerV.ali 0118    des   PMAomf^oes  ip^rio4lques    en 
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Termisclite  Schriften. 


Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (8.  Literar.  Bericht  Nr.  LH. 
S.  727.) 

Jahrgang  184^.  I^fip)-  9lid^  Juti-Hefl.  S.  1.  Doppler: 
Ueber  eine  Reihe 'markscneideriscner  üecliäationsbeobaclitungen 
aus  der  Zeit  1735  —  1736.  —  S.  9.  Stampfer:  Commissions- 
bericht  über  die  Art  und  Weise  der  Veröffentlichung  der  Resul- 
tate der  Vermessungen  des  Oatasters.  —  S.  19.  Jelinek:  Bei- 
trag 2ur  Theorie  i^e^  kri^jnisftf^u  ^ini^n.(..(Ein  interessanter  Aufsatz 
ßbftr.  g^vF^sse  kji^m/tXifviea,',  aqf  fYgfil^^.Henr.J^iinekidurcilbdi^ 


nach  Anjgabe  des  Hei^rOi;  p.irectors  Kfeil  constrpivte  ui^d  bereits 
ii^'.Tblitigkflit  befindliche  Ai^en^ometer  getQbrt  wiprden  ist).  -^ 
S^.^  BAnnigartaer:  Ver^iHrbe  über  de^  elektrischejs  Leitungs- 
ni4fystand  der  ßrJe^  ;r"  *?•  ^0*  'P|crre:'  liiJeber  :Ve|rsuche.  die 
l|ijdxaal3pannung  derUämptci  ,ts  der  Luft  zu  bestimmen«  -77  S.  3^. 
Bi^umg^rtuer:  Vorsc^jajg  «li  (Crj^ilV  Uebersetzung ^  „UebeE 
den  Nutzen  .der  MeteproJogi|e."  — .  ^5^40^  Zmurko:    Zur  Int^ra"; 

"^in  irrationaler  unq.goniomotrischer  Differeiiticilfofin^ln ,  S.  ßß, 

CQnimisßioqsb<9|ri«ht:.j]ber;  Dr.  .PoUak*s  mathematiscba  Notep,;.-^ 
S-^i^i^v  Ryll:  Apn4fid!ui^  über  d\fi ^ISfkiimi^  der.  Ius«recn^mig 
jflTiirljMtzung.).  —  S.  ,130.  Schcottßr;  XJl^^W^roqke«  n^ete^^^pr. 
mgfscbe  Instnimenle.;  (Es  smd^ieA,registi;n-ende,nietebrolpg|f^(*l^f 
l^trui^ent^/welcb^  s^hr  ausgezeit^iiev  «V^n  HüpVen.)/ -«  „., .  ^  ,., 
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NECROLOG. 


'  Der  ii<idftsfi^en(fe  Necrolog  t^t  litis  von  delf  Steiner'schefl 
Baehbattdhing  ?n  'Winte'rthur  öTure.  An<^be  seines  VeifAs^eW^ 
zugesanat  uiid  der  Wunsbh .  ausgei^pi'^ctrctt  woMen ,  ins»  ^  iii 
daA  Archiv  der'  Mathematik  und  Physik -au^enomnien  werd^ 
mO^&^e.  Wir  enfsprecheTi ,'  die  san^s^  uns  gem^tii  Ij^ttbetlqifg 
woi-tlichaofii^hmeiid,  diesem  Wunsche  um  sq  Keber,  jis  aüfrlcÜ^ 
tiger  wir  selbst  den  so  zeitigen  HTntHtt  einest  Mathemarike^9  h^ 
kfa^en^  dvssen  änssrezeidhnete  Verdienste,  namentlich  um  die'Ge- 
metrle,  von  uns  im"  Archiv  stets,  freiidi<^st  anerkannt  worden  sind, 
wie  den  Lesern  des»4e!beti  gewisi^  rtoch  etifinerlldb '  i^ein  wirdl 
Jedenfalls  wfirde  Adams»  t*-«nn  er  iSfnger  Ji^lebt  hätt^»  der  wei- 
leren  Ausbifdiin^  dei'  ^eometne,  und  üür  so  sehr  zu  wünschen- 
den itnmc;i'grll^senifl)»iiiitznhg'dei;  ntefüen  Erobeniligeil  ^(i^rdte^eiA 
F^tde  h^\  dem  Uiiterriciite  auf  Schulen,  noch  s^br  gen0tzf«Mi4it^ 
und  sein  früher  Verlust'  in  derBlOthe  der  Jahre  Ist  daher  auTrieh^ 
tigst  zu  beklagen. 


Cari  Adams. 

Die  mathematische  Wissenschaft  hat  jüngster  Tage  einen  Ihrer 
eifrigsten  Vertreter  verloren,  tnilvm  Cari  Adams,  aus  Rhein- 
preussen  gebürtig,  Lehrer  an  der  Gewerbsschule  in  Winterthur, 
am  14.  November  1849  einem  hitzigen  Nerveniieber  im  kaiun  vol- 
lendeten 39.  Lebensjahre  unterlag. 

Wenn  uns  im  Allgemeinen  Schmerz  befallt  beim  Hinscheiden 
eines  noch  so  jungen  Mannes,  so  wird  unsere  Trauer  zur  weh- 
muthsvüllen  Klage,  wenn  wir  mit  dem  Hingeschiedenen  einen 
Schatz  von  schonen  Hoffnungen,  eine  geistige  Kraft  in  die  Grabe 
senken  sehen,  deren  längere  Wirksamlceit  Tür  die  Nachwelt  von 
segensreichen  Folgen  gewesen  wäre.  Dies  gilt  von  dem  Heimge- 
gangenen im  vollsten  Maasse,  und  zwar  nicht  nur  von  seiner 
Amtsthätigkeit  als  trefflicher  Lehrer,  sondern  vielmehr  von  der 
treuen  Pi^ge,    mit  welcher  er  seine  Wissenschaft  umfing.    Voq 
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dflr.NatBr  mit  aiiflg«a^c|i9attti.Ciii^^8^^  au^gjMii^t^tf 

mit  tiefer  Ki»iitlii8a'8eiA«sRacbe0,:b^«.iQr  eic|i  »^ .  «chdpi^n  A»Ct. 
gftb«  gemacht k:  eeiae  Kraß  -«inem  Zwäjge  der- Wi^sensobalt  «u^ut 
weddeB».  «rlrfdM  leider  dwcli  eioeeinefritige  Gtttiw  dpi;  grMi^en 
EBldeciuiiigei]  de«  .17..«md  .!&  Jabrbuodelfte.  alt^ulapge  vc^rnaebr. 
laeeigt  wordeft  iBt«  nemlich  der  ßulclidiacfccKii  tieeoM^ie»  >V^ 
entfernt  abev  -^  Ifte  dies  seith^  ko  eft  se^chab.  -riin  ie)ner.idkl%^ 
viseben  Naidbahroung  des  grossen  «iecbiecbeo  Meisters  od^r  ia 
einer  Relerm  «eilier  Methode-  das  Hell  fiir  die  Scbule  uiul  die. 
Wis^enseiiaft ,  aa  flnden»  richtete  er.  mit  aeltenera  KrfpJgn  sein 
Sirdben,  dabin»  au  aeigeu,  dass  die  eut(lidie«b((  Georoetriet-  ifuifre 
LebMIkraft geatig  Ivibe,  uai  siob. iselbstMtod^  /auf. den  Uebepuidit: 
za<  höben»  auf  lye^eben  man  dieselbe  nur  ducfll  das  fleme&t  -der 
Algebra  heben  zu  k&nnen  vermeiate.  Dieser  leitende  Gedanke; • 
welcher  den  Verstorbenen  mit  der  vollsten  Klarheit  durchdrang. 


Etitv^lckelung 

Anforderungen  der  Zeit  notliwendig  geworden  sei.  Beseelt  von 
dötn  Bewusstsein,  daäs  diese  Reform,  wenn  sie  znm  segensrei« 
eben  'Res|i)tateiflh^'n. sollte,  mit  der  grössten  Sorgfalt  vorgenonl* 
men  werden  müsse;  und  mit  dem  festen  Entschlüsse ,  das  peinige 
zu  Erreichung  dieses  schönen  Zieles  betzutragen,  unternahm  er, 
einzelne  Partieen  der  Geometrie  nach  der  oben  ausgesprochenen 
Grundansicht  zu  bearbeiten. 

.  Den  Anfkns  machte  er  mit  setner  ,,  Lelire  von  den  Transver- 
salen^' (Wirfterthur'  bei  Steiner  1843)  und  sicherte  sich  mit  diesem 
ersten  Auftreten   deh  Ruf  eines  selbstständigen  und  Scharfsinn?-' 
gen  mathematischen  Schriftstellers,  der  es  trefflich  verstand,   ü^r^ 
auf  dem  .  Uebeming    von  den  Elentenfeii  ine  weitese .  Gebiet  der 
geoflratriscfaen  Forschung  liegriftHiea  Jugend  jene  schuäeA  •  und) 
neuen  TbeorieeB*  Evgänglicb  iza  maolMA.    Sdbst  int  nMria.nkaeUe^. 
diese  Arbeit ; Aufsehen  ^  und  ftjad  besonders  bei  eini|fen  Pffofesfao«! 
ren  der  ^cole  oenlrale  einen  sclcben  Beifall  y.  dass  em  ehemaliger 
Schüler  von  Adams ,  welcher  dort  studirte,  mit  einer  Cebersetzung 
derselben  beauftragt  wurde,  deren  Erscheinen  wir  von  der  näch- 
sten Zukunft  erwarten  dürfen. 

Das  Jahr  1845  brachte  uns  den  ersten  Theil  seiner  „harmo- 
nischen Verhältnisse'',  ein  Werk,  welches  den  deutlichsten  Be- 
weis giebt,  wie  tief  der  Verfasser  die  Bedurfnisse  erkannt  und 
wie  sehr  er  der  geeignete  Mann  war,  denselben  abzuhelfen.  In 
Verbindung  mit  der  zuerst  erwähnten  Schrift  lag  nun  die  ganze 
Bedeutung  der  Richtung  vor,  welche  Adams  im  uebiete  der  Geo- 
metrie eingeschlagen  wissen  wollte;  es  lagen  zwei  klar  ausgear* 
beitete  Partieen  der  Geometrie  vor^  die  besonders  im  Gebiete 
der  angewandten  Mathematik  (z.  B.  Optik)  zum  Theile  schon  eine 
Rolle  efieleii,  und  noch  eine  wichägere  Rolle  spielen  meiden. 
Schade,  dass  der  zweite  Theil  dieses  Werkes,  weücbet*  idle*  littl- 
monischen  Verbältnisse  des  knrperlichen  Raumes  und  eine  aus- 
fahrliche  Theorie  der  Kegelschnitte  enthalten  sollte,  bis  jetzt 
nicht  erscheinen  konnte,  indem  der  Verfasser  von  anderer  Be- 
schäftigung abgezogen  wurde,  denn  schon  im  Jahre  1846  erschie- 
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nettmeAoe  „iMfkwMtnfttt'Bigens  de«  gwadliaigeii  Drei- 

etkä^f'  eine'ScMfl^  weiofae  »Mb -selbst  niteht  als-elD  blosses  emi 
oimm  anldimllgty  etwa*  eis  üebangsstöff  des  c^eoinetriScbeB  Scharf- 
gifines'^U'  lhrMbiDaselii''ben»ebtigt;  ^oftdemdie  vMHiehr  mitheUM 
still  >  und  käntt»'  ein  vdllBländises  mid  abgerundetes  (System  der 
Qedmetrit^^im  «rii)r»gt*f<^eri. '  t^cbt  ohne  «rossen  -fieMall  an  etnien, 
ei»delii^ti<  im 'gleichen  Jabr  eine  neue  AnflBsung  des  Malfattisdien 
Probiems,  weicb^  vor  allen  andern  Msber  beluinnten  AuflusiiMen 
Aäk  anm  Voraus  battev  dass  sie  die  Ausdrücke  leiebt  und  fasslieh 
darstellte;  Welche  Malfatti  selbst  hinterlassen  batley  und  welebe 
setbtrt'  von  den  scharfeinnigsten  mathematischen  Forschehi  verge- 
beM  tdäraustellen'  versdciit  worden  waren«  Eise  noch  fasslichere 
Ait'HiT^ung  diesem  ProblemM  findet  sich  im  Programm  der  Wintev* 
tburer  Cweweripsschüle  von    1S48.  •      ' 

I  j,  Wena  dlej^e  gen*annten  Werke  de.-«  Versloibeneff  sehoo  die 
Aliitnerk^miikeiC  (tur  matlieroati lachen  Welt  auf  ^ich  gc|2|söge|i  bat- 
teil ,  so,  geschah  die^  jedoch  noch  in  ^veit  höherem  Maasse  durch 
sein  neuesten  Werk  ^^Geonictrkche  Aufgaben  mit  besonderer  Rück- 
£:i<;bt  auf  geiniietrlf^che  Construction'';  worin  die  ausgespröcbeae 
Tendenz^  in  ihrer  vollen  Bcdeutuni;  an  den  Tag  tritt,  j. und  .woris 
die  g^j^H^e  Kraft  de^  Verrassers  m  ibrem  hellsten  Lic^^P  strahlt. 
Diese  Autgaheneiammlun^;  hirgf  unter  ihrem  h^scheiaenen  Titel 
einen  ^vahrhaft  ^rnldenen  Kern  fdr  die  Wi^seniscbaft»  und  sichert 
dem  Beinieeirangcnen  unsterblichen  Nachrulim  in  den  Anualen  der 
HathematiL  Nicht  nur  wird  jede  andere  ähnliche  Sammlumx  durdh 
sie  iibetflflsäiig ,  sondern  f s  öffnet  sich  durch  sie  dem  sludireaden 
Jünsliage  ein  Gesichtspunkt  der  Wissenschaft ,  der  nur  von  den 
vortn eilhaftesten  Folgen  für  ^ie  andern  Zweigte  seines  Studiums 
seii^  kanii.  I 

£s  konnte  unsere  Absicht  nicht  «ein,  eine  ausföhrlicbe  -Kritik 
der  iWr erbe  innseres  btngesdhiedeoeii  Freundes  z»  liefern ;- aber  aa 
seineni  frischen  Grabiiigel  konnten  «wir  es  uns  nickt  »vereiden »  aas. 
und  den  Freundeni' des  Heimgegangenen  in  Deutsdihina  vor  di» 
Seele  an  rufen,  wa^  und  wen  wir  In  Adams  verlöten.  ,  >  i.    . 

.'   FrTe(te,.l^riede  seiner  Asche! —  ' 


»  i'":.<i  ..     1 


•.»•'.■        ..i'.     •     i     ':'..'       ..  ./   ,  .    j       ..■  .     I  .  .    . 

• ' ;  •  «  .  i      -  I 

Ä.;»  •■»    M    ,      I.  .  ,  ,      ..      ... 

er.  Nr..  WI.  S;.  721,  Z.  17.  v.  a.  (im  T««*)  •.  im 
„kei'lrtjdeo."  «te  „beschäftigt."     ,  ,| 
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iSysteme«  Iiehr*  und  IBiTSrterMclier. 

Tatcheobuch  der  Mathematik  oder  kürzester  Weg 
zur  Erlernung  des  Wesentlicheo  derselben,  zum  Ge* 
brauche  für  hilhereScbulanstalten,  Beamte»  Techuiker 
ete.  von  Dr.  C.  finzroann,  mit  einem  Vorworte  von  Dr. 
G.  A.  Jahn.  Dresden.  1849.  8.  1  Thlr.  15  Sgr. 

Die  ganze  sogenannte  reine  Mathematik  bis  incl.  zur  DilTeren- 
tial*  und  Integralrechnunff  in  Taschenbuchformati  Diese  Schrift 
hat  daher  eine  ganz  ähnliche  Tendenz  wie  J.  J.  v.  Llttroiv's 
schon  im  Jahre  1838  berausgeeebene  Kurze  Anleitung  zur 
g'esammten  Mathematik,  die  den  Leserin  des  Archivs  wohl 
bekannt  sein  wird.  Vergleichen  wir  aber  beide  Bficher  mit  einah-'' 
der,  so  roflssen  wir  doch  der  Schrift  von  J.  J.  v.  Littrow,  die 
i^i  ihrer  Sphäre  wirklich  mit  Geist  verfasst,  und  in  einer  überaus 
einfachen  und  deutlichen  Sprache  geschrieben  ist»  ja  selbst  auch 
in  streng  wissenschaftlicher  Beziehung,  z.  B.  in  der  Integralrech- 
nung, manche  nicht  uninteressante  Bemerkuneeu  enthält,  oei  Wei- 
tem den  Vorzug  geben.  Wir  glauben  daher,  dass  das  vorliegende 
Buch,  da  schon  eine  In  ihrer  Art  gewiss  sehr  ansprechende 
Schrift  von  ganz  gleicher  Tendenz  eiistirt,  ohne  sich,  so  viel  uns 
wenigstens  bekannt  geworden  ist,  besonders  Bahn  haben  brechen 
zu.  können,  immerhin  hätte  ungeschrieben  bleiben  können ,  wenn 
auch,  der  Wille. de^  Herrn  Verfassers  gewiss  gut  gewesen  ist. 
Üeber  die  gewählte  Art  der  Darstellung  wollen  wir  mit  ihm  bei 
einer  solchen  Schrift  nicht  rechten;  gewiss  ist  aber  bei  einer 
Schrift  wie   dieser  der  Gebranch  so  vieler  ganz  ungewöhnlicher 
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Zeiclien,  z.  B.  S.r,  So:,'  Tx,  lar,  Sc.x,  Qcx  respective  statt 
siDor*,  coso:,  tangor,  cotx,  secor,  coaecjr,  ferner  6  atatt  des  ge- 
wöhnlichen Differentialzeichcwi«  d,  wobei  der  Herr  Verfaniier  doch 
auch  hätte  bedenken  sollen ,  daas  6  in  der  Mathematik,  nämlich 
in  der  Variationsrechniini!;,  schon  eine  ganz  andere  allgemein  re- 
cipirte  Bedeutung  erbalteti  hat,  sehr  am  unrechten  Orte  angebracht. 


A  r  1 1  b  mie  t  i  k. 

Die  Arithm.eUk  und  Algebra  ffir  den  ScbuU  aad 
SeJkstttn.teri!ielit  bf  arb^itel  von  Karl  Koppe»  Profes- 
sor und  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Soest  Zireite 
umgearbeitete  und  durch  zahlreiche  Aufgaben  ver- 
mehrte  Auflage.  Essen.  1849.  8.    '27  Sgr. 

Dieses  empfehlenswerthe  Lehrbuch,  so  wie  die  mathemati- 
schen und  physikalischen  I^ehrbficher  des  Herrn  Verfassers  über- 
haupt, ist  aus  seioer  ersten  Anlage  bekannt  genug,  und  bedarf 
desnaib  keiner  neuen  Empfehlung.  Es  umfasst  alle  diejenigen 
Lehren  der  Arithmetik  und_Algebra.  mit  Einschluss  des  ßinomi- 
sehen  Lehreratzes,  der  Combintttfonslebre,  der  unbei^minten  Ana- 
lytik u.  s.  w.,  welche  auf  höheren  Unterricfatsanstalten  iH>rgetra- 
gen  zu  werden  pflegen,  m  ziemlicher  Ausftlbrilchkeit,  und  wird 
wegen  sielner  deutlichen  Darstellung  und  zweckmässigen  Anofd« 
nung  bei'm  höbern  mathematischen  Schulunterrichte  gewiss  mit 
Mutzen  als  Lehrbuch  zum  Cürunde  gelegt  werden. 

Exercices  et  problemes  de  calcul  diff<$rentiel  et 
integral;  ouvrage  traduit  de  fanglais  par  M.  Ltfonce 
Clarke  et  dädie  a  M.  Augustin  Cauchy.  Premier  cahier. 
In  8^.  1849.  Prix  1  fr.  50  c. 

Wir  hoffen  nächstens  dieses  Werk,  weiches  wir  jetzt  nur  dem 
Titel  nach  anzuzeigen  uns  begnügen  müssen,  um  es  bald  zur 
Kenntniss  des  deut:«chen  mathematischen  Publikums  zu  bringen, 
besonders  zu  besprechen. 

Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Differential-  und 
Integralrechnung.  Von  L.  A.  Sohncke,  ord.  Professor 
an  der  Universität  zu  Uaile.  Halle.  1850.  2  Thlr.  8. 

Wir  beeilen  uns  das  Erscheinen  einer  Schrift  anzuzeigen, 
welche  einem  wirklichem  Bedürfnisse  in  sehr  ^nügender  Weise 
abhilft.    Denn  wenn  u-ir  auch   schon  mehrere  Beispiel -Sammlun- 

Sen  zur  Differential  •  und  Integral- Rechnung  besitzen,    so  genü^ 
och   keine  dieser  Sammlungen   Insofern  hinreichend,    dass  sie 
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nebeo  ForzdglicIieT  Aoi^^gang  xnm  Nacbd^enken   a«|ch  vQll3t<p4v 

gSDug  sei,  um  dem  ADtänger  in  der  Differential-  und  lft«gra(- 
ecbnung  eine  hinreichende  Uebung  im  Caicul  und  dessen  An- 
wendung in  der  Theorie  der  krummen  Linien  und  krummen  Flä- 
chen zu  gewähren.  Beiden  Anfordern n{;en  genügt  aber  die  vorliegendf» 
Schrift  nach  unserer  Deberzeueung  in  ausgezeichneter  Weise,  wie 
schon  die  folgende  Angabe  ihres  Hauptinhalts  beweisen  wird: 
L  Diflerentialquotienten  der  ersten  Ordnung  expliciter  Functipnen 
einer  Variablen.  IL  Independente  Darstellung  der  Differential- 
^otienten  höherer  Ordnung.  III.  Differentiation  impliciter  Func- 
üooen  mehrerer  Variabein.  IV.  Anwendung  der  Differentialrech- 
nung auf  die  Auswertbung  unbestimmt  erscheinender  Ausdrucke.. 
V.  Anwendung  der  Differentialrechnung  auf  die  Bestimmung  der 
Maxiroa  und  Minima.,  VL  Anwendung  der  Differentialrecnnung 
auf  Geometrie.  VlL  Integration. algebraischer  irrationaler  Functio- 
nen. VIII.  Integration  algebraischer  rationaler  Functionen.  IX.  In- 
tegration transjcendeoter  Functionen.  %.  Integration  zwischen  be: 
stimmten  Gränzen.  XI.  Anwendung  der  Integralrechnung  auf  Gepr 
metrie«-«-  Wir  haben  uns  beeilen  zu  müssen  geglaubt ,  .alle  Lahrer 
der  hriheren  Analysis,  und  alle  Anfanger  in  dieser  Wisseuschaft, 
welche  beabsichtigen»  sich  in  derselben  fester  zu  setzen  und  sich 
eine  tvlchtige .Uebung  im  Differentiiren  und  Integriren  zu  verschaf- 
fen, auf  dieses  gewiss  sehr  nützliche  und  dem  Unterrichte  in  der 
Analysis  gewiss  sehr  forderliche  Buch  aufmerksam  zu  machen^ 
und  empfenlen  dasselbe  nochmals  zur  sorgfältigsten  Beachtung«  . 

.  Die  Vortheile  der  Lebens-Versicbernngs-Bankei^ 
Durch  mathematisch  genaue  Berechnung  nachgewie- 
sen an  der  Lebens-  und  Pensions-Versicherungs-Ge- 
Seilschaft  Janus  in  Hamburg.  Zusleicb  eine  Aufgaben- 
liammlung  über  Zinseszins-,  Sparkassen-  und  Renten^ 
rech nuog.  Von  Dr,  August  Wiegaod.  Halle.  1849.  8.  3Sg^ 

Eine  zwar  nur  kleine,  aber  mancle  Belehrung  darbietende 
Schrift.  Unter  mehreren  Banken  giebt  der  Herr  Verfasser  dem 
Janus,  nach  angestellter  Vergleicbung  desselben  mit  jenen,  den 
Vorzug. 


Oeometrie. 

Crundzü^e  einer  wissenschaftlichen  Darstellung 
der  Geometrie  des  Maasses.  Ein  Lehrbuch  von  Dr.  Os- 
l^ar  Schlömilch,  Professor  der  hSberen  Mathematik 
und  Mechanik   an   der  technischen  Bildu^gsanstalt  zu 
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Dresden.     Erster  Theil.     Geametrie   der   Eben«.     Mit 
fflnf  Fl^ureatafeln.    Eisenacb.    1849.     8.    1  Thh*. 

Der  Herr  Verfasser  bat  in  diesem  ersten  T  helle  d^s  voffir- 
genden  Werks  ein  sehr  ansprechendes  Lehrbacfa  der  sogenannten 
ebenen  Geometrie  und  der  ebenen  Tric^onometrie  in  „organi- 
scher Gliederung^'  und  nach  »»heuristischem  Gedanken- 
gange''  geliefert,  in  welchen  beiden  Beziehungen  er  in  der  Vor- 
rede sein  Buch  den  nach  euklidischer  Methode  rerf^s^ten 
Lehrbüchern  gegenüber  stellt.  Wenn  denkende  Mathematiker  det 
nach  eüklidiscner  Methode  verfassten  Lehrbücher  zu^reHen  beson- 
ders rühmend  gedenken,  so  haben  dieselben  dabei  ^obf  wenit^er 
diese  Methode  an  sich,  als  vielmehr  die  dnrch  dieselbe  unzweifel- 
haft erreichbare  und  wirklich  erreichte  grosse  mathematische 
Strenge  tind  Evidenz  Im  «Sinne,  ohne  damit  geradezu  in  Abrede 
stellen  zu  wollen ,  dass  eine  solche  Strenge  auch  auf  anderem  Wege 
erreichbar  sei.  Wenn  nun  der  Herr  Venasser  in  der  Vorrede  eine 
et^a  zu  ziehende  Parallele  zwischen  seinem  Vorliegenden  Buche 
und  dem,  wie  er  meint,  eine  gleiche  Tendenz  verfolgenden  Lehr- 
buche  der  GeometHe  von  iL  Snell.  Leipzig..  1841.  (M*.  s. 
Literar, '  Ber.  Nr.  II.  8:  29.)  entschieden  zurückweist,  so  geben 
wir  ihm  darin  vollkommen  recht ,  sind  jedoch  der  Meinung,  dass 
•ine  solche  Zurückweisung  für  urtheilsfahige  Mathematiker  ganz 
unnOthig  war:  denn  wer  beide  Bücher  kennt,  kann  unmöglich 
vetsucht  weraen,  eine  solche  Parallele  zu  ziehen.  Herrn  Schlo- 
nllch's  Buch  ist,  mag  es  immerhin  nicht  der  sogenannten  enkfi« 
dischen  Methode  in  ihrer  Form  huldigen,    doch    ein   völlig  stren- 

Sis  und  dabei,  wie  schon  erwähnt  worden,  in  sehr  ansprechender 
arstellung  verfasstes  Lehrbuch ,  das  man  aber  nicht  nach  Tisch, 
auf  dem  Sopha  liegend,  lesen  kann ,  sondern  das  Nachdenken  er- 
fordert und  zum  Nachdenken  anregt,  was  bei  einem  Lehrbuche 
immer  mit  eine  Hauptsache  ist;  was  Herrn  SnelTs  Buch  ist, 
wollen  wir  hier  nicht  weiter  aus  einander  setzen,  aber,  ohne  des- 
sen Herrn  Verfasser  im  Geringsten  personlich  zu  nahe  treten  zu 
wolleRji. müssen  wir  doch  wenigstens  so  viel  bemerken,  dass  durch 
dasselbe,  gewiss  Niemand  ein  Geometer,  d.  h.  zur  selbstständigen 
Führung  einer  geometrischen  Untersuchung  befähigt  werden  wird. 
Wir  wiederholen,  dass  das  vorliegende  neue  Lehrbuch  der 
ebenen  Geometrie  und  ebenen  Trigonometrie  eine  sehr  gute,  ans 
einer  selbstständigen  Anschauung  der  Wissenschaft  hervorgegan- 
gene Darstellung  der  beiden  betreffenden  Disciplinen  liefert«  das  wir 
mit  grossem  Vergnügen  gelesen  haben ,  und  aas  sich  gewiss  viele 
Freunde  erwerben  wird,  selbst  auch  bei  seiner  grossen  Deutlich- 
keit und  einfachen  Darstelinngsweise  zum  Selbststudium  empfoh- 
len zu  werden  verdient,  wobei  noch  besonders  hervorgehoben  wer- 
den muss,  dass  es  auch  eine  ziemliche  VollständieKeit  erstrebt» 
und  in  manchen  Partieen  weiter  geht  als  andere  derartige  Bücher» 
indem  es  z.  B.  auch  die  ebene  Polygonometrie  in  seinen  Kreis 
gezogen  hat,  und -auch  die  Constructmn  des  regulären  Siebzehn- 
ecks lehrt,  auch  manche  Aufgaben  und  Betrachtungen  heranzieht, 
die  sich  in  andern  geometrischen  Lehrbüchern  nicht  linden.  Wir 
empfehlen  daher  dieses  neue  Lehrbücli  der  Beachtung  der  Leser 
unserer*  i^eltschrift  recht  sehr  aus  vollkommenster  Ueberzeugung, 
und  ,  >%MlKs6hen ,  dass  der  Herr  Verfasser  uns  recht  bald  mit  der 
l^fifrts^tzung  erfreuen  möge. 
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Lehrbach^errfeserlptiTenGeonetrle  Ton  T.Franke; 
Dr.  phil.,  Professor  an  aer  tecHnisicheii  Blldminainstalt 
XU  Dresden.^)  Erstes  Heft.  Die  Darstellung  des  Pank« 
te«,  der  Linie  and  der  Ebene  uach  der  Parallel^Pro* 
jeettoii.  Mit  aelit  Taf.  in  Qrt  Leipzig.  1849.  &  ift^^Ä  »gr. 

Die  deutsche  Literatipr,  wenn  auch  ia.pieuerer  Zeit  mehrere 
Werke  über  descriptive  jUeometrie  erstibienea  sind,  was  bei  der 
grossen  Wichtigkeit  dieses  Gegenstandes  fiir.  die  Technik ,  welche 
mit  Recht  auch  bei  hrs  immer  mehr  anerkannt  wird ,  nicht  anders 
sein  kann,  ist  nicht  gerad|$  sehr  reich  an  aolchen  Werken «  wenig* 
Steps  jedenfalls  nicht  so  reich  wie  di^  franaosische  Literatuif  und 
jede  neue  Erscheiaung  auf  diesem  Gebiete  verdient  daher  Dank, 
oo  auch  die  vorliegende  verdienstliche  Scbrilt;.  Mit  Recht  bemerkt 
der  Herr  Verfasser  in  der  Vorrede,  dass  die  descriptive  Geome* 
trie  zwar  in  ihrem  dermajigen  Gewände  allerdings  die  Regeln  um<* 
fasse,  nac'n  welchen  Linien  und  Flächen  nrit  Hjülfe  der  Projection 
Sich  darstellen  lassen,  damit  aus  der  Projection  die  wahre  Be- 
schaffenheit oder  äussere  Erscheinung'  dem  Gesichtssinne  zuge* 
fiphrt  werde,  dass  aber  allerdings  die  Methede  der  Protection  einer 
höheren  Auffassung. fsLhlg  sei,  zufolge  welcher  ihr  Zweck  darin 
bestehe,  aus  den  Wahrheiten  der  elementaren  Geometrie  der  Ebene 
und  des  Raumes  heraus  die  Eigenschaften  der  gesetzmässigen 
Raumgebilde  organisch  zu  entwickeln»  sonach  iie  elementare 
Geometrie  in  nothwendiger  Schlus^Tolge  fortzubilden.  Sie  leite 
Im  Altgemeineo  w  demselben  Ziele,  :wie  die  analytische  Geome- 
trie; denn  der  Veränderung,  welche  diese  mit  ihren  Gteichungen 
▼ocnehme»  entspreche  die  Zeichnung  der  graphischen  Methode» 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Bedeutung  jener  Veränderung, 
wenn  sie  eine  geometrische  Wahrheit  enthalte»  in  die  Sprache 
der  Geometrie  zu  übersetzen  sei,  während  die: graphische  Methode 
das  Liniengebllde  oder  dessen  Veränderung  ^acn  Lage  und  Gestalt 
dem  äussern  und  innem  Sinne  zur  unmittelbarem  Apscbauung  bringt» 
und  daher  auf  einem  geraden  und  tischten  Wege  zum  Ziete  .fähre. 
In  diesem  Sinne  beahsichtigt  der  Hcnr ;  YerfeMSser  die  gapze  de- 
scriptive  Geometrie  in  dem  Werke ,  dessen  erstes  Heft  uns  jetzt 
Torliefft,  au  behandeln,  und  je  mehr  wir. selhsl;  von  der  Ricptif^* 
keit  oieser  Au ffassungs weise  überzeugt  sind,^  durch  welche  alk^ 
die  descriptive  Geometrie  zur  wissenschaftlichen  Methode  erho- 
ben wird  und  nicht  bloss  eine  Dienerin  dej?  Technik  bleibt:  desto 
mehr  empfehlen  wir  dieses  neue  Werk  Qbßr  de^ciipüve  Geometrie 
den  Lesern  des  Archivs  zu  sorgföiti^er  Beachtung.  Das  vorli^* 
|;ende  erste  Heft  enthält  nach  efniDr  Einleitung  den  Punkt,  die 
gerade  Linie,  zwei  Gerade»,  die  ßbene,  die  Ebene  und 
Gerade,  zwei  Ebenen,  d»s  kurperliche  Dreieck,  neue 
I^age  der  Projections-Ebenen,  nenel^agj^  ^cis  Punktes» 
der  Geraden  und  der  Ebene*  Man  wird  au^  dief»er  Inb^dts: 
angäbe  die  systematiacheAjaoiCdnnng  des  Gana^n  und  di^,;awft'die 
.analytische  ueometrie  genommene  Beziehung.  7-«  indem  z.  B.  die 
beiden  letzten  Abschnitte  der  Lehre  von  der  Transformaitinn',49 
Coordinateo  in  der  analytischen  Geometrie  entspreclien  -rr.  (fiej^ 


*)    Jetzt  an  der  polytechniaeben  ^hule  zu  Hannover. 
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erkenoeii,.  unfi  dem  Hcnrn  VerJasser  «du»  Zeiigmte  liicht  Teraasen, 
dfUM  er  da»  sich  f  orgestecicte  Ziel  atrevg  im  Aage  b^büiteo  Ibat. 
Ausser  der  allc^emeiiieD.  Auffassunga^eise^nthlüt  auch  im  Einaei- 
neo  dieses  Heß  manches  Neue,  ig  welcher  Beziehung  die  Leser 
hesmiders  auf  die  ganz  voUstindigfi  und.  systei9atiscbe  graphische 
Behandiunj^  des  spnärischen  Dreiecks ,  für  welches  gewiihDiich  nur 
ein  Paar  isofirt  stehende  Aufgaben  giraphiisch  tiufgeldst  werden, 
ianfmerksam  gemacht  werden  m'dssen,  sowie  auf  andere,  damit  m 
Verbindung  stehende  neue  Auflr»süngen  einiger  Aufgaben ,  so  das« 
wir  auch  m  dieser  Beziehung  dem  baMigen  Erscheinen  der  fol- 
genden Hefte  dieses  sehr  Ferdienstncheh  Buchs,  welche  yofzfig- 
Rch  Äer  Geometrie  der  Flächen  gewtdMets^  werilen,  mit  Ver 
langen  entgegen  sehen.  Die  Ausstattung  des  Textes  und  der 
Figurentafeln  Ist  vorzüglich. 

Die  schwierigeren  geometrischen  Aufgaben  aus  des 
Herrn  Prof.  G«  F.  A«  Jacob i  Anhängen  zu  van  S winden'« 
Elementen  4er.  Geometrie.  tAit'EvgUnzmngen  cnglir 
•cber  Mathematiker  |ind  Auflösungen  herausgegeben 
von  Pr«  August  Wiegand,  Oberlehrer  an  der  Real- 
schule in  den  Fraucke'schen  iS^tiftungen  zi^  Halle.  Halle 
1849.  8.     1  Thir.  7Va  Sgr.  .. 

Ausser  den  aus  den  erwähnten  AnhHirgen  entlehnten  und  auf- 
gelösten Aufguben  eMhftlt  diese  enipfehlenswerthe  Schrift  noch 
geometrische'  Auf^ben  und  Sätze  von  ^8  etiglischen  Mathemd^ 
em,  welche  der  Zeltschrift  „The  MathemaMcittn*'  ent- 
nommen worden  sind.  Im,  Ganzen  enthült  die  Schrift  159  geome- 
trische Auf'/aben»  ausserdem  in  einem  Anhange  und  Nach- 
tfage  noch  14  trigonometrische  Au fgcibeu  und  Sätze  von  cmgliseheii 
Matbemattkem ,  und  die  L^ser  des  ArcMrs  sehen  also,  welches 
reiche  Material  ihnen-  hier  geboten  wird.'  Oadie  Aufgaben  ind«ii 
Anhängen  zu  van  Swindens  Elementen  der (Geomettle  mei^ens 

EOssere  SchwteHgkeiten  darfoi^leA  als  Auftal^  in  anderen  ähti* 
hen  Sammlungen,  uiid  'die  genannte  englische  Zeitschrift»  dl6 
vorzfigKch  für  den  mathematischen  Unterricht  wichtig«  ist^  sieh 
wohl  in  den  Händen  nur  weniger  Lehrer  der  Mathematik  befiir- 
det»  so  ist  die  vorliegende  Schrift  des  Herrii  Dr.  Wiegand,  des* 
seh  so  eifrigen  Bestrebungen  f%lr  die  Forderung  des  mathemati- 
schen, insbesondere  des  geometrischen  Unterrichts  wir  den  erfreu- 
Kchsten  Erfolg  von  Herren  wünschen ,  jedenfalls  '  eine  sehr  ver^ 
dienstliche  zu  nennen,  und  keineswegs* etwa  in  eine  Kategdrfe 
mit  den  Auflösungen  der  algebraischen  Aulgaben  des  Meyer  Hursdi 
vori  Sachs  tt.  s.  w.  oder  ähnlichen  dem  ttiathematiechen 'UiVter- 
tichte  wenig  Nutzen  bringenden,  fast  nur  schadendeti  Bücbeni/ zu 
setzen,  da  ihr  auch  neben  ihrem  pädago§nschen  Nutziem  wissed- 
BchafUicher  Werth  nicht  abgesprochen  werden  kann.  Sie  Schliesst 
sifih  übrigens  an  die  früher,  von  demselben  Hetm  Veifassei^,,  er- 
schienenen „Lehrsätze  und  Anfffaben  auswies  Herrn  Prof. 
7'afc,obT  Anhängen  u.  s.  w.  Halle.  1847.  L  Band  und 
n.  Band.  I.  Abtheil.*'  avi  und  bildet  mit  denselben  ein  Werk, 
von  welchem  sie  der  Schluss  ist. 
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Das  orthoekopische  Ocular»  eine  neu  erfundene 
achroniatisdie  LiiisencombiDutioo^  welche  dem  astro- 
nomischen Fernrohr^  mit  Einschluss  des  dialytischen 
Rohrs,  und  d^^  AlikP6o|^tp/,^b^i  |BM|ejii  sehr  grossen 
Gesichtsfeld,  ein  vollkommen  ungekrüninites,  perspek* 
tivisch  richtiges,  seiner  ganzen  Ausdehnung  nach 
sckaffes  Bild  ertheilt,  so  Ucle  auch  den  blau<eD  Rand 
d-es  GesicbUvaumes  aufhebt^'  Mit  einer  Anleitung  auf 
Kenntniss  ulierU'matiknde^,  nelcb-e  zu  einer  maasgebeii* 
d^Bnßeurtliellaiig  und  ribhtigen  Bebandluoffsart  defc 
«ptist'hen.  Insirumen tie,  .'iD'sJ»uut»oiideite  dfs.'Fernceika« 
diircfaaus.  nütbig  i^ind,  voiy  Carl  Kellner»  OptijKef  zu 
Wetzlar.  Nebst  einem  Anhange:  Zur  Kenntniss  uni^ 
gcnaueu  Prüfung  dei^  Llbelleu  oder  Niveau's  von  M^ 
uenspidt,  Mechaniker.  Braunscbweig.    1849.  8.  15  Ngr« 


Wahrlich  viel  Worte  auf  diesem  Titel!  Was  es  mit  dem 
neuen  „orthoskopischen  Ocular''  .für  eine  Benandtniss  haL 
erfährt  man  au«  dieser  8c*|iri<i  keineswegs»  denn  der  Herr  Verl(^ 
sagt  S.  18.  ausdrücklich:  .»^Es.  wir^  gewiss  keiner  meiuer* gei^rr. 
ten  Leser  die  Erwartung,  h^geo^.das^  ich  hier,  meine  Erfindung 
rOcksichtslos  preiei^gebeii4>  inicbauf  einp  Zergliederung  (|er  f)in* 
richtung  dieses  Oculars  und  Entwicklung  der  .Grundprlncipien,  au|( 
welche  der  gute  Erfolg  sich  gründet,  einlassen  werde >  sonderp. 
es  vielmehr  gern  verzeihen,  wenn  ich  nur  berichte,  was  das  neue 
Ocular  leistet.''  Demzufolge  hätte  er,  weil  auch  alles  Uebrige  in 
der  8cbrift  meistens  wenie  wirkliche  Belehrung  gewährendes  blos- 
ses Gerede  ist ,  dieselbe  besser  ungeschrieben  gelassen ,  sich  auf 
eine  blosse  öffentliche  Ankündigung  beschränkt,  und  die  Beur- 
theilung  seines  Oculars  dem  nraktiscnen  Gebrauch  lediglich  anheim 

Sestellt.  Aus  der  Schrift  selbst  erfahrt  man  nichts  weiter,  als 
ass  das  Ocular  vor  dem  Campani*schen  und  Ramsden*schen 
zweifachen  Oculare  weseotliehey  V  oxtbeile «  die  der  Titel  angiebt, 
haben  soll,  „und  dass  dasselbe,  obwohl  es  ein  dreifaches  Ocular 
ist,  also  aus  drei  Linsen  besteht,  doch  nur  vier  spiegelnde  Flä- 
.chen  bat**  Es  kann  also  durchaus  nur  der  praktische  Gebrauch 
über  die  Leistu|igen  dieses  sogenannten  ortboskopischen  Oculars 
entscheiden,  die  Schritt  selbst  wäre  jedenfalls  besser  un«^eschrie- 
ben  geblieben;  wenigstens  yvarnen  wir  vor  der  Anschaffung,  wend 
sie  auch  nur  f5  Sgr.  kostet.  Die  Vorrede  und  der  Anhang:.  ^An 
die  Männer  der  Wissenschaft*'  klingen  etwas  marktschreie« 
riscfa.  tn  dem  Anhange  über  die  Pfüfang  der  Libellen  beschreibt 
Herr  Hensoldt  ein  au  diesem  Zweck  bestimmtes  besonderes  In- 
strument, über  dessen  Braaebbarkeit  man  aucV  nur  nach  irirkli-i» 
eher  Anwendung  wird  urtheilen  kOanen.  Wir  sollten  meinen,  rlass* 
wenigstens  derjenige,  wer  einen  binlänglich  genau  getheilten  Ver- 
tikalkreis  besitzt,  an  welchen  er  die  Ubelle  anbinden  kann,  ein. 
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solches  besonderes  Instrament  zur  Prflfung  der  Libellen  sollte  ent- 
behren kuonen;  jedoch  wollen  wir  nicht  absprechen,  da  bei  sol- 
chen Dingen  eigne  praktische  Anwendung  nothig  ist,  wenn  man 
sich  zu  einem  vollgQltigen  Urtheile  will  Ar  berechtigt  halten. 


A  St  r  o  DO  ■!  I  e. 

Mittlere  Oerter  von  12000  Fix-Sternen  ffir  den  An- 
fang Ton  1836,  abgeleitet  a«i  den  Beobachtungen  auf 
der  Hamburger  Sternwarte  von  Carl  Rumker.  Vierte 
▲btbeilang»  Erste  H&lfte,  die  18te  bis  21ste  Stunde 
•Btlialtend.    Hamburg.   1849.  4.    1  Thb.  15  Sgr. 

Wir  freuen  utos  sehr,  wieder  eine  Fortsetzung  dieses 
trefflichen,  aus  directen  auf  der  Hamburger  Stern  Harte  angestell- 
ten Beobachtungen  abgeleiteten  Fixstern- Ca tatogs  anzeigen  za 
können.  Wer  die  Wichtigkeit  genauer  Stemposifione'n  für  die  heutige 
Astronomie  zu  würdigen  versteht.,  wird  das  grosse  Verdienst,  w*el- 
ches  der  Herr  Director  Rümker  durch  Bearbeitung  dieses  Steni- 
katalogs  um  die  Wissenschaft  sich  erwirbt,  gewiss  dankbar  erken- 
nen. In  dieser  Zeitschrift  müssen  tvir  uns  mit  der  blossen  An- 
zeige dieser  neu  erschienenen  Fortsetzung  begniigen,  wünschen 
aber  sehr,  dass  dieser  ausgezeichnete  Catalog  neben  anderen  ähn- 
lichen verdienstlichen  Arbeiten  vbn  allen  Astronomen  recht  viel- 
fach hei  ihren  Rechnongen  und  Beobachtungen  benutzt  werden 
mOge. 


ST  a  u  1 1  k. 

Längen-Bestimmung   durch    den   Mond.     Eine    nacr-- 
tisch  -  astronomische    Al>handlung     von    Carl    Rümker 
Hamburg.    1849.     2  Thir, 

Diese  sehr  zu  empfehlende,  mit  grosser  Deutlichkeit  verfasste 
Schrift  enthält  mehr  als  ihr  Titel  angiebt  Sie  enthält  näniUch 
vitr  Abhandlungen:  Längenbestimmung  durch  Moad-Di* 
stanzen.  — ^  Längenbestimmung  durch  Fij(st^rn-3e!- 
decknngen.  — •  Vorausberechnung.der  Ster n-BedecIcu»* 

aen.    —    Längenbestimmung    durch    Culmination    des 
iondes  und   der  Mondes-Sterne,   welche  ««äintntlich  sehr 
instructiv ,   ganz   elementar  mit  fortwährender  Rücksicht  auf  an- 


Digitized  by  VjOOQ IC 


757; 

sdbanliche  ErUUiteraog  durch  Finren  vcrfasst«  ndd  dureb  volktStf- 
dig  attseerecbnate.  numerMeh«  Beispiele  üehr  zvreckmMsi^  eriftu- 
tert  sina,  wobei  auch  mehrere  dem  Herro  Verfasaer  eigeiithüinh 
liehe  Methoden  vorkommen.  Den  Hauptinhalt  bildet  aber, eine 
Sammlung  sehr  sorgfUltig  berechneter  sehr  nützlicher  nautischer 
Tafeln«  nSmlichi  Tafeil.  Zur  Berechnung  der  währen 
Mond-Distanz.  S:  2  —  175.  iL  Mittiere  Refraction  und 
Kimmtiefe.  III.  Halbmesser  und  HOhen-Parailaxe  der 
Sonne.  IV.  Contraction  ^.^b  verticaien  Halbmessers 
dnrcb  Refraction.  V.  Vergrosserung  des  Mondshalb- 
messers. VI.  Höhen-Parallaxe  eines  Planeten.  VII.  Co r- 
rection  der  mittleren  Refraction  für  Thermometer-  und 
Barometer-Stand.  VIIL  Zur  Verwandlung  der  Barome- 
ter- und  Thermometer-Scala.  IX.  Radienvectoren  und 
Abstände  des  geocentrinchen  Zeniths  vom  g.eographi- 
sehen.  X.  Zur  Berechnung  der  Correction  wegen  zwei- 
ter Differenzen.  XI.  Correetion  der.  mittleren  Greeo- 
wich-Zelt  für  zweite  Differenzen  bei  Mond-Distanzen. 
XII.  Verbesserune  der  Halbmesser  in  der  Ebene  der 
Mond-Distanz.  XIII.  Correetion  der  Aequatorial-Hori- 
zontal- Parallaxe  des  Mondes  wegen  Abplattung. 
XIV,  An  die  durch  Approximation  »gefundene  wahre 
Distanz  anzubringende  Correetion.  XV.  Bfllfstafel  für 
«ine  neue  Methode  zur  Berechnung  der  wahrenDistana. 
—  Man  sieht  hieraus,  wie  vieles  Nützliche  diese  aautisehen  Tafelii 
enthalten,  und.muss  sich  dem  Herrn  Verfasser  für  die  auf  die 
Berechnung  derselben  verwandte  grosse  Mühe  und  Sorgfalt  zu  dem 
lebhaftesten  Danke  verpflichtet  fahlen.  Muffe  das  Werk  bei  allen 
wissenschaftlich  gebildeten  Seefahrern  und  auf  allen  nautischen 
Lehranstalten  die  wohlverdiente  Beachtung  im  vollsten  Maasse 
finden«  und  vielfiich  gebraucht  werden! 


Physik. 

,.  Der  Charakter  des  Flüssigen.  Versuch,  den  Zwie- 
spalt su  beseitigen,  welchen  die  ErkUrung  der  Er- 
scheinungen dea  Drucks  und  der  Hebung  der  Flüssig- 
keiten veranlasst  hat  Von  B.  T.  Berlin.  1850.  8. 
S  Sgr. 

GeUrt  zur  Drieberg-Literatur,  und  wird  daher  hier  nicht  wei- 
ter besprochen  9  sondern  das  Crtheil  den  Lesern  selbst  anheim 
ge«tent 

•  Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1847.  Darse- 
•tellt  von  der  physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin. 
III.  Jahrgang.    Redigirt  von  Professor  Dr.  6.  Karsten. 


ft4* 
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BiPs^e'A'HliellO'n.g,  BatlvaM^ead:  Allgemeine  Phyelk» 
A4kfa«tikr  O'ptlk  und  'W(i<m^leliT«;  Betltn.  184«.  *. 
1  Thlr.  tO'Sgr. 

;.  \^i««;iin  jLiter4r...B^f.  Nr.  XXXVII.  S.  53Ö.  jur  Empfehlung 
dieses ''ynteraehmen^' gesagt  worden  Ut»  gilt  ^ucb  von  dieseoi 
4aKrgdi^e.\  Ihr  Inhalt  der  eraten  Abtbeilung^  i^i  auf  deiii  Tjtel 
<i9gcgebeR..; 


'  Vermischte  Schriften. 

Verhandlungen  der  schvetzerischeD  naturforacheo- 
den  Gesellschaft  bei  ihreT  Versammlung  zuSolothurn 
den  24.,  H.  und  ^6.'  Ueumohat  1848.  33.  Versammlung. 
tSölothurn.    8. 

Ausser  den  Relationen  über  die  einzelnen  VersamsilaBgen 
•der  sohweixerischen  naturforschenden  Gesellschaft  und  den  B^ 
lichten  tfber  die  Verhandlungen  der  KantonalgeseUsehafften  tu 
Basel,  Bern,  La  Cbaux-de-Fonds,  Genf,  Waadt,  Solothurn,  20- 
tich  in  den'  Jahren  1847  und  1848,  enthalten  diese  Verhandluo- 
gen  auch  einige  gr2»ssere  Aufsätze,:  welch«  die  Beachtuns  der 
L^eser  des  Arcnivs  verdienen ,  und  derjpn  Titel  daher  hier  TolTstin- 
dig  angegeben  werden  sotten:  Relation  iiber:da«  von  Cho«^ 
herr  Berchtold  in  Sitten  entd^eekte  MäaAs-System  der 
Natur  von  Professor  O.  Mullinger  (S.  74.  —  S.  86.}. 
Jedenialls  ein  viele  merkwürdige  Ideen  und  Auflfassungsweisen 
enthaltender  Aufsatz,  der  -^  ohne  hier  für  jetzt  irgend  Rücksicht 
auf  die  praktische  Ausführbarkeit  der  gemachten  Vorschläge  neh- 
men una  die  Richtigkeit  der  ausgesprochenen  Ansichten  prüfen 
zu  wollen  —  den  Lesero  des  Arcnivs  zur  Beachtung  empfohlen 
zu  werden  verdient  Die  Schrift  selbst»  in  welcher  diese  Ideen 
ausgesprochen  sind,  fährt  nach  Herrn  Professor  Möllinger's 
Angabeden  Titel:  La  Metrologie  de  lanature,  d^couverte 
par  ,M.  Jos.  Aut.  Berchtbold,  Ghanoine  de  Sioi)  etc. 
oavrage    approuv^    par    plu^ieur^    comit^s    scfeiitifi- 

iu^s*;  tradnit  de  TAllemand  p^r-M,  Jo9,  Nie.  HitD^rf. 
m  finde  seines  Berichts  macht  Herr  Professor  MölHnj^e^  der 
schweizerischen  naturforschenden  Gesellschaft  die  '  foTgeufcn 
Vorschläge: 

1)'  Dr^  nalurfor^eheude  Gesellschaft  der  Schwell;  mSge.dem 
Refrtt'  Verfasser  det  Metrologie  de  lanature  Ihren  D^uk  und 
ihre  Anerkennung  seiner  Verdienste  aussprechen; 

2)  es  mochte  der  ehemaligen  Kommission  für  die  Feststellung 
^eri  s4hweikerlseheh!  Maasae  und  Gevilcbte  die  ^itdeckuo^  des 
Horra^VerfEissers  aur  Prüfnng  onduir  Beric|itetatattiing  an.  das 
Ceiltralkomite  uasercs  Veammn  votgelegt  irierden;:      .    .i 
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3)  tnt  ANel^die  KräNi^lwB/dle  WfinseMiarkdt  ettier  tillee- 
Bi^ioeD  Eiafufarimg  de«  neueir  Mias««y9teni8  dusspricbt,  »«11  dag 
Centralkomit^  de»  natm-rorscbendun  ä^selUchaft  beauftragt  i^ett 
danv  «ich  mit  den  Akademien  oder  atatistisoben  V^reinea  der  aia^ 
gräazendan  Staaten  la  Verbindung  an  setaeo  und  bebdfe  elnat^all« 
gemeinen  Einfiafaning  zar  Prüfung  deä  neoen  Maassayatema  >la- 
Buladen. 

Wir  fahren  diea  bier  an ,  um  au  aaigen,  weleben  Wertk  Herr 
Profeaaor  Möllinger  anf  die  Ideen  dea  Herrn  OhorhäTni 
Bercbtbold  in  Sitten  legt.  Welcbe  Aufnahme  die  obrMn  An* 
träge  bei  der  schweizerischen  naturforschenden  Gesellschaft  ge- 
fvnden  bitb^n,  g^bt  aus  den  Verbandluögen  (S.  15.)  nicht  |pqrvor. 

Ueber  die  langsame  Oxydation  der  KOrper  in  atnio- 
apbSriscber  Luft  von  Pr^f.  SobOnbefn.     S.  87.  -^  J».  113. 

Ueber   die  £r;^eugang  des  O^ons    durch  Phosphor 

in  reinem  Sau^rst^offgaa  von  Demselben*   .S.  114rr-]42. 

.  •        ■  '  .  ^ 

,     Auszug  aus  der  Abhandlung  aber  die  Erfakrnnsed 

im  Gebiete. der  Alpennitthachaft  von  Kasthofe^r.  &  lAi 

m  &.145.  ) 

Methode  den  Gii|fluss  zu  compe;l'8ir.^ti,  vTßlctien  d1^ 
Eia^nmassen  eines  Schiffes  in  Folge  det  Vertheilup^ 
der  magnetischen  Flüssigkelten  dirrch  den  Erdnia^neT 
tismus-  auf  die  Compassnadel  ausüben.  Voll  Jacob 
Aroaler.  In  nautischer  Rücksicht  machen  wh*  auf  diese* AHand- 
iune,  welche  mit  einer  andern  in  den  Deokschriften  der  schwei- 
zerischen naturtorschenden  Gesellschaft  abgedruckten  Abhandlung 
in  Verbindung  steht^  aufmerksam.  Die  Untersuchungen  von  Bar- 
loWy  und  die  auf  YerschiedeBWi' Seereisen  mit  dem  von  demsel- 
ben vorgeschlagenen  einfachen  Compensationsapparate  vorgenom- 
menen Prüfungen  siod  den  Lesern  des  Archivs,  welche  sich  för 
diesen  Gegenstand  iuteressireq ,  bekannt,  und  können  in  dem  eine 
sehr  lehrreiche  Darstellung  von  Hörn  er  enthaltender^  Artikel 
^Ablenkung  der  Magnetnadel''  in  deni  ersten  Tbeile  dea 
fiehierWhen  Wörterbuchs  nacbgel(Bsen  werden.  Die  grosae  Vichr 
pgkeit  diesei»  Gegenstandies  fär  die  l$chlffifahrt  leucntet  auf  den 
^sten  Blick' ein,  and  wird,  wie  Herner  am  Ende  des  i^ngefiSbr« 
ten  Artikels  bemerkt,  z.  B.  durch  das  Unglück  des  Oistindienfkfa'' 
rers  Thames  bewiesen,  welcher  ausser  oen  gewöhnlichen  eiser- 
nen Schtffsgeräthschaften  nqcb  eine  Ladung  von  mehr  als  400 
Tonnen  Eisen  und  Stahl  an  Bord  hatte,  und,  nachdem  er  Abends 
um  6  Uhr  noch  das  Vorgebirge  Beachy-rhead]  in  Sicht  hatt^, 
um  1  bis  2  Uhr  Morgens  auf  der  nämlicnen  Stelle  strandete ,  wäh- 
rend dem  man  sich  noch  weit  vom  Lande  entfernt  glaubte.  Sollte 
es  wohl  einer  anderen  Erklärung  dieses  merkwürdigen  Unglücks- 
falls bedürfen,  als  der  durch  die  vielen  an  Bord  beündlicben 
Eisenmaasen  herbeigeführten  grossen  Missweisuhg  der  Magnet- 
nadel? 
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Au86<$rdem  enthalten  die  ▼«rliegenden  Verbaadlmigen  kiocb 
interessante  auafährlicbe  Nekrologe  von  Heinrich  Zschokke 
(geb.  den  22.  März  1771  zu  Magdeburg,  gest  den  27.  Jubi  18^ 
im  Aarau),  der  sich  immer  eitrig,  jsit  mturwissenscbaften  in  wei* 
tester  Beziehung  beschäftigte,  so  weit  dies  ohne  höhere  niathe- 
nii^tiscbe  Kenntnisse  möglich  war;  und  von  Daniel  Alexander 
Chavannes  (geb.  den  21.  Julius  1765  zu  Vevey,  gest  den 
29.  Octbr.  1846  zu  Lausanne);  so  wie  viele  einzelne  interessante 
mathematische  und  naturwissenschaftliche  Notizen,  walcbe  die 
vorliegenden  Verhandlungen  der  Beacbtung  der  Leser  des  Archivs 
sehr  werth  machen. 

The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Edited  byW.  Thomson,  M.  A.,  F.  R.  S.  E.  Vergl.  Literar, 
Bericht.  Nr.  LIL  S.  726. 

Nft.  XXII.  On  the  Mathematical  Theory  of  Electricity  in 
Equilibrium.  VI.  —  Geometrical  Investtgations  regardine  Sperical 
Gonductors.  By  William  Thomson.  —  On  certain  Theorems 
in  the  Caiculus  of  Operations.  By  W.  F.  Donkin.  *—  On  Cttrvea 
of  Double  Cnrvature  and  Developable  Surfaces.  By  Atthnr 
Cayley.  —  On  the  Classification  of  Curves  of  Double  Curvature. 
By  Rev.  George  Salmon.  —  On  the  Developable  Surfaces 
which  arise  from  Two  Surfaces  of  the  Second Order.  Byt  Arthur 
Cayley.  —  On  the  Theorems  in  Space  anologous  to  tbose  o( 
Pascal  and  Brianchon  in  a  Plane.  Part  II.  By  Thomas 
Weddle.  •—  On  the  Bifocal  Chords  of  Surfaces  of  the  Second 
Order.  By  John  T.  Rutledge.  —  Analytical  Demonstration  of 
a  Theorem  in  Camot's  ,, Theorie  des  Transversales."  By  Wil- 
liam Walton. 

(The  next  Nnmber  will  be  published  on  tbe  Ist  of  May.) 


Druckfehler. 


In  dem  Titel  der  Abhandlung  Nr.  YIII.  in  diesem  Hefte  S. 
113.  ist  leider  der  Name  des  Herrn  VCs.  der  Abhandlung  falseh 
„Mossburger"  gesetzt,  worden.  Der  richtige  Name  ist 
„Mossbrugger." 
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JILiterarlselier  Berielit 


Arithmetik. 

Mathematische  Abhandlungen  von  Dr.  O.  Sehlu- 
milch,  Professor  der  höheren  Mathematik  an  der  K8- 
niglich  Sächsischen  technischen  Bildungsanstalt  zu 
Dresden.    Dessau.  1850.  8. 

Der  Herr  Vf.  beschenkt  uns  hier  wieder  mit  einer  Reihe  in- 
teressanter und  wichtiffer  mathematischer  Abhandlungen,  deren 
Titel  folgende  sind:  I.  Ueber  das  Theorem  von  Maclaurin.  — ^ 
II.  Die  Biirmaiin'sche  Reihe.  —  III.  Ueber  approximative  Qua- 
draturen. —  IV.  Ueber  ein  Doppelintegral  mit  zwei  willkührlichen 
Functionen.  —  V.  Ueber  die  Bestimmung  der  Masse  bei  ungleich^ 
förmiger  Dichtigkeit 

Besonders  interessant  ist  uns  Nr.  II.  gewesen,  in  welcher 
Abhandlung  die  Giiltigkeitsbedingungen  der  Biirmann^schen 
Reihe  zum  ersten  Male  vollstSndig  erOrtert  sind.  Aber  auch  alle 
fibrigen  Abhandlungen  enthalten  des  Bemerkens werthen  so  vieles^ 
dass  wir  die  Leser  des  Archivs  dringend  auffordern,  sich  auch 
mit  diesen  ganz  im  Geiste  der  neueren  Analysis  gehaltenen  Ar- 
beiten des  Herrn  Vfs.  baldigst  bekannt  zu  machen.  Uebrigen» 
bilden  die  Abhandlungen  1.,  II.,  III.,  und  ebenso  IV.,  V.,  in  ge- 
wisser Rücksicht  ein  Ganzes,  und  das  in  der  Abhandlung  V.  ge^ 
w6nn«ne  allgemeine  eiegante  Th«orem  (S.  146.)  verdient  jedenfaf 
aHe  Beaebtftng; 


Baod  XIV.  && 
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Geometrie. 

Die  geometrischen  Oerter  einiger  merkwürdigen 
Punkte  im  Dreieck  uod  damit  in  Verbindung  stehende 
Dreiecksätze.  Vom  Inspector  Gent.  Liegnitz.  1850. 
4.  (Programm  der  Ritter-Akademie  zu  Liegnitz  von 
Ostern  1850.) 

Diese  Abhandlung  schliesst  sich  an  die  im  Archiv  Tbl. IV.  S.  445. 

femachte  Bemerkung:  „dass,  wenn  man  von  einem  Punkte  der 
Peripherie  eines  Kreises  auf  die  Schenkel  eines  Centriwinkels 
Lothe  fkllt,  die  Entfernung  der  Fusspunkte  derselben  unabhängig 
von  der  Lage  des  Punktes  auf  dem  Umkreise  ist,  indem  sie  le- 
diglich von  der  Grösse  des  Winkels  abhängt'^  an ,  und  liihrt  durch 
sehr  etafaehe  Betrachtungen  au  einer  ziemlick  grossen  Amahl 
geometrischer  Sätze,  die  aifch  als  Uebnngen  ffir  ScbGler  «ich 
sehr  zweckmässig  werden  benutzen  lassen,  weshalb  wir  dieses 
lesenswerthe  Programm  der  Aufmerksamkeit  der  Leser  des  Ar- 
chivs recht  angelegentlic^h  empfehlen. 

Trigonaltriaden  in  arithmetischer  und  harmoni- 
scher Progression,  Von  Dr.  A.  Wiegand.  Halle.  1850. 
4.  4  Sgl. 

Die  Anregung  zu  dieser«  sehr  zweckmässigen  Stoff  zu  geo- 
metrischen und  trigonometrischen  Uebungen  fifr  Schüler  darbie- 
tenden und  deshalb  Lehrern  an  höheren  Unterrichtsanstalten  zur 
Beachtung  zu  empfehlenden  kleinen  Schrift  gab  der  in  derZeitschrifl: 
„The  Mathematician''  zum  Beweise  bmgestellte  Lehrsatz: 

If  the  radil  of  the  escribed  circles  of  any  plane 
trianglebein  hartnonical  progression,  then  wifl  the 
sides  of  the  triangle  be  in  arithmetical  progression; 
welchen  der  Herr  Vf.  in  sehr  geschickter  Weise  ziemlich  allge- 
mein auszubeuten,  und  aus  demselben  viele  zweckmässige  Uebungs^ 
Sätze  und -Aufgaben  (^  Schuler  zu  ziehen  gewosst  hat 

De  novo  «ystemate  coordinatarum.  Dissertatio 
mathematica  auctore  G.  Stammer.    Bonnae.  1849.  8. 

Das  neue  Coordinatensystem ,  von  welchem  der  Herr  Vf.  in 
dieser  Schrift  handelt»  wollen  wir  mit  seinen  eignen  Worten 
charakterisiren ,  indem  wir  bemerken «  dass  sich  die  Figur  der 
Leser  selbst  leicht  wird  ergänzen  k^mnen. 

,,A  puncto   fixe  F  in  circoli  circumfiefentia  A  F  B  jaceiite» 

3uae  e  centro  C  radio  CF=zR  descripta  estj  arcua  FA^  FB  io 
trectione  opposita  abscindamiis  et  in  arcuum  extrenitatibas  Af 
B  tangentes  circuli  AM^  BM  ducamus»  quae  sese  in  puncto  Jf 
secabunt.  Quum  in  quovis  circumferentme  puncto  una  tantum 
tangens  duci  ^ossit,  ^atet  punctum  M  unicnm  semper  exstare, 
igitur  arcubus  FA^  FB  perfecte  determinatum  esse.  Vice  versa, 
quum  e  puncto  M  extra  circuhim  iacente  duae  solum  tangentes 
strui  possint,   dato  puncto  ilf  perfecte  determinantn>  arcus  AF, 
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UFi  qtil  ft  punctis  coataetus  tanffaiitium  «um  (luncto  foo  F  in- 
cluduntur.  Ita^|«e  diitU  ceetro  et  radio  ckculi  atqiie  puncto  fixo 
io  circumferentia  posito,  quodconque  panjctuin  extra  circulum  si- 
tuin>  duobus  arcubus  defiiiTri  potest^  qpiibus  igitiir  tanquam  coor- 
dinatis  nli  licet.  Quas  uovajs  coordinatas  clrculares  vocenra« 
et  litteris   S,    17  designemus   Ha   ut  £  arcum   ¥A   dintstrorsum  a 

Stioitto  F  TiHmefatnin,  17  emitra  arcnrn  FB  dextror^um  descriptum 
eaolet.    Punctwa  fiznm  F  orige  coordiiiataraiii  est/' 

Es  Ist  diese  Schrift,  welche  wir  mit  vielem  Vergndgen  ge- 
lesen haben,  ein  neuer  Beweis  f&r  die  Richti^rkeit  der  schon  in 
diesen  literarischen  Berichten  bei  verschiedenen  anderen  Oeie- 
^nhelten  gemachten  Bemerkung,  die  aber  urs|Trfingtich  hanpt- 
sSchtich  von  PIficker  hervorgehoben  und  auf  die  deutlicbste 
Weise,  ins  Licht  gesetzt  worden  ist,  dass  neue  Coordinatensy«ttime 
fast  immer  auch  zu  nenen  merkwardtgen  SStzen  und  Relationen 
nhren;  Es  verdient  daher  diese  Dissertation  der  Beachtnng 
der   L«ser   des  Archivs  empfeMen  zu  werden. 


Praktlscbe  d^eometrie. 

Veprbi^pdeling  over  de  Me/etkandige  Inhoudsrin- 
dins  4«r  Kfed^rlandscbe  Matendoor  F.  J.  Stamkart, 
MAtn«  Mag.  Phil.  Nat  Doct«,  Arrobdisseiuents  •  Ijker 
te  A^msterdam.    'S  Gravenh^g«.  1844.  8. 

Diese  freilich  schon  froher  erschienene  8chrift  ist  erst  jetzt 
zu  unserer  Kenntniss  gelangt.  Wir  balteii  dieselbe  jedoch  rar  in 
mehrfacher  Rflcksicht  bemerkenswerfh ,  und  machen  daher  noch 
jetzt  auf  dieselbe  aufmerksam.  Sie  b^tvifft  eine  Verbesserung  der 
ganz  geometrischen  Methode,  wodurch  die  Ntederifindischen-  In- 
halts «Maasse,  seit  ihrer  Einfilhruag»  gesetziieb  verjficirt  werden, 
usmI  zeigt,  wie  viel  diese  Methode  v<v  einem  directen  Messen, 
nwt  andereo  Inhalts  «Maassen,  dep  sogenannten  Staudart -Maaasen, 
voraus  bi^.  Bei  der  Anwendung  dieser  Methode  bedürfen  die 
Akber  zur  Verificirung  ein««  lufialt^ 'Maassos  nichts  weiter  als 
einige  nach  den  Längenmaasse  (dep  Meter)  getfaeilte  Stäbchen, 
um  die  Durchmesser  und  Hube  zu  messen.  Auch  in  allgemeiner 
mathematischer  Beziehung  ist  diese  Schrift  interessant,  wegen 
verschiedener  in  derselben  entwickelter  Näherungsformeln  zur 
Flächen-  und ' Korperberechnun^,  die  wohl  anderweitig  wenigstens 
nicht  in  dieser  Weise  geffeben  sem  dürften.  Wir  bemerken  daher  noch- 
mals, dass  wir  namentuch  in  jetziger  Zeit,  wo  man  wohl  in  ver- 
schiedenen Ländern  bald  zu  neuen  Maassregulirungen  schreiten 
wird  oder  schon  geschritten  ist,  eine  besondere  Hinweisung  auf 
diese  freilich  schon  vor  einigen  Jahren  erschienene  Schrift  fSr  an« 
gemessen  und  zweckmässig  halten. 

55  * 
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Zugleich  Terbinden  wir  hiermit  noch  zwei  andere  frAher  er- 
sehienene  Abhandlungen  desselben  Herrn  Verrassers: 

Eenvoudlg  niiddel  ter  uaauwkeurige  vergelijking 
van  Lengtematen  (Overgenomen  uit  den  Algemeenen 
Konst-en  Letterbode.  No.  36.  van  het  Jaar  lo39.) 

Das  Princip  der  in  dieser  Schrift  entwickelten  Methode 
stimmt  mit  der  des  Fühlspiegels  von  Herm^  von  Steinheil, 
neuerdings  bekannt  gemacht  in  den  astronomischen  Machrichten. 
Nr.  684.9  ganz  Oberem»  und  ist  auch  zur  Vergleichun^  von  Maas«* 
Stäben  k  Dout  angewandt.  Obschon  der  Herr  Vf.  die  Theiie  des 
Apparats  nur  selbst,  ohne  Hülfe  eines  Künstlers,  verfertigt  hat, 
war    doch   die  Richtigkeit   des  Verfahrens    so    gross,    iass   die 

mittleren  Fehler  einiger  Vergletchungen  fnnQ ''*"*•   Q^^^i^t    ülierstie* 

gen.    Die  Hinweisung  auf  diese  in  Deutschland  wohl  gar  nicht 
ekannte  Abhandlung   durfte  daher  hier  gleichfalls   angemessen 
erscheinen. 

Aanwijzing  eener  eenvoudige  mauier  van  Wegen- 
waardoor  de  fouten  der  Balansen  grootendels  onscha- 
delijk  gemaakt  worden,  neveus  beschrijving  eener 
Nieuwe  Balans.  (Overgenomen  uit  den  Algemeenen 
Konst-en  Letterbode.  Nr.  51.,  52.  en  53.,  van  het  Jaar 
1844.) 

Diese  Schrift  giebt  eine  Beschreibang  einer  nenen  Welse  des 
Wiesens,  welche  hauptsftchlich  darin  bestehet,  die  beiden  Schalen 
vor  der  Umwechselung  der  Gewichte  fest  zu  setzen,  oder,  bei  der 
Methode  Bcrdas  nur  die  eine  Schale,  wovon  das  Gewicht  ee- 
wechselt  werden  soll.  Dieses  Princip  ist  angewendet  worden  bei 
einer  Wage,  welche  Herr  E.  I^enclebach  zu  Amsterdam  nach 
des  Herrn  Vfs.  Angabe  trefflich  verfertiget  hat ,  und  das  ResuHat 
war,  bei  einer  wiederholten  Wiegung  von  1  Kilogr.,  ein  mittlerer 
Fehler  für  jede  Wiegunc  =:±  0,5  Miliigr. ;  bei  einer  Wi^ung  von 
einem  Gewichte  von  5  Kilogr.  ein  mitüerer  Fehler  ßr  jede 
Wieg.  =±0,7  Miliigr.,  und  bei  einer  Wteffung  von  10  Kilogr. 
ein  mittlerer  Fehler  einer  Wieg.  =dbl3  Miliigr* 

Die  vieles  Treflfiche  enthaltende  hollftndische  mathematische 
und  physikalische  Literatur  ist  leider  für  uns  Deutsche  grOssten» 
theils  verschlossen,  was  wohl  zum  Theil  Schuld  des  Buchhan- 
dels ist.  Das  Archiv  hat  daher  schon  früher  öfters  auf  Eraehei- 
nuneen  in  holländischer  Sprache  gebührend  hingewiesen,  mid 
wird  dies  auch  fernerhin  thnn ,  so  oft  sich  Gelegenheit  liaza  dar- 
bietet 
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Astronomie* 

Der  Bischof  Syaesius  v^n  Cyrene  als  Physiker  und  Astronom 
benrtheilt  nebet  der  ersten  devtachen  Cebersetzung  der  Rede  des 
Synesins  de  dono  AstrolabiU  oder  über  das  Lob  der  Ajitro* 
nomie  mit  verbessertem  griechischen  Texte  herausgegeben  von 
Dr.  Bernhard  Kolbe.    Berlin.  18S0.  8.  6  Sgt. 

.     Uranus.  OTPANOS.  1850.    Zweites  Quartal  (April. 
Hai.  Juni.) 

Dfts  erste  Quartal  1860  ist  im  Literar,  Ber.  Nr.  LIII  S.  740. 
angezeigt,  .und  gilt  Alles,  was  dort  gesa^  worden  ist,  auch  von 
diesem  Quartal.  Die  Zeitschrift  ist  für  einen  Jeden,  welcher  sich 
an  irgend  einem  Tage  zu  einer  an  demselben  vorfallenden  Him- 
melserscheinung  vorbereiten  will,  im  höchsten  Grade  nützlich. 
Mancher  Liebhaber  der  Astronomie  wird  erst  in  den  gewöhnlichen 
Zeitungen  auf  eine  vorhandene  besonders  merkwürdige  HimmeU- 
erscheinung  aufmerksam  gemacht  Hier  findet  er  Alles,  was  sich 
vorausberechnen  lässt,  beisammen  und  weiss  schon  ein  Viertei» 
jahr  voraus,  was  merkwürdiges  am  Himmel  vorkommen  wird.  Kei- 
ner, wer  sich  für  die  am  gestirnten  Himmel  vorfallenden  Begeben- 
heiten Interessirt,  sollte  daher  die  Anschaffung  dieser  sehr  nütz- 
lichen Zeitschrift  unterlassen. 

.  Wir  machen  die  Leser  des  Archivs  auf  eine  Abhandlung  von 
Encke:  Ueber  die  Auflösung  der  Kepler'schen  Glei- 
chung  in  dem  neuesten  Stücke  der  Astromischen  Nach- 
richten. Nr:  714.  aufmerksam,  welche  ihre  Betrachtungen  an 
eine  geometrische  Gonstruction  anschliesst,  und  zu  bemerkens* 
werthen  ICesultaten  und  leichten  Bechnungsmethoden  führt  Uebri- 
gens  bemerkt  Encke  am  Schluss  seines  Aufsatzes  selbst,  däsS 
schon  Cassini  zu  ähnlichen  Resultitten  gelangt  sei,  wie  er 
nachtrSglich  aus  Lalande's  Astronomie.  Ed.  III.  $..1248. 
gesehen  habe,  einem  Buche,  von  welchem  er  mit  Recht  sa^« 
„dass  es  in  neuerer  Zeit  zu  wenig  benutzt  werde,  da  es  ein  bis 
jetzt  noch  nicht  erreichtes  Muster  von  Vollständigkeit  Cur  seine 
Zeit  bleibe.*'    , 

Ferner  findet  sich  in  Nr.  709  —  Nr.  712.  desselben  ausge-^ 
zeichneten  Journals  eine  sehr  bemerkenswertbe  Abhandlung:  Uo- 
tersuchuagen  über  die  Convergenz  der  Reihe,  durch 
welche  dasKepler'sch^Problem  gelöst  wird,  von  Franz 
Carlini'',  welche  eine  durch  Herrn  Professor  C.  G.  J.  Jacobi 
veranstaltete  Uebersetzuiig  oder  vielmehr  Bearbeitang .und  Ver- 
vollständigung ei&er  fdiher  untier  dem  Titel:  Ricerebe  sulla 
Cjonvergenza  della  serie  che  serve  alla .  soluzlone  del 
nrobl«ma  di  Kopier o.  Memoria  di  Francesco  Carlini. 
Milano.  1817.  erschienenen  merkwürdigen  Abhandlung  von  Car- 
lini ist. 
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M  »  n  t  i  k. 

Navttsehes  Jahrbuch  oder  vollatSodige  Epbemeri- 
den  und  Tafeln  fflr  daaiahr  1862  xur  Bestimmung  der 
Länge,  Breite  und  Zelt  xur  See  naeh  astronomiacheo 
Beobachtungen,  nebst  einer  Anleitung,  wie  die  erfer- 
deriicbeu  Kechnungen  anzustellen  sind.  Unter  amt- 
herau 
spector  imIConigi. Preuss.  Ministerium 


lieber    Aufsicht    herausgegeben    von    Dr.  C.  Bremiker 
Plankammer:  Inspector  imlCr>nigl.Pr< 
für  Handel  etc.    Berlin.  1850.  8.  IS  8gr. 

Diese  nautischen  Ephemeriden  dSrften  wohl  4^(es  enthalten, 
was  auf  der  See  zur  Anwendung  kommen  machte,  und  die  Frage 
mochte  nur  sein,  ob  zu  diesem  Zwecke  nicht  eine  noch  etwas 
grossere  Verkürzung  zweckmässig  und  htnreicfaend  gewesen  s^ 
mOchte,  etwa  nach  AnleitiinTg  des  nach  unserer  M^nung  sehr  aus- 
gezeidioeten,  auch,  was  hier  nicht  unwesentlich  ist,  auf  sehr 
schönes  und  starkes  Papier  gedruckten  Nautisch  enAimanachs 
von  G.  F.  Ursin  (LSterar.  Ber.  LI.  8.  708*).  Die Zugrundlegung 
des  Meridians  von  C>reenwlch  kann  natOHlch  nur  gebilu^  werden^ 
und  jede  andere  wffrde  hier  unzweckmftssig  gewesen  eem. 


Physik. 

Beiträge  zur  meteorologischen  Optik  und  zu  ver- 
wandten WisseASchaften.  In  zwanglosen  Heften  her- 
ausgegeben von  Johann  August  Grunert  Erster  Theil. 
ViertesHeft.  Mitsechs  lithographirten  Tafeln«  Leip- 
zig-  1650,  &  .  , 

Dteses  den^  ersten  Theil  bescbttessende  vierte  Heft  der  Bei« 
tilge  zur  meteorologischen  Optik  fährt aueh^dea  besooderen  Titel; 

Die  Lichterscheinungen  der  Atmosphäre  darge- 
stellt und  erläutert  von  R.  Claustus.  Mit  sechs  Ittho- 
graphirten  Tafeln.  Leipzig.  18Ö0.  S.  und  hat,  wie  der  Tl« 
tel  auch  schon  besagt,  den  Zweck,  eine  überaicbdiehe,  ganz  pe« 
pulire,  wenigstens  auf  alles  mathematische  Formelwesen  verzieh- 
tende  parBtetlung  aller  in  das  Gebiet  der  meteorologischen  CH^tik 
gehOrendi^  Erscheimingen  zu  liefern.  Eijretttlich  hätte  die  Zeit* 
Schrift  mit  dieser  Abhandimig  beginnen  sollen ;  es  war  aber  nicht 
leicht,  einen  ganz  geeigneten  Schriftsteller  fflr  die  Verfassung  der» 
selben  zu  finden  und  zu  gewinnen,  und  so  erscheint  dieselbe,  statt 
am  Anfange,  jetzt  am  Schlüsse  des  ersten  Theils  der  Zeitschrift. 
Wenn  auch  dem  Herausgeber  dieser  Zeitschrift  nicht  zusteht, 
hier  ein  Urtheil  fiber  die  vorliegende  Abhandlung  auszusprechen, 
8o  hält  er  sich  doch  ftir  berechtigt,  darauf  hinzuweisen,  dass  man 
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andren  'Orte  äH«<  ii»  das  CSeM^t  dier  mtteoroloffiscbeii 
OpHIr  sditaNidM  ErschelironMiin  m  wMMniiffiT  Welse  wie  bii»r 
dargestellt  finden  wird,  und  weil  die  Darstellung»  wie  «eben  erinnert» 
auf  alles  mathematische  Formelwesen  Terzicbtet  hat,  so  giebt  sich 
der  Herausgeber  der  Hoffnung  bin,  dass  diese  AbbandluDg  des 
um  die  meteorologische  Optik  schon  vielfach  verdienten  Herrn  Dr. 
Glansius  io  Berlin  ttr  «Ue^  wekbe  steh  fik  die  zum  Tbeil  so 
prachtvollen  Lichterscheinungen  in  der  AtmospbSre  interessiren,  — 
und  wer  soUte  dies  nicht  t  —  und  diesell»en  nach  ihren  GrOnden 
kennen  lernen  wollen,  die  r^icVaie  Belehrung  darbieten,  und  die* 
selben  gewiss  auch  zur  Anstelluug  eigener  sorgföftiger  Beobacb^ 
tungen  aufmuntern  wird.  Wir  mSssen  uns  hier  begnügen^  den 
reichen  Inhalt  dieser  Abhandlung  nur  in  fibersicbtlicber  Kürze  an- 
zugeben: Einleitung.—  Gestalt  des  Himmels.  —  Erscbel- 
nuneen.  welche  diirch  die  Absorption  und  Reflexion 
des  Lichts  In 'der  Atmospb&re  beaingt  werden.  Schwft- 
chung  des  Lichts  in  der  AtmosphSre.  Aifgemeine  Tasesheltd. 
Die  Däilimerung.  Die  blaue  Farbe  des  Himmets  und  dieMorgen- 
uod  Abendrotbe.  Polarisation  des  Himmelslichtes«  —  Strahlen- 
brechuhe  in  der  Atmosphäre.  Astronomische  und  terre- 
strische ^Strahlenbrechung  bei*m  gewöhnlichen  Zustande  der 
Atmosphäre.  Ungewöhnliche  Senkung  und  Hebung  des  Horizonts. 
Luftspiegelungen.  Fata  Morsana.  Das  Funkeln  der  Fixsterne.  — 
Erscneinungen,  welche  durch  fremde,  nur  unter  beson- 
deren Umständen  in  der  Atmosphäre  vorhandene  Kor- 
per hervorgebracht  werden.  Der  Regenbogen.  Der  Hof 
mit  seinen  Nebenerscheinungen  (Nebensonnen  etc.)«  Die  Licht- 
kränse  und  das  Nebell^ld.  Das  Wasserziehen  der  Sonne.  •— 
Das  Nordlicht 

Eine  grossere  Anzahl  sehr  schon  ausgeführter  Figurentafeln 
tragen  sehr  zum  leichteren  und  besseren  Verständniss  dieser  Ab- 
handlung bei,  welche  wegen  ihrer  systemafischen  Abfassung  und 
ihrer  Vollständigkeit  gewiss  auch  sehr  zweckmässig  als  Lehrbuch 
bei  mehr  populär  genalteaen  Vorlesungen  über  meteorologische 
Opiik  wird  gebraucht  werden  können« 

Fttr  die  Fortsetzung  dieser  „Beiträge  zur  meteorelogl* 
sehen  Optik**  and  auch  fiSr  die  schon  froher  gelieferten  stceeg 
mathenietneh  gehaltenen  Abbandlungen  ist  die  vorliegende  Ab- 
liaedkittg  namentlich  Inaelem  von  grosser  Wichtigkeit,  dass  sie 
die  genaue  Beschreibnng  der  betraTenden  Erscneinungen,  mit 
sergraltiger  Hervorhebung  aller  bei  der  Theorie  hauptsächlicb  zu 
beachtender  Umstände  derselben  enthält,  so  dass  also  in  dieser 
Beziehusg  bei  den  die  strenge  mathematisebe  Theorie  der  Erschei- 
nungen liefemdes  Abhaadluneen  stets  auf  die  verliegende  Abband* 
long  Beow  aenommen  werden  kann,  was  natürlich  der  Kurse 
sehr  förderhch  ist 

Die  Miscellen  (Nr.  IX.)  in  diesem  Hefte  enfhaHen  neck  eine 
von  dem  Scbulamts-Kandidaten  Herrn  W.  Scfilesicke  in  Berlin 
miteetheilte  interessante  literarische  Notiz,  durch  welche  die  in  der 


Abhandlung  Nr.  V.*)  S.  263.  ausgesprochene  Vermuthung,   dass 
auch  bei  Lacaille's   Dämmernngf>beobacbtungen ,  nicht  weniger 

*)    S.  463.  steht  durch  einen  Dracitfehler  Nr.  VII    ttatt  Nr.  V. 
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ab  M  den  Lambertseben  BaobaehtimgaD ,  das  ZodiakalKcht 
eine  grosse  Rolle  gespieit  liaben  nag»  auf  dfe  voUstfadigste  Weise 
bestätigt  wird. 


Termlschte  Scbrfften. 

Sitzungsbericbte  der  Kaiserlicheti  Akademie  der 
Wissenschaften  sn  Wien.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  LIIL  S. 
727.) 

(Die  Hefte  1849.  Aagutt  und  Septenilier,  sind  ans  leider,  wahrachein- 
lieh  durch  ein  Versehen,  hit  jetzt  noch  nicht  lu^egangen;  daher  wir 
deren  Anzeige  epftterhin  nachliefern  werden.) 

Jahrgang  1849.  October-Heft  S.  156.  Doppler:  Ueber 
ein  Mittel,  die  Spannkraft  des  Wasserdampfes  der  comprimirten 
öder  der  erwfirmten  Luft  durch  das  Gehör  zu  bestimmen.  —  S. 
165.  Petrins:  Einflnss  der  Entfernung  des  Polardrahtes  von  der 
Magnetnadel  auf  das  Maximum  ihrer  Aolenkung.  —  S.  185.  San- 
tini:  Mittheilung  über  den  vonGasparis  zu  Neapel  neu  entdeck- 
ten Planeten.  —  S.  187.  Kapeller*s  Verbesserung  der  Baro- 
meter.—  S.  188.  Kunzek:  Ueber  Beobachtungen  der  vegetations- 
dauer  der  Kulturpflanzen.  —  8.  189.  Reis senb erger:  Ueber- 
sicht  aller  bis  nun  theils  trigonometrisch,  theils  barometrisch  be- 
stimmten  Huhenpunkte  von  oiebent^örgen. 

Jahrgang  1849.  November-  und  December-Heft  S. 
203.  Russegger:  Beiträm  aur  Ausmitteloiig  der  AbweichuBfr  der 
Magnetnadel.  —  S.  216  llartner:  Allsemeiner  Beweis  f3r  Lieh- 
mann's  Satz  über  die  LOsung  des  Potneaot'scben  Problems.  — 
S.  230.  Unger:  Mikroskopische  Untersuchung  des  atmosphäri- 
schen Staubes  von  Gratz.  —  S.  238.  Bou^:  Mittheilung  über 
einen  anomalen  Regenbogen.  —  S.  239.  Doppler:  Ueber  eine 
merkwürdige  in  Oesterreich  aufgefundene  gelatmuse  Substanz.  — 
S:  266.  Bou^:  Ueber  die  äusseren  Formen  der  Erdoberfläche 
und  ihre  Ursachen.  —  S.  295.  Schrotter:  Bericht  über  die  che- 
nüsehe  Besehaffeiihett  einer  unter  einem  Torflager  bei  Aussee  g'e- 
fmtdenen  gelatinoscnSabstana.  —  8.  285.  Uaidinser:  Bericht 
über  denselben  Gegenstand  (Dopplerit).  ^  S.  298.  Hessler: 
Gommissionsbericht  über  die  Verhandlungen  zur  Feststellung  goter 
und  bequemer  Brannttreinwagen.  —  8.  303.  Gutachten  der  Com* 
misslon.  —  S.  304.  Stampfer:  Zur  Begründung  des  Gemmis- 
sionsvorschlages.  —  8.  316.  Brücke:  Mittheilung  über  Reini- 
gung« von  Aräometern  aus  Glas.  **  8.  329.  Kunzek:  Commis- 
sionsbericht  bezüglich  der Brflckenwagen  von  RolU  undSchvril^- 
^ir^.  *-8.331.  Arenstein:  Eisverhältnisse  der  Donau,  beobachtet 
in  Pesth  in  den  Jahren  IS^V«^  ^^^  1^^%q  (^'^  ^^^^^  grosseren 
Anzahl  interessanter  Figuren taieln.).  --^  8.  336.  Baumgartner: 
Ueber  Ofenhelm^s  Photometer. 
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Arithmetik. 

Versaeb  eioer  richtigen  Lehre  Von  der  llealif 8t  def 
vorgeblich  imaglofirenGrSssen  der  Algebra«  oderelner 
Grandlehre  von  der  Ablenknog  algebraischer  Grossen' 
beaiehungen»  unternommen  von  Wilhelm  Matzka,  Dr« 
der  Phll.4  k  k«  ordentl.  Professor  der  Mathematik  nnd 
praktischen  Geometrie   an    dem  k*  bOhm.   ständischen 

folytechnischen  Institute  su  Prag«    Mit  drei  Figuren« 
afein.    Prag.    1850.    4. 

Das«  man  die  Lehre  von  dem  Imaginären  in  der  Mathematik 
in  neuerer  Zeit  aus  neuen  Gesichtspunkten  darzustellen  versucht 
hati  ist  den  Lesern  des  Archivs  schon  aus  dieser  Zeitschrift 
selbst  9  welche  mehrere  den  betreienden  Gegenstand  in's  Auge 
fassende  Abhandlungen  enthält»  hinreichend  bekannt.  Keineswegs 
ddrften  aber  nach  unserer  Ansicht  die  Acten  über  diesen  Gegen- 
stand schon  als  geschlossen  zu  betrachten  sdn»  und  jede  Schrift^ 
welche  neue  Aussichten  auf  diesem  im  Ganzen  noch  wenig  aoge 
bauten  Felde  erOlbet,  hat  schon  deshalb  Anspruch  auf  besondere 
Beachtung.  Die  vorliegende  Schrift  des  schon  durch  viele  scharf 
sinnige  Arbeiten  bekannten  Herrn  Verfassers  ist  wohl  das  aus" 
ffihrlichste  bis  jetzt  über  diesen  Gegenstand  erschienene  Werk» 
und  liefert  eine  ausführliche  systematische  Behandlunff  desselben 
nach  den  eigenthQmlichen  Ansichten  des  Herrn  Verfassers,  an 
welcher  wir  namentlich  auch  den  dabei  aufgewandten  philosophi* 
sehen  Scharfsinn  besonders  rChraend  henrorheben  mOssen.  nine 
ausfflhrliche  Kritik  dieses  verdienstlichen  Werkes  wfirde  den  Raum« 
welchen  diese   literarischen  Berichte  uns  darbieten^   bei  Weitem 
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überschfeiten ,  und  wir  mfissen  uns  daher,  ausser  dner  nochmall- 

Sen,   aus   vollkommenster  Ueberzeu^ung  geflossenen  Empfehlung 
esselben  zu  sorgfältigster  Beachtung,    mit  der  folgenden  allge* 
meinen  Angabe  seines  Inhalts  begnügen: 

Einleitung.    Erstes  Hauptstück     Grundzfige  der  Lehre 
vom  Gegensatze  algebraischer  Beziehungen  der  Grossen.    Zwei- 
tes   Hauptstück.     Grundlinien  der  Lehre  von   den    Imaginären 
Grossen,  oder  vielmehr  von  der  Abweichung  algebraischer  Bezje* 
hungen  der  Grossen.    Drittes   Hauptstück/  Weitere  Ausein- 
andersetzung der  Lehre   von  den  abweichenden  Beziehungen  der 
Wurzeln.  A.  Vieldeutigkeit  der  Beziehungen  der  Wurzeln.  B.  Be- 
sondere Betrachtung  der  elusiven  und  transversiven  Beziehungen, 
als   jener  der  zweiten  Wurzeln  aus  negativ  beziehlichen  Zahlen. 
Viertes  Hauptstück.    Das  Potenziren  nach  transversiv  bezieh- 
lichen Exponenten.   Fünftes  Hauptstück.     Zeichnende  Darstel- 
lung abweichender  Beziehungeh  von  Raumgrössen  und  graphische 
Erläuterung  des  Rechnens  mit  abweichend,    insbesondere  mit  ge- 
kreuzt beziehlichen  oder  complexen  bestimmten  Grossen  und  Zah- 
len.   Einleitung.    A.  Ablenkende  Beziehung  der  Strecken.    B.  Ab- 
lenkende  Beziehung    der  Winkel    und    der    sie    bestimmendeo 
Kreisbogen.    C.    Ablenkende  Beziehungen  der  ebenen   Flä- 
chen (Figuren).    D.  Gedrängte  Zusammenstellung  der  bisherigen 
Leistungen  de^  Mathematiker    in  der  geometrischen  Construction 
der  s.  g.  imaginären  Grossen   (Heinrich  Kühn.  1736  und  1750.  — 
Bu^e.  1806.  -    C.  V.  Mourey.   1828.  -     John  Warren.   1828-  — 
Karl  Friedrich   Gauss.    183L  —   Anhänger    und  Nachahmer  der 
Gaussischen  Lehre:    W.  M.  Drobisch,  Prof.  zu  Leipzig.    G.  W. 
Müller,  Major  zu  Hannover.    C.  A.  Bretschneider,  Professor  zu 
Gotha.    Dr.  Theodor  Wittstein  zu  Hannover.    L.  Ballauf,  Lehrer 
der  Mathem.  zu   Varel.    H.   B.   Lübsen.    J.  G.  Ullher,   Prof.  zu 
Nürnberg.    Heinr.  Scheffler  zu  Helmstädt.    Franz  Moth,  Prof.  zu 
Linz.  J.  Arnstein,  Prof.   zu  Pesth.  —  W.  R.  Hamilton.  1844—47. 
—  Man  sieht  aus  diesem  Abschnitte,    wie  genau  der  Herr  Ver- 
fasser auch  mit  den  Leistungen  seiner  Vorgänger  bekannt  ist,  und 
nirgends  wird    man    eine   so  vollständige  und  schone  Uebersicht 
derselben  wie  hier  finden.  --    Sechstes   Haüptstück.    Zeich- 
nende Darstellung  der  Gleichungen  des  Zusammenhanges  gleich- 
zeitig veränderlicher,  complexer  oder  in  ablenkenden  Beziehungen 
vorkommender  Zahlen.  —   Siebentes  Hauptstfick.   Auslegung 
der  Gleichungen  des  Zusammenhanges  allgemeiner  Zahlen,   wenn 
einige  oder  alLe  solche  Zahlen  complex  —  ablenkend  beziehlicb  — 
werden. 

Möge  dieses  scharfsinnige  und  gelehrte  Werk  die  allseitigste 
Beachtung,  welche  es  gewiss  recht  sehr  verdient,  in  reichstem 
Maässe  finden! 

Die  Grabekassen.  Ihre  Einrichtung  und  Verwal- 
tune»  so  wie  die  Reorganisation  der  bestehenden  feh- 
lerhaften Institute.  Im  Auftrage  der  kii-nigl.  sächs. 
Regierung  verfasst  von  Dr.  Carl  Hey  ra,  Lehrer  der  Ma- 
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thematik    and    der   Naturwissenschaften    an   der   Tho- 
masschule zu  Leipzig.  Leipzig.  1850.  8. 

Diese  sehr  deutlich  verfasste  Schrift,  welche  auf  die  Anwen- 
dung alles  analytischen  Caiculs  verzichtet ,  und  sich  bloss  der 
gemeinen  Arithmetik^  ohne  naturlich  die  Decimalbruche  auszu- 
schlfessen,  bedient ,  verdient  allen  denen  ^  welche  sich  über  die 
genannten  Institute  deutliche  Be^riflfe  verschaffen  wollen ,  recht 
sehr  empfohlen  zu  werden,  und  wir  habien  dieselbe  mit  Vergnügen 
gelesen.  Auch  ist  in  derselben  Alles  durch  Beispiele  belegt  und 
erläutert»  und  die  königl.  sächs.  Regierung,  sowie  der  Herr  Ver- 
fasser, verdienen  jedenfalls  Dank,  dasssie  durch  dieselbe  über 
die  genannten  Institute,  welche  hauptsächlich  von  deifi  gewöhnli- 
cheren Handwerkerstande  in*s  Leben  gerufen  zu  werden  pflegen 
und  leider  nur  zu  oft  schlecht  genug  eingerichtet  sind,  richtige 
Begriffe  zu  verbreiten  sich  haben  angelegen  sein  lassen.  Da  Le- 
bensversicherungsanstalten principiell  von  den  Grabekassen  nicht 
wesentlich  verschieden  sindt,  so  dürfte  das Sehriftchen  auch  denen, 
die  über  erstere  sich  einen  klaren  Begriff  verschaffen  wollen,  zur 
Beachtung  zu  empfehlen  sein.      ' 


Oeometrie. 

Geometrische  Aufgaben  von  Miles  Bland.  Nach  der 
vierten  englischen  Originalausgabe  für  das  Bedürf- 
niss  deutscher  Lehranstalten  bearbeitet  von  Dr. 
August  Wiegand,  Oberlehrer  an  der  Realschule  zu 
Halle.   Mit  434  Figuren.    Halle.    1860.    8. 

Der  Herr  Uebersetzer  hat  sich  durch  die  Verpflanzung  dieser 
IQ  England  sehr  beliebten  Sammlung  geometrischer  Aufgaben 
(Geometrical  Problems,  by  Miles  Bland)  auf  deutschen 
Boden  ein  Verdienst  erworben,  und  das  Buch  verdient  jedenfalls 
allgemeiner  bekannt  zu  werden.  Die  Aufgaben  selbst  sind  mit 
kleinerer  Schrift  vorangedruckt,  und  dann  folgen  die  Auflosungen. 
Der  Inhalt  ist  folgender:  Erster  Abschnitt  Gerade  Linien  und 
Winkel.  34  Aufsabei).  Zweiter  Abschnitt.  Gerade  Linien  und 
Kreise.  100  Aufgaben.  Dritter  Abschnitt.  Gerade  Linien  und 
Dreiecke.  43  Aufgaben.  Vierter  Abschnitt.  Parallelogramme 
und  Polygone  ül)erhaupt.  50  Aufgaben.  Fünfter  Abschnitt. 
Aufgaben  über  Transversalen.  47  Aufgaben.  Sechster  Abschnitt. 
Construction"  von  Figuren  für  sich  sowohl,  als  in  und  um  andere. 
72*  Aufgaben.  Siebenter  Abschnitt.  Eigenschaften  der  in  und 
um  Kreise  beschriebenen  Dreiecke.  43  Aufj^aben.  Achter  Ab- 
schnitt. Quadrate  und  Rechtecke  von  Linien  in  Verbindung  mit 
Kreisen.  39  Aufgaben.  Neunter  Abschnitt.  Construction  von 
Dreiecken.    46  Aufgaben. 

Die  Losung  der  gestellten  Aufgaben  setzt  nur  die  Elemente 
Euklid's  voraus,  und  es  wird,  wie  dies  in  England  allgemein  ge- 
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bränchlich  ist,  auch  nur  aaf  diese  verwiesen.  Die  Resultate  der 
neueren  Geometrie  sind  nur  mästiig  benutzt,  wof^r  in  ÜeutscblaBd 
mehrere  andere  neuerlich  erschienene  Schriften  reichlichen  Ersatz 
darbieten.  Dass  der  Herr  Uebersetzer  die  bei  dem  Original  be- 
findlichen „Elemente  der  Trigonometrie'*  weggelassen  hat, 
Ist  ganz  recht.  Die  ,,Algebraical  Problems  by  Miles 
Bland"  sind  früher  schon  von  Herrn  Rector  Dr.  Nagel  Aber* 
setzt  und  in  diesen  literarischen  Berichten  augezeigt  worden. 


Oeoilä9le. 

6.  Fuss,  A.  Sawitsch  und  G.  Sabler:  Beschreibung  der 
zur  Ermittelung  des  Höhenunterschiedes  zwischen  dem  Schwarzen 
und  Caspischen  Meere  mit  allerhöchster  Genehmigung  auf  Veran* 
staltung  der  kaiserlichen  Akademie  der  \^issenschaften  in  den 
Jahren  1836  und  1837  ausgeführten  Messungen,  nach  den  Tage- 
bfichern  und  den  Beschreibungen  der  drei  'Beobachter  zusammen- 
gestellt Ton  Sabler.  Im  Autnrage  der  Akademie  herausgegeben 
von  W.  StruTe.  (Vorangestellt  ist  der  an  die  Akademie  abge- 
stattete kritische  Bericht  des  Herausgebers.).  St.  Petersburg.  1849. 
4.    7  Thlr.  23  Sgr. 

(Wir  hoifeo  «iiiter  aol  diese«  wichtige  Werk  saräcksakommen.). 


Praktische  IHecliaiillL. 

Der  Bau  der  Kettenbrücken,  begründet  auf  die  Ge« 
setze  des  Gleichgewichts  der  dabei  in  Wechselwirkung 
tretenden  Kräfte,  und  bearbeitet  für  das  praktische 
Bedürfnis«  ohne  Hilfe  der  Differential-  und  Integral- 
Rechnung  Ton  Ferdinand  Uoffmann,  Eisenbahn-Bau- 
ln8i>ector  der  k.  k.  General-Bau-Direction  iiii  h.  ostr. 
Ministerium  für  Handel^  Gewerbe  und  off  entliehe  Bau« 
ten.  Mit  7  Kupfertafeln.  Wien.  1850.  8.  1  Thlr. 
16  Sgr. 

Dieses  nach  Navier's  Rapport  et  M^moires  sur  les 
ponts  suspendus,  Paris.  182d.,  worin  aber  die  höhere  Ana* 
lysis  angewandt  wird,  bearbeitete  Werk  scheint  ein  recht  gutes, 
namentlich  auch  Praktikern  zu  empfehlendes  Buch  zu  sein,  wel- 
ches das  leistet,  was  sein  Titel  verspricht.  Wer  indess  die* höhere 
Analysis  und  Mechanik  kennt ,  wird  freilich  gerade  bei  diesem 
Gegenstande  lieber  nach  einer  deren  Hülfe  in  Anspruch  nehmen- 
den Schrift  greifen,  was  aber  den  Werth  der  vorliegenden  Schrift 
flir  Praktiker  natürlich  keineswegs  beeinträchtigt 
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Optik. 

Zwei  weitere  AbbaDdlungen  auA  dem  Gebiete  der 
Optik.  1.  Ueber  die  Anzabfder  rodglicben  Gesichts« 
wahrnebmungen.  2.  Versuch  einer  systematischen Clas* 
sification  der  Farben.  Von  Christian  Doppler.  Prag. 
1848.    4.    12  Sgr. 

Leider  gestatten  diese  beiden  interessanten  Abhandlungen 
einen  Auszug  hier  nicht.  Der  Herr  Verfasser  hat  sich  aber  scbpn 
durch  60  viele  scharfsinnige  Untersuchungen  auf  demselben  Ge- 
biete bekannt  gemacht,  dass  die  Leser  des  Archivs  gewiss  nicht 
unterlassen  werden  >  auch  Ton  diesen  beiden  mehrfaches  Interesse 
darbietenden  Abhandlungen  nähere  Kenntniss  zu  nehmen. 


Physik. 

Magnetische  und  geographischeOrtsbestimmungen 
im  Osterreichischen  Kaiserstaate»  ausgeführt  von  Carl 
Kreit»  Direetör  derk.  k.  Sternwarte  zu  Prag  u.  s.  w.  und 
Karl  Fritsch»  k.  k.  Conceptspraktikanten  u.  s.  w. 
Zweiter  Jahrgang  1847.  Prag.  1849.  4.  2  Thir.  20  Sgr. 

Der  erste  Jahrgang  ist  im  Literar,  Ber.  Nr.  LL  S.  712.  an« 
gezeigt  worden.  Der  vorliegende  zweite  Jahrgang  enthält  Oe* 
sterreich  unter  der  Enns,  Steiermark,  Illyrien,  Küstenland,  das 
venetianische  Königreich,  Dalmatien. 

Die  Ausdauer  und  der  Fleiss  der  Herrn  Verfasser  nehmen 
unsere  vollste  Bewunderung  in  Anspruch. 

6eo|^raphische  Naturkunde  oder  Grundzflge  einer 
Allgemeinen  Naturgeschichte  der  drei  Reiche  mit  »pby« 
sioenomischerScbilderung  der  Erdoberfläche  von  lir. 
Wilhelm  Ebel.  Erste  Abtheilung:  Plan  der  geogra* 
phischen  Naturkunde.  Zweite  Abtbeilung:  Geographi- 
sche Naturkunde  von  Island.  Mit  14  zum  Theil  colo- 
rirten  Karten  und  Tafeln.  Königsberg.  1850.  8.  2  Thlr, 
1%  Sgr. 


Vermischte  Schriften« 

Sitzungsberichte    der  Kaiserlichen  Akademie   der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.Liter.  Ber.  Nr.  LV,  S.768.). 

Jahrgang  18S0.    Erste  Abth.    (Jänner.).    S.  3.   San* 
tini:  Ueber  den  neu  entdockten  Planeten  Hygen.  —  S*  11.  Mar- 
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tin:  Ueber  Photographie.  —  S.  18.  Fritnch:  Resultate  aus  deo 
Beobachtungen  fiber  jene  Pflanzen ,  deren  Blumenkronen  sieh  tät- 
lich periodisch  offnen  und  schliessen.  —  8.  34.  Stampfer:  Ab- 
handlung Aber  die  Farbenzersetzung  der  Atmosphäre.  -^  Koller: 
Vortrag  über  Fellocker's  Sternkarte.  —  S.W,  Pierre:  Einige 
Bemerkungen  über  magnetische  und  diamagnetische  ErscbeinuD* 
gen.  —  S.  59.  Boue:  Ueber  die  Geologie  der  Erdoberfläche  Id 
Kücksicht  auf  die  Vertheilung  der  Temperatur,  der  Al^rolithen 
und  der  Oceane.  —   S.  131.  Weisse:    Uebersicht  der  meteorola- 

fischen  Beobachtungen  an  der  Krakauer  Sternwarte  während  des 
ahres  1849.  - 

(Ana  den  „Sitsungs-Protok  ollen  der  zar  Leitong  de« 
roeteorologiachen  Unternehmens  bestellten  Commission^' 
hebe  ich  für  Lehranstalten  und  solche,  die  sich  mit  magnetischen  Beob- 
achtuns^en  beschäftigen  wollen,  her?or,  dass  in  P  r  a|^  Apparateza  Variationa- 
beobachtuDgenfärDeclinationond  horizontale  Intensität  nach  Angabe  desDir- 
ectors  der  dortigen  Sternwarte,  Herrn  KreiTs,  zu  dem  äusserst  geringen 
Preise  Ton  100  Fl.  G.  M.  (etwa  69,  9  Thlr.)  verfertigt  werden,  welche  toIIq 
kommen  scharfe  Resultate  zu  liefern  geeignet  sind.  Ferner  werden  too 
einem  jungen  geschickten  Künstler,  Herrn  Kicolas,  der  sich  in  London 
mehrere  Jahre  mit  der  höheren  Ührmacherkunst  befasst  und  sich  jetzt 
in  Senftenberg,  weil  er  sich  dort  in  der  Nähe  einer  Sternwarte ,  die  ihm 
fnr  seine  Zwecke  grosse  Vortheile  gewährt,  befindet,  ansässig  gemacht 
hat,  nach  Herrn  Direotor  KreiTs  tJrtheile  hiqjänglich  gut  gehende 
Chronometer  zu  dem  äusserst  geringen  Preise  tor  140  F1..G.  M.  (etwa 
97,  9  Thlr.)  angefertigt«  Je  mehr  die  Verbreitung  hinreichend  g«t 
gehender  Chronometer  unter  allen ,  die  sich  mit  genaue  Zeitbestimman- 
gen  erfordernden  Beobachtungen  beschäftigen,  zu  wünschen  ist,  desto 
mehr  verdienen  solche  Gelegenheiten ,  durch  welche  man  in  den  Besitz 
einer  guten  Uhr  gelangen  kann,  bekannt  gemacht  und  empfohlen  zu 
werden,  namentlich  auch  Lehranstalten,  selbst  schon  des  phytikalischen 
Unterrichte  wegen.  Und  der  Preis  Ton*  97,9  Thlr.  ist  ja  so  niedrig, 
dass  man  fast  so  viel  schon  für  eine  gute  Taschenuhr  ausgeben  maM. 
Auf  den  leeren  Tand  eines  ^Idenen  Gehäuses  werden  Mathematiker  and 
Physiker  gewiss  gern  Terzichten,  wenn  sie  nur  in  dem  Besitze  eines 
guten,  den  an  einen  Chronometer  zu  machenden  Ansprüchen  genugenden 
Werks  sich  befinden,  wobei  wir  Toraussetzen ,  dass  die  von  Herrn  Ni- 
colas Terfertigten  Chronometer  Taschen  Chronometer  (keine  Dosen- 
chronometer) sind,  was  a.  a.  O.  nicht  besonders  bemerkt  ist.  Herr  Di- 
rector  Kr  eil  an  der  Sternwarte  in  Prag  wird  gewiss  die  Bestellung  nnd 
Prüfung  vor  der  Absendung  gern  übemenmen,  wenn  man  sich  deshalb 
an  ihn  wendet.  Wir  haben  uns  verpflichtet  gehalten ,  das  Archiv  zn  be- 
Dutzen,  das  Obige  zur  Kenntniss  seiner  Leser  zn  bringen,  und  denselben 
diese  schöne  Gelegenheit ,  sich  auf  sehr  wohlfeile  Weise  in.  den  Besitz 
guter  Instrumente  zu  setzen,  zu  empfehlen.  G.) 

Jahrgang  1850.  Erste  Abth.  (Februar.;.  S.  134. 
Stampfer:  Ueber  das  neue  Planimeter  des  Ingenieurs  Caspar 
Wetli  zu  ZOrich.  f Wir  müssen  alle  Geodäten  auf  diesen  in  jeder 
Beziehung  höchst  lenrreiehen  Aufsatz  des  Herrn  Prof.  Stampfer 
dringend  aufmerksam  machen  ^  weil  in  demselben  das  von  Herrn 
Caspar  Wetli  in  Zürich  neuerlich  erfundene»  sehr  sinnreich 
ausgedachte  Planimeter,  ein  Instrument  zur  leichten  Ermittelung 
des  Flächeninhalts  gegebener  Figuren,  sehr  gründlich  untersucht» 
und  in  Folge  dieser  Untersuchung  (är  den  praktischen  Gebrauch 
dringend   empfohlen   nird.    Für  alle  Mathematiker  Ist  dieses  In* 
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flfrument  noch  besooders  in  sofern  hOchst  interessant»  weil  das- 
selbe eigeotlich  ein  allgemeines  mechanisches  Uülfsmittel  zur 
leichten  Ermittelung  des  VVerths  des  bestimmten  Integrals 


J\hx=j'^  nx)Zx 


darbietet.  Der  Werkmeister  Herr  ,G.  Starke  am  polytechnischen 
Institute  zu  Wien  hat  in  Gesellschaft  mit  Herrn  Wetli  ein  Pri- 
vilegium aef  die  Verfertigung  solcher  PLanimeter  im  Bereiche  des 
Österreichischen  Kaiserstaates  erworben ;  der  Preis  ist  aber  in  dem 
Aufsatze  des  Herrn  Professor  Stampf  er ,  den  wir  nach  von  Sei- 
ten des  Herrn  Verfassers  erhaltener  Erlauhoiss  den  Lesern  des 
Archivs  künftig  vollständig  mitzutheilen  hoffen,  nicht  angegeben. 
Jedenfalls  verdient  die  schone  und  sinnreiche  Idee,  aus  welcher 
diese  neue  Erfindung  hervorgegangen  ist:  nämlich  das  Integral 


ydx—  I    f{x)dx 


in  alier  Strenge  mechanisch  darzustellen,  alle  Aufmerk- 
samkeit, und  das  Instrument  selbst  die.  dringendste  Empfehlung 
und  weiteste  Verbreitung;  denn  Jeder,  wer  sich  irgend  mit  prak- 
tischen geometrischen  Arbeiten  zu  beschäftigen  Gelegenheit  oder 
Veranlassung  hatte,  weiss,  wie  zeitraubend  und  mühselig  die 
Flächen berecbnnng  ist,  wenn  der  Plan,  auf  welchem  dieselbe  vor- 
genommen werden  muss,  nur  einigerniassen  gross  und  complicirt 
ist)  — 

Als  besonderes  Werk  ist  den  Sitzungsberichten  der  Kaiser- 
lichjen Akademie  die  folgende  ziemlich  umfangreiche  Schrift  (209 
Seiten  mit  einer  grossen  Anzahl  von  hauptsächlich  Abbildungen 
von  Instrumenten  enthaltenden  Figuren  tafeln)  beigegeben: 

Entwurf  eines  meteorologischen  Beobachtung«- 
Systems  fär  die  Österreichische  Monarchie.  Mit  15  Ta- 
feln. Nebst  einem  Anhange,  enthaltend  die  Beschrei- 
bung der  an  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Prag  aufgestell- 
ten Autographen-Instrumente:  Windfahne,  Winddruck- 
roesser,  Kegen*  und  Schneemesser.  Mit  2*  Tafeln.  Von 
Carl  Kreil,  Director  der  k.  k.  Universitäts-Sternwarte 
zu  Prag.    Wien.    1850.    8. 

In  Verbindung  mit  dem  in  dem  3ten  Hefte  der  Sitzungs- 
berichte (S.  58.-13.  95.)  abgedruckten  Aufsatze  desselben  Herrn 
Vfs.  finden  die  Leser  des  Archivs  in  dieser  Schrift  eine  höchst 
lehrreiche  Anleitung  zu  allen  Arten  meteorologischer  und  magne- 
tischer Beobachtungen,  so  wie  auch  zu  den  damit  zu  verbinden- 
den astronomischen  Beobachtungen  in  Botreff  der  Bestimmung 
der  Zeit,  der  Breite  und  des  Azimuths,  so  dass  wir  allen  denen» 
welche  sich  mit  derartigen  Beobachtungen  zu  beschäftigen  die  Ab- 
sicht haben,  jetzt  in  der  That  keinen hesseren  Wegweiser  empfeh- 
len können  a(s  die  vorliegende  Schrift,  welcher  die  weiteste  Ver- 
breitung  in  jeder  Beziehung  sehr  zu  wünschen  ist.    Die  Leser 


Digitized  by  VjOOQ IC 


776 

finden  in  dersellien  i\e  Beobachfringen,  weldhe  sie  m  den  Kreis 
ihrer  Thätigkeit  zu  ziehen  haben»  namhaft  gemacht,  die  erforder- 
lichen Instrumente  (anter  denen  viele  neue  sinnreich  autgedacbte 
sich  befinden»  was  namentlich  auch  von  den  Autographen-Instm- 
menten  gilt)  sämmtlich  sehr  genaa  beschrieben  und  abgebildet, 
die  besten  BeobacbtnnjE^smetboden »  die  am  meisten  zn  empfeh- 
lenden Berechnunesmetnoden  dentlich  auseinandergesetzt  und»  wo 
es  nutbig  ist»  Toflständig  analytisch  entwickelt»  so  wie  endlich 
auch  eine  Sammlung  sehr  zweckmissieer»  die  Rechnung  abkür- 
zender Tafeln.  Man  hat  sich  daher  nicnt  etwa  der  falschen  Mei- 
nung» die  Tielleicht  durch  den  Titel  veranlasst  werden  kannte, 
hinzugeben »  als  wenn  diese  Schrift  bloss  ftlr  den  SsterreicbisdieD 
Kaiserstaat  wichtig  und  interessant  wäre;  keineswegs  ist  dies  der 
Fall»  sie  ist  vielmehr»  wie  schon  bemerkt  worden  ist,  eine  ganz 
allgemeine  sehr  vollstJlndige  und  deutliche  Anweisung  zur  An- 
stellung aller  Arten  meteorologischer  und  magnetischer  Beobach- 
tungen ,  so  wie  auch  zu  den  damit  nothwendig  zu  verbindenden 
astronomischen  Beobachtungen»  der  eben  deshalb  die  weiteste 
Verbreitung  unter  Allen »  die  mit  Erfolg  sich  mit  dergleichen  Beob- 
achtungen beschfiftigen  wollen,  sehr  zu  wflnschen  ist. 

The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson»  M.  A.»  F.  R  S.  E.  VergL  Liter. 
Bericht.  Nr.  UV.    S*  760.   • 

No.  XXIII.  On  the  meaning  of  the  Equation  I7>=F*wlieD 
17  and  V  are  Products  of  n  Linear  Functions  of  two  Variab  es. 
By  Rev.  Thomas  P.  Kirkman.  —  On  certain  Properties  of 
Surfaces  of  the  Second  Order.  By  John  Y.  Ratledge.  —  Pro- 
blem respecting  Polygons  in  a  Plane.  By  Robert  Moon«  •*- 
Notes  on  the  Preceding  Paper.  By  William  Thomson.  ^  Ex- 
tension of  the  Word  Area,  by  Professor  De  Morgan.  —  Du  the 
Potential  of  a  closed  Galvanic  Circuit  of  any  Form.  By  William 
Thomson.  —  Note  on  a  Family  of  Gurves  of  the  Fourth  Order. 
By  Arthur  Cailey«— «  On  the  Developable  derived- front  an 
Eq|uation  of  the  Fifth  Order.  By  Arthur  Gailey.— *  On  the  Con- 
dittons  tbat  an  Equation  should  have  Equal  Roots.  Note  by  Hr. 
Salmon.  *—  On  the  General  Equations  of  Geodesic  Lines  and 
Lines  of  Curvature'  on  Surfaces.  By  Benjamin  Dicksoa«  -* 
Notes  on  Molecular  Mecbanics:  L  On  the  General  Equations  of 
Motion.  By  Rev.  Samuel  Uaughton.  —  Theorem  oti  the  Qoa* 
drature.of  Surfaces.  By  Rev.  John  H.  Jellett.  _  On  a  Theo- 
rem in  Gonfocal  Surfaces  of  the  Second  Order.  By  Richard 
Townsend.  —  Mathematical  Notes:  L  On  a  Theorem  in  Mr. 
Hearn  s  Paper  (vol.  IV.  p.  265.).  IL  Th^orömes  sur  rintögration 
de  Tequation 

Par  C.  J.  Malmsten.    III.  Analytical  |Thorem  concerning  Poly- 
gons.   By,  W.  Wal  ton. 

(The  nezt  Number  will  he  publii^hed  in  the  Ist  of  November.) 
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